Aula 02

ALGORITMO DA DIVISAO E MAXIMO DIVISOR
COMUM

META

Apresentar o algoritmo da divisdo e estabelecer o conceito de méximo divisor co-
mum.

OBJETIVOS

Definir a relacédo de divisibilidade em Z.

Aplicar as propriedades da relacao de divisibilidade.

Efetuar divisbes com resto pequeno em Z.

Resolver problemas que envolvam o conceito de méaximo divisor comum de inteiros.

Calcular o maximo divisor comum de dois inteiros usando o algoritmo de Euclides.

PRE-REQUISITOS

O curso de Fundamentos de Matematica e a primeira aula.



INTRODUCAO

Ola!l Que bom encontramos novamente! Espero que vocé tenha gostado e entendido a nos-
sa primeira aula. Nela estudamos a estrutura de dominio ordenado dos inteiros onde discutimos

varias das suas propriedades.

Nesta aula, daremos continuidade a0 estudo destes nimeros onde o resultado central é o al-
goritmo da divisdo. Estabelecemos também o conceito de maximo divisor comum de inteiros
cuja existéncia ¢ uma consequéncia imediata do algoritmo da divisao.

A RELACAO DE DIVISIBILIDADE E O ALGORITMO DA DIVISAO

Definicao 1. Dados a, b € Z, dizemos que a divide b se existe um inteiro ¢ tal que b = a.c. Di-

zemos também que a é um divisor de b ¢ ainda, que b é um multiplo de a.
Escrevemos: a|b.

Assim,alb & 3c € Ztalque b = a.c

Indicamos a negac¢ao de que a divide b escrevendo a t b.

Exemplo 1. 5|20, pois existe 4 € Z tal que 20 = 5.4.

Proposicio 1. Sdo verdadeiras:

i)ala Va € Z.

ii) Se a|b e b|c entio a|c,V a,b,c € Z.

iii) Se a|b e c|d entio ac|bd,V a, b, cd € Z.

iv) Se a|by, by, ..., by, entio a|(bic; + b, (2 + -+ + by, cy), ..., ¢y € Z.
v)Sea,b €Z,alb e b|c entio b = +a.

vi)Sea,b € Z,b # 0 e a|b entio |a| < |b|.

Demonstracio: Os itens i,ii e iii fazer como atividade.

IV) Existem bl’ bz, ...,bn EZ tal quc bl = abi, b2 = abé, ""le = ab;,l, IOgO, b1C1 + b2C2 +
-+ b,c, = ab;c; + abycy + -+ ab,c, = a(byc; + bycy + -+ + byc,). Como q = bycy +
byc, + +++ + bycp, ¢ um inteiro segue que a|(bycy + bycy + -+ bycy).

v)alb=3c¢; EZ tal que b = acy.bla =3I c, €EZ tal que a = bc,. Assim, a = (acy)c, =
a = a(c;c;) = cic; = 1. Temos entio ¢4 =¢; =1 ou ¢; = ¢, = —1. No primeiro caso,

b = a e no segundo, b = —a.

vi) Como a|b = ta| + b temos que |a|||b| e existe ¢ positivo, (isto 1 < c) tal que |b| =
lal.c,logo |a| < |al.c = b.



Proposi¢ao 2. (Algoritmo da divisao). Sejam a,d € Z sendo d # 0. Existem tnicos ¢,7 € Z
taisquea=dq+re0<r <|d|.

Demonstragao: Vamos supot inicialmente que d > 0. Para isto, consideremos o conjunto de
nimeros inteiros A = {u = a — dv|v € Z}NZ,. Entio, A é nio vazio (a + d|a| € A) e do
principio da boa ordem existem 7 = mMmA ¢ q € Z tais que r = a — dq. Ou melhor, existem
q, 7 €EZ tais que a =dq +71 e r = 0. Além disto, r < d, pois se assim nao fosse, terfamos
0<r—-d=a-d(@+1)€A ¢ r—d <r=mmnA, contrariando a minimalidade de 7.
Quanto as unicidades de g e 7; suponhamos que existam ¢,7,q", 7' € Z tais que a = dq +1 =
dqr'e0<r,r'<d.Entiod(q—q) =r'—red|r' —r.

Ser<r temos r+ (r'=7r)+ (d —r'=d donde segue que 0 = r'—1r < d. Analoga-
mente, se 'S 1, 0 <r —1r'<d e como d|r — 1’ segue que T — r'=0. Portanto r=r1"e¢

conseqientemente, ¢ = q.

Finalmente, se d < 0, temos =d = |d| > 0 e da primeira patte existem dnicos q,7 € Z tal

quea=—dq +7r'c¢0<7r'<|d|. Tomando ¢ = —q' ¢ 7 = 1, temos a demonstracio, conclu-
ida.

Exemplo 2. Para a = —18 e d = —5, o unico par de inteiros que vetifica o algoritmo da divisao
éq=4ecr=2.

Os inteiros a, d, q, 1, referidos no algoritmo da divisio sao chamados, respectivamente, di-
videndo, divisor, quociente e resto. A operagio que associa a cada par (a,d) o par (q,7) é cha-

mada divisao e, quando r = 0 dizemos que a divisdo ¢ exata.
O MAXIMO DIVISOR COMUM

Apesar de nem sempre ser possivel dividir um inteiro por outro, de modo exato, o algorit-
mo da divisao nos garante em Z, uma divisao. Esta propriedade implica em resultados algébricos

notaveis e, o primeiro deles é a existéncia do maximo divisor comum que discutiremos agora.

Defini¢ao 2. Seja [ um subconjunto nio-vazio de Z. Dizemos que I é um ideal se cumpre as se-

guintes condicdes:

label=a—bel

ila€Z,b€el=abce€l.

Notamosquea €l > a—a=0€ .

Sea,b €1,porii,—b =(=1).b €l e,pori,a—(—=b) =a+b €l

Os conjuntos O = {0} e Z sio evidentemente ideais.Estes ,s30 chamados os ideais triviais de



Exemplo 3. Seja d €Z e seja I = (d) = {du|u € Z} o conjunto de todos os multiplos de
d em Z. Este conjunto é um ideal de Z, chamado ideal principal gerado por d. Com efeito, é facil
ver que a diferenca entre dois multiplos de d é o produto de um inteiro por um multiplo de d,

sao multiplos de d.
Observacio: E comum usar as notacdes < d > e dZ para indicar o ideal (d).

Exemplo 2.2.4: Sejam dy,dy,...,d, EZL. O
tol = {diuy + dyuy, + -+ dyuplug, Uy, .., Uy € Z} é um ideal, chamado ideal gerado por
dy,d,, ..., d,.

Sejam a, b € I, entdo, existem Uy, Uy, ..., Uy, V1, Vg, ..., Uy € Z tais que a = dquq + dyu, +
A + dnun, b = dlvl + dzvz + oo + dnUn logo, a— b = dl(ul - Ul) + dz(uz - Uz) + A +
d,(up — vy) e como cada u; — v; parai = 1,2, ...,n é inteiro, segue que a — b € I.

Se a€Z e b=d,v; +d,v, +-+d,v, €I entio ab = d,(av,) + d,(av,) + -+
d,(avy,) e como cada av; parai = 1,2, ..., u ¢é inteiro segue que ab € I.

A proposic¢ao a seguir estabelece que todo ideal de Z ¢é, na verdade, o conjunto de multiplos

de algum inteiro.
Proposicido 3. Todo ideal de Z ¢ principal.

Demonstracdo: Seja I € Z um ideal nio nulo. Evidentemente I N N # ¢ e do principio da boa

ordem existe d = min(I N N).

Afirmamos: [ = (d). Com efeito, (d) € I, pois ad € I,V a € Z. Seja 2 um elemento arbitrario
em I, do algoritmo da divisdo existem q,7 € Ztaisquea =dq+1re0 <1 <d.

Sendor =a—dq=0,a,d €1 temos 0 <7 €. Como 0 <7 <d = min (INN) segue
quer =0¢,a=4dqg € (d).

Portanto, I = (d), como querfamos demonstrat.

Definicao 3. Dados dq,d,, ...,d, € Z, nio todos nulos, o miximo divisor comum de

dy,dy, ..., dy &, por definicio, o maior dos divisores comuns de dy, dy, ..., dy.
Denotamos: mdc(dy, ds, ..., dy).

Proposi¢io 4. Sejam dq,d,, ..., d, € Z nio todos nulos. Entio o mdc(dy,d,, ..., d,) é o gera-
dor positivo do ideal (d4, dy, ..., dy,).

Demonstragio: Seja d € N tal que (d) = (dy,dy, ...,dy). Como, para cada i € {1,2,...,n},
di=0.d; +--+1.d;+ -+ 0.d,, segue que d; € (d) e conseqiientemente d é um divisor

comum de dq,d5, ..., dy.
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Seja d' € N um outro divisor comum de d4, dy, ..., d,. Como, d € (dy,d,, ..., d,) existem
Uy, Uy, ooy Uy € Z tais que d = dquq + dyuy + -+ + djuy, (esta relagio é conhecida como forma

linear do méximo divisor comum). Desta relacio segue que d'ld e d <d. Logo, d =

mdc(dy, dy, ..., dy).

Obsetvacio: A proposicdo acima garante que dados quaisquer dq, dy, ..., dy, € Z nio todos nulas
existe sempre o mdc(d,, dy, ...,d,) e, na sua demonstracao vimos também que a equa¢io dio-
fantina (equacio algébrica que tem como universo de solugdes nimeros inteiros) X7 + ApX, +

4+ a,x, = d, tem solucio.

Definicio 4. Se dq,d, ..., d,, € Z nio sio todos nulos e mdc(dy,dy, ..., d,) = 1, dizemos que

dy,dy, ..., dy sdo relativamente primos, primos entre si ou ainda, coptimos.

Exemplo 5. Se di,dy,...,d, sdo inteiros para os quais existem ¢y, ...,qn € Z tais que
diqq + -+ dpgqn = 1 entio esses inteiros sao relativamente primos. Com efeito, notemos pri-
meiro que nio podem dj,d,, ..., d, serem todos nulos, portanto, existe d € Z tal que d =
mdc(dy, dy, ..., dy). Mas, da definicio d|dy, dy, ..., dy, logo, d|d1qy + dqp + -+ + dyqy, isto

é,d | 1 donde concluimos que d = 1.

Exemplo 6. Se a = bq + 1, desde que existam, mdc(a, b) = mdc(b, ). Escrevendo
mdc(a,b) = d e mdc(b,r) = d’, vamos provar que dld' e que d'ld e, como estamos tratando
de niimeros positivos concluiremos que d = d'!l Como dla, b temos que dla — bq ou seja d|7”.
Logo, d|d’. Analogamente, d'|b, 7. Isto implica que d'|b, bq + 7 ¢ isto implica, ainda, que d’|d.
Como d'|d e d|d’ temos que d' = d.

Proposicao 2.2.5. (Algoritmo de Euclides para o cilculo do mdc). Sejam a,b € Z com a > b.
Sejam a = bqq +1,b =111 + 15,11 =T13q3 + 13, ..., Ty—1 = Qns1 + Tneq sucessivas divi-
soes tais que Ty = 0 <1, < 1p_q < -+ <1y <1y < b. Entio mdc(a, b) = ny,.

Demonstragio: Segue do exemplo anterior que mdc(a, b) = mdc(b,ry) = mdc(ry, 1) = - =
mdc(r,,0) =1,

RESUMO

Nesta aula, estabelecemos o algoritmo da divisao, definimos o maximo divisor de dois ou
mals inteiros e demonstramos a existéncia do maximo divisor comum como consequiéncia do
algoritmo da divisao.

ATIVIDADES

1. Sejam a, b € Z tais que a + b é par. Provar que a — b também ¢ par.
2. Achea,b,cEZtaisquea|bc,aJ{beaJ(c.
3. Sea,b € Zsio tais que 10a + b é um multiplo de 7, prove que a* — b também o é.
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4. Prove que para todo inteiro positivo n:
2 9|@o™ - 1).
b 8[@3* -1).
Determine q,7 € Z taisque =10 =3q+re 0 <r < 3.
Dados a,d €Z, d > 0, prove que existem unicos q,7 €EZ tais que a =dq +71 ¢
2d <r <3d.
Sejam a, b, ¢ € Z\{0}. Prove que mdc(a, b, c) = mdc(mdc(a, b), c).
Sejam a,b € Z e suponha que existem ¢,d € Z tais que ac + bd = 1. Provar que
mdc(a,b) = 1.

9. Se a,b,c € Z\{0} sio tais que mdc(a,b,c) =1 e a? + b? = ¢?, prove que a e b tém
paridades diferentes e que ¢ ¢ impar.

10. Sejam a,b € Z\{0}. Defina m = mmc(a, b) como sendo o menor miltiplo comum
positivo de a e b. Se d = mdc(a, b), prove que dm = ac.

11. Use o algoritmo de Euclides para calcular mdc(60,18).

COMENTARIOS DAS ATIVIDADES

Caro aluno, se vocé fez a primeira e segunda atividade, entao entendeu a relagao de divisibi-
lidade. Quanto a terceira atividade, conseguiu? Entao, além de entender a relacao de divisibilidade

vocé foi capaz de escrever a® — b3 como sendo o produto (a — b)(a? + ab + b?) e usando a

hipétese de que 7|10a + b, concluir que 7|a2 + ab + b

Se vocé fez a quarta atividade, entdo vocé ou usou o principio de indugdo em M ou usou
mais uma vez uma fatoracio de tipo a™ —b"™ =(a—b)(a" P+ a"2b+---+ab" % +
bn—l)

Quanto as quinta e sexta atividades, vocé deve ter usado fortemente, o algoritmo da divisao.

Se vocé resolveu as sétima e oitava atividades entlo, usou a definicao de maximo divisor

comum e deve ter usado o fato de que se a,b € Z,, al|b e b|a entio a = b.

Na nona atividade, vocé deve ter notado que quadrado preserva a paridade e que soma de
inteiros de mesma paridade é par.
Na décima atividade se vocé conseguiu fazé-la, deve ter usado preliminarmente que

mdc (g,g) = 1 e depois que m divide todos os maltiplos comuns de a ¢ b.

Finalmente, a décima primeira atividade ¢ uma aplicagao direta do algoritmo da divisao e vo-
cé nio deve ter tido nenhuma dificuldade nesta atividade.

Se voceé nao conseguiu resolver alguma destas atividades, reveja os conteudos discutidos na
aula e lembre-se que os tutores estao disponiveis para ajudar a tirar suas davidas.
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