
7 
 

Aula 02 
 
ALGORITMO DA DIVISÃO E MÁXIMO DIVISOR  
COMUM 
 

META 

Apresentar o algoritmo da divisão e estabelecer o conceito de máximo divisor co-
mum. 

 

OBJETIVOS 

Definir a relação de divisibilidade em Ժ. 

Aplicar as propriedades da relação de divisibilidade. 

Efetuar divisões com resto pequeno em Ժ. 

Resolver problemas que envolvam o conceito de máximo divisor comum de inteiros. 

Calcular o máximo divisor comum de dois inteiros usando o algoritmo de Euclides. 

 

PRÉ-REQUISITOS 

O curso de Fundamentos de Matemática e a primeira aula. 
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INTRODUÇÃO 

Olá! Que bom encontramos novamente! Espero que você tenha gostado e entendido a nos-
sa primeira aula. Nela estudamos a estrutura de domínio ordenado dos inteiros onde discutimos 
várias das suas propriedades. 

Nesta aula, daremos continuidade ao estudo destes números onde o resultado central é o al-
goritmo da divisão. Estabelecemos também o conceito de máximo divisor comum de inteiros 
cuja existência é uma conseqüência imediata do algoritmo da divisão. 

A RELAÇÃO DE DIVISIBILIDADE E O ALGORITMO DA DIVISÃO 

Definição 1. Dados ܽ, ܾ א Ժ, dizemos que ܽ divide ܾ se existe um inteiro ܿ tal que ܾ ൌ ܽ. ܿ. Di-
zemos também que ܽ é um divisor de ܾ e ainda, que ܾ é um múltiplo de ܽ. 

Escrevemos: ܽ|ܾ. 

Assim, ܽ|ܾ ֞ ܿ ׌ א Ժ tal que ܾ ൌ ܽ. ܿ 

Indicamos a negação de que ܽ divide ܾ escrevendo ܽ ץ ܾ. 

Exemplo 1. 5|20, pois existe 4 א Ժ tal que 20 ൌ 5.4. 

Proposição 1. São verdadeiras: 

i) ܽ|ܽ  ܽ׊ א Ժ. 

ii) Se ܽ|ܾ e ܾ|ܿ então ܽ|ܿ, ,ܽ ׊ ܾ, ܿ א Ժ. 

iii) Se ܽ|ܾ e ܿ|݀ então ܽܿ|ܾ݀, ,ܽ ׊ ܾ, ܿ݀ א Ժ. 

iv) Se ܽ|ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡ então ܽ|ሺܾଵܿଵ ൅ ܾଶሺ2 ൅ ڮ ൅ ܾ௡ܿ௡ሻ, … , ܿ௡ א Ժ.  

v) Se ܽ, ܾ א Ժ, ܽ|ܾ ݁ ܾ|ܿ então ܾ ൌ േܽ. 

vi) Se ܽ, ܾ א Ժ, ܾ ് 0 e ܽ|ܾ então |ܽ| ൑ |ܾ|. 

Demonstração: Os itens i,ii e iii fazer como atividade. 

iv) Existem ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡ א Ժ tal que ܾଵ ൌ ܾܽଵ
′ , ܾଶ ൌ ܾܽଶ

′ , … , ܾ௡ ൌ ܾܽ௡
′ , logo, ܾଵܿଵ ൅ ܾଶܿଶ ൅

ڮ ൅ ܾ௡ܿ௡ ൌ ܾܽଵ
′ ܿଵ ൅ ܾܽଶ

′ ܿଶ ൅ ڮ ൅ ܾܽ௡
′ ܿ௡ ൌ ܽሺܾଵ

′ ܿଵ ൅ ܾଶ
′ ܿଶ ൅ ڮ ൅ ܾ௡

′ ܿ௡ሻ. Como ݍ ൌ ܾଵ
′ ܿଵ ൅

ܾଶ
′ ܿଶ ൅ ڮ ൅ ܾ௡

′ ܿ௡ é um inteiro segue que ܽ|ሺܾଵܿଵ ൅ ܾଶܿଶ ൅ ڮ ൅ ܾ௡ܿ௡ሻ. 

v) ܽ|ܾ ฺ ଵܿ ׌ א Ժ tal que ܾ ൌ ܽܿଵ. ܾ|ܽ ֜ ଶܿ ׌ א Ժ tal que ܽ ൌ ܾܿଶ. Assim, ܽ ൌ ሺܽܿଵሻܿଶ ֜
ܽ ൌ ܽሺܿଵܿଶሻ ֜ ܿଵܿଶ ൌ 1. Temos então ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ 1 ou ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ െ1. No primeiro caso, 
ܾ ൌ ܽ e no segundo, ܾ ൌ െܽ. 

vi) Como ܽ|ܾ ֜ േܽ| േ ܾ temos que |ܽ|||ܾ| e existe ܿ positivo, ሺ݅݋ݐݏ é, 1 ൑ ܿሻ tal que |ܾ| ൌ
|ܽ|. ܿ, logo |ܽ| ൑ |ܽ|. ܿ ൌ ܾ. 
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Proposição 2.  (Algoritmo da divisão). Sejam ܽ, ݀ א Ժ sendo ݀ ് 0. Existem únicos   ݍ, ݎ א Ժ 
tais que ܽ ൌ ݍ݀ ൅ e 0 ݎ ൑ ݎ ൏ |݀|. 

Demonstração: Vamos supor inicialmente que ݀ ൐ 0. Para isto, consideremos o conjunto de 
números inteiros ܣ ൌ ሼݑ ൌ ܽ െ ݒ|ݒ݀ א ԺሽځԺା. Então, ܣ é não vazio (ܽ ൅ ݀|ܽ| א  ሻ e doܣ
princípio da boa ordem existem ݎ ൌ ݉í݊ܣ e ݍ א Ժ tais que ݎ ൌ ܽ െ  Ou melhor, existem .ݍ݀
,ݍ ݎ א Ժ tais que ܽ ൌ ݍ݀ ൅ ݎ e ݎ ൒ 0. Além disto, ݎ ൏ ݀, pois se assim não fosse, teríamos 
0 ൑ ݎ െ ݀ ൌ ܽ െ ݀ሺݍ ൅ 1ሻ א ݎ e ܣ െ ݀ ൏ ݎ ൌ ݉í݊ܣ, contrariando a minimalidade de ݎ. 
Quanto às unicidades de ݍ e ݎ; suponhamos que existam ݍ, ,ݎ ,′ݍ ′ݎ א Ժ tais que ܽ ൌ ݍ݀ ൅ ݎ ൌ
e 0 ′ݎ′ݍ݀ ൑ ,ݎ ′ݎ ൏ ݀. Então ݀ሺݍ െ ሻ′ݍ ൌ ′ݎ െ ′ݎ|݀ e ݎ െ  .ݎ

Se ݎ ൑ ݎ temos ,′ݎ ൅ ሺݎ′ െ ሻݎ ൅ ሺ݀ െ ′ݎ ൌ ݀ donde segue que 0 ൌ ′ݎ െ ݎ ൏ ݀. Analoga-
mente, se ݎ′ ൑ 0 ,ݎ  ൑ ݎ െ ′ݎ ൏ ݀ e como ݀|ݎ െ ݎ segue que ′ݎ െ ′ݎ ൌ 0. Portanto  ݎ ൌ  e ′ݎ
conseqüentemente, ݍ ൌ  .′ݍ

Finalmente, se ݀ ൏ 0, temos – ݀ ൌ |݀| ൐ 0 e da primeira parte existem únicos ݍ′, ′ݎ א Ժ tal 
que ܽ ൌ െ݀ݍ′ ൅ e 0 ′ݎ ൑ ′ݎ ൏ |݀|. Tomando ݍ ൌ െݍ′ e ݎ ൌ -temos a demonstração, conclu ,′ݎ
ída. 

Exemplo 2. Para ܽ ൌ െ18 e ݀ ൌ െ5, o único par de inteiros que verifica o algoritmo da divisão 
é ݍ ൌ 4 e ݎ ൌ 2. 

Os inteiros ܽ, ݀, ,ݍ -referidos no algoritmo da divisão são chamados, respectivamente, di ,ݎ
videndo, divisor, quociente e resto. A operação que associa a cada par ሺܽ, ݀ሻ o par ሺݍ, -ሻ é chaݎ
mada divisão  e, quando ݎ ൌ 0 dizemos que a divisão é exata. 

O MÁXIMO DIVISOR COMUM 

Apesar de nem sempre ser possível dividir um inteiro por outro, de modo exato, o algorit-
mo da divisão nos garante em Ժ, uma divisão. Esta propriedade implica em resultados algébricos 
notáveis e, o primeiro deles é a existência do máximo divisor comum que discutiremos agora. 

Definição 2. Seja ܫ um subconjunto não-vazio de Ժ. Dizemos que ܫ é um ideal se cumpre às se-
guintes condições: 

i)ܽ, ܾ א ܫ ฺ ܽ െ ܾ א  ܫ

ii)ܽ א Ժ, ܾ א ܫ ֜ ܾܽ א  .ܫ

Notamos que ܽ א ܫ ֜ ܽ െ ܽ ൌ 0 א  .ܫ

Se ܽ, ܾ א por ii, െܾ ,ܫ ൌ ሺെ1ሻ. ܾ א ܽ ,e, por i ܫ െ ሺെܾሻ ൌ ܽ ൅ ܾ א  .ܫ

Os conjuntos ܱ ൌ ሼ0ሽ e Ժ são evidentemente ideais.Estes ,são chamados os ideais triviais de 
Ժ. 
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Exemplo 3. Seja ݀ א Ժ e seja ܫ ൌ ሺ݀ሻ ൌ ሼ݀ݑ|ݑ א Ժሽ o conjunto de todos os múltiplos de 
݀ ݁݉ Ժ. Este conjunto é um ideal de Ժ, chamado ideal principal gerado por ݀. Com efeito, é fácil 
ver que a diferença entre dois múltiplos de ݀ é o produto de um inteiro por um múltiplo de ݀, 
são múltiplos de ݀. 

Observação: É comum usar as notações ൏ ݀ ൐ ݁ ݀Ժ para indicar o ideal ሺ݀ሻ. 

Exemplo 2.2.4: Sejam ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ א Ժ. O 
to ܫ ൌ ሼ݀ଵݑଵ ൅ ݀ଶݑଶ ൅ ڮ ൅ ݀௡ݑ௡|ݑଵ, ,ଶݑ … , ௡ݑ א Ժሽ é um ideal, chamado ideal gerado por 
݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡. 

Sejam ܽ, ܾ א ,ଵݑ então, existem ,ܫ ,ଶݑ … , ,௡ݑ ,ଵݒ ,ଶݒ … , ௡ݒ א Ժ tais que ܽ ൌ ݀ଵݑଵ ൅ ݀ଶݑଶ ൅
ڮ ൅ ݀௡ݑ௡, ܾ ൌ ݀ଵݒଵ ൅ ݀ଶݒଶ ൅ ڮ ൅ ݀௡ݒ௡ logo, ܽ െ ܾ ൌ ݀ଵሺݑଵ െ ଵሻݒ ൅ ݀ଶሺݑଶ െ ଶሻݒ ൅ ڮ ൅
݀௡ሺݑ௡ െ ௜ݑ ௡ሻ e como cadaݒ െ ݅ ௜ paraݒ ൌ 1,2, … , ݊ é inteiro, segue que  ܽ െ ܾ א  .ܫ

Se ܽ א Ժ e ܾ ൌ ݀ଵݒଵ ൅ ݀ଶݒଶ ൅ ڮ ൅ ݀௡ݒ௡ א ܾܽ então ܫ ൌ  ݀ଵሺܽݒଵሻ ൅ ݀ଶሺܽݒଶሻ ൅ ڮ ൅
݀௡ሺܽݒ௡ሻ e como cada ܽݒ௜ para ݅ ൌ 1,2, … , ܾܽ é inteiro segue que ݑ א  .ܫ

A proposição a seguir estabelece que todo ideal de Ժ é, na verdade, o conjunto de múltiplos 
de algum inteiro. 

Proposição 3. Todo ideal de Ժ é principal. 

Demonstração: Seja ܫ ؿ Ժ um ideal não nulo. Evidentemente ܫ ת Գ ് ߶ e do principio da boa 
ordem existe ݀ ൌ ݉í݊ሺܫ ת Գሻ. 

Afirmamos: ܫ ൌ ሺ݀ሻ. Com efeito, ሺ݀ሻ ؿ ݀ܽ pois ,ܫ א ,ܫ א ܽ ׊ Ժ. Seja a um elemento arbitrário 
em ܫ, do algoritmo da divisão existem ݍ, ݎ א Ժ tais que ܽ ൌ ݍ݀ ൅ e 0 ݎ ൑ ݎ ൏ ݀. 

Sendo ݎ ൌ ܽ െ ݍ݀ ൒ 0, ܽ, ݀ א temos 0 ܫ ൑ ݎ א Como 0 .ܫ ൑ ݎ ൏ ݀ ൌ min ሺI ת Գሻ segue 
que ݎ ൌ 0 e, ܽ ൌ ݍ݀ א ሺ݀ሻ. 

Portanto, ܫ ൌ ሺ݀ሻ, como queríamos demonstrar. 

Definição 3. Dados ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ א Ժ, não todos nulos,  o máximo divisor comum de 
݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ é, por definição, o maior dos divisores comuns de ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡. 

Denotamos: ݉݀ܿሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ. 

Proposição 4. Sejam ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ א Ժ não todos nulos. Então o ݉݀ܿሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ é o gera-
dor positivo do ideal ሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ. 

Demonstração: Seja ݀ א Գ tal que ሺ݀ሻ ൌ ሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ. Como, para cada ݅ א ሼ1,2, … , ݊ሽ, 
݀௜ ൌ 0. ݀ଵ ൅ ڮ ൅ 1. ݀௜ ൅ ڮ ൅ 0. ݀௡, segue que ݀௜ א ሺ݀ሻ e conseqüentemente ݀ é um divisor 
comum de ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡. 
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Seja ݀Ԣ א Գ um outro divisor comum de ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡. Como, ݀ א ሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ existem 
,ଵݑ ,ଶݑ … , ௡ݑ א Ժ tais que ݀ ൌ ݀ଵݑଵ ൅ ݀ଶݑଶ ൅ ڮ ൅ ݀௡ݑ௡ (esta relação é conhecida como forma 
linear do máximo divisor comum). Desta relação segue que  ݀Ԣ|݀ e ݀Ԣ ൑ ݀. Logo, ݀ ൌ
݉݀ܿሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ. 

Observação: A proposição acima garante que dados quaisquer ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ א Ժ não todos nulas 
existe sempre o ݉݀ܿሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ e, na sua demonstração vimos também que a equação dio-
fantina (equação algébrica que tem como universo de soluções números inteiros) ܽଵݔଵ ൅ ܽଶݔଶ ൅
ڮ ൅ ܽ௡ݔ௡ ൌ ݀, tem solução. 

Definição 4. Se ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ א Ժ não são todos nulos e ݉݀ܿሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ ൌ 1, dizemos que 
݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ são relativamente primos, primos entre si ou ainda, coprimos. 

Exemplo 5. Se ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ são inteiros para os quais existem ݍଵ, ,ଶݍ … , ௡ݍ א Ժ tais que 
݀ଵݍଵ ൅ ڮ ൅ ݀௡ݍ௡ ൌ 1 então esses inteiros são relativamente primos. Com efeito, notemos pri-
meiro que não podem ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ serem todos nulos, portanto, existe ݀ א Ժ tal que ݀ ൌ
݉݀ܿሺ݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡ሻ. Mas, da definição ݀|݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௡, logo, ݀|݀ଵݍଵ ൅ ݀ଶݍଶ ൅ ڮ ൅ ݀௡ݍ௡, isto 
é,݀|1 donde concluímos que ݀ ൌ 1. 

Exemplo 6. Se ܽ ൌ ݍܾ ൅ ,desde que existam, ݉݀ܿሺܽ ,ݎ ܾሻ ൌ ݉݀ܿሺܾ,  ሻ.              Escrevendoݎ
݉݀ܿሺܽ, ܾሻ ൌ ݀ e ݉݀ܿሺܾ, ሻݎ ൌ ݀Ԣ, vamos provar que ݀|݀Ԣ e que ݀Ԣ|݀ e, como estamos tratando 
de números positivos concluiremos que ݀ ൌ ݀Ԣ! Como ݀|ܽ, ܾ temos que ݀|ܽ െ  .ݎ|݀ ou seja ݍܾ
Logo, ݀|݀Ԣ. Analogamente, ݀ᇱ|ܾ, ,ܾ|Isto implica que ݀ᇱ .ݎ ݍܾ ൅  .݀|e isto implica, ainda, que ݀Ԣ ݎ
Como ݀Ԣ|݀ ݁ ݀|݀Ԣ temos que ݀ᇱ ൌ ݀. 

Proposição 2.2.5. (Algoritmo de Euclides para o cálculo do mdc). Sejam ܽ, ܾ א Ժା
כ  com ܽ ൐ ܾ. 

Sejam ܽ ൌ ଵݍܾ ൅ ,ଵݎ ܾ ൌ ଵݍଵݎ ൅ ,ଶݎ ଵݎ ൌ ଷݍଶݎ ൅ ,ଷݎ … , ௡ିଵݎ ൌ ௡ାଵݍ௡ݎ ൅ -௡ାଵ sucessivas diviݎ
sões tais que ݎ௡ାଵ ൌ 0 ൏ ௡ݎ ൏ ௡ିଵݎ ൏ ڮ ൏ ଶݎ ൏ ଵݎ ൏ ܾ. Então ݉݀ܿሺܽ, ܾሻ ൌ  .௡ݎ

Demonstração: Segue do exemplo anterior que ݉݀ܿሺܽ, ܾሻ ൌ ݉݀ܿሺܾ, ଵሻݎ ൌ ݉݀ܿሺݎଵ, ଶሻݎ ൌ ڮ ൌ
݉݀ܿሺݎ௡, 0ሻ ൌ  ௡ݎ

RESUMO 

Nesta aula, estabelecemos o algoritmo da divisão, definimos o máximo divisor de dois ou 
mais inteiros e demonstramos a existência do máximo divisor comum como conseqüência do 
algoritmo da divisão.          

ATIVIDADES 

 
1. Sejam ܽ, ܾ א Ժ tais que ܽ ൅ ܾ é par. Provar que ܽ െ ܾ também é par. 
2. Ache ܽ, ܾ, ܿ א Ժ tais que ܽ|ܾܿ, ܽ ץ ܾ e ܽ ץ ܿ. 
3. Se ܽ, ܾ א Ժ são tais que 10ܽ ൅ ܾ é um múltiplo de 7, prove que ܽ³ െ ܾ³ também o é. 
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4. Prove que para todo inteiro positivo ݊:  
a) 9|ሺ10௡ െ 1ሻ. 
b) 8|ሺ3ଶ௡ െ 1ሻ. 

5. Determine ݍ, ݎ א Ժ tais que െ10 ൌ ݍ3 ൅ e 0 ݎ ൑ ݎ ൏ 3. 
6. Dados ܽ, ݀ א Ժ, ݀ ൐ 0, prove que existem únicos ݍ, ݎ א Ժ tais que ܽ ൌ ݍ݀ ൅  e ݎ

2݀ ൑ ݎ ൏ 3݀. 
7. Sejam ܽ, ܾ, ܿ א Ժ\ሼ0ሽ. Prove que ݉݀ܿሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ݉݀ܿሺ݉݀ܿሺܽ, ܾሻ, ܿሻ. 
8. Sejam ܽ, ܾ א Ժ e suponha que existem ܿ, ݀ א Ժ tais que ܽܿ ൅ ܾ݀ ൌ 1. Provar que 

݉݀ܿሺܽ, ܾሻ ൌ 1. 
9. Se ܽ, ܾ, ܿ א Ժ\ሼ0ሽ são tais que ݉݀ܿሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ 1 e ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ ܿଶ, prove que ܽ e ܾ têm 

paridades diferentes e que ܿ é impar. 
10. Sejam ܽ, א ܾ Ժ\ሼ0ሽ. Defina ݉ ൌ ݉݉ܿሺܽ, ܾሻ como sendo o menor múltiplo comum 

positivo de ܽ e ܾ. Se  ݀ ൌ ݉݀ܿሺܽ, ܾሻ, prove que ݀݉ ൌ ܽܿ. 
11. Use o algoritmo de Euclides para calcular ݉݀ܿሺ60,18ሻ. 

 

COMENTÁRIOS DAS ATIVIDADES 

 

Caro aluno, se você fez a primeira e segunda atividade, então entendeu a relação de divisibi-
lidade. Quanto à terceira atividade, conseguiu? Então, além de entender a relação de divisibilidade 
você foi capaz de escrever ܽଷ െ ܾଷ como sendo o produto ሺܽ െ ܾሻሺܽଶ ൅ ܾܽ ൅ ܾଶሻ e usando a 
hipótese de que 7|10ܽ ൅ ܾ, concluir que 7|ܽଶ ൅ ܾܽ ൅ ܾ². 

Se você fez a quarta atividade, então você ou usou o principio de indução em ݊ ou usou 
mais uma vez uma fatoração de tipo ܽ௡ െ ܾ௡ ൌ ሺܽ െ ܾሻሺܽ௡ିଵ ൅ ܽ௡ିଶܾ ൅ ڮ ൅ ܾܽ௡ିଶ ൅
ܾ௡ିଵሻ.  

Quanto as quinta e sexta atividades, você deve ter usado fortemente, o algoritmo da divisão.  

Se você resolveu as sétima e oitava atividades então, usou a definição de máximo divisor 
comum e deve ter usado o fato de que se ܽ, ܾ א Ժା, ܽ|ܾ  ݁  ܾ|ܽ então ܽ ൌ ܾ. 

Na nona atividade, você deve ter notado que quadrado preserva a paridade e que soma de 
inteiros de mesma paridade é par. 

Na décima atividade se você conseguiu fazê-la, deve ter usado preliminarmente que 

݉݀ܿ ቀ௔
ௗ

, ௕
ௗ

ቁ ൌ 1 e depois que ݉ divide todos os múltiplos comuns de ܽ e ܾ. 

Finalmente, a décima primeira atividade é uma aplicação direta do algoritmo da divisão e vo-
cê não deve ter tido nenhuma dificuldade nesta atividade. 

Se você não conseguiu resolver alguma destas atividades, reveja os conteúdos discutidos na 
aula e lembre-se que os tutores estão disponíveis para ajudar a tirar suas dúvidas.     
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