Aula 03

FATORACAO UNICA E CONGRUENCIAS

META

Apresentar a estrutura de dominio fatorial e estabelecer o conceito de congruéncia
em Z.

OBJETIVOS

Definir nimero inteiro primo bem como reconhecer suas propriedades basicas.
Aplicar o teorema fundamental da Aritmética na demonstracao de propriedades rela-
tivas a fatoracdo em Z.

Definir congruéncia e aplicar, mas propriedades na resolucédo de problemas de Arit-
mética.

PRE-REQUISITOS

O curso de Fundamento de Matematica e os conteudos discutidos nas duas primei-
ras aulas.
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INTRODUCAO

Ol4, caro aluno! Estamos aqui, mais uma vez. Espero que vocé tenha compreendido todos
os conteudos discutidos nas aulas anteriores, pois a compreensao desta aula e de diversos topicos
das aulas futuras depende do conhecimento desses conteiados.

Dividimos esta aula em duas partes onde, na primeira discutiremos a estrutura de dominio
fatorial dos inteiros, definindo numero primo e estabelecendo suas primeiras propriedades. Na
segunda parte, estabeleceremos a relacio da congruéncia em Z, apresentando as propriedades da
divisibilidade de um modo bastante simples. Finalizaremos a aula, aproveitando o fato da relagao
de congruéncia ser uma relacdo de equivaléncia em Z e apresentando a estrutura de anel comuta-
tivo das classes residuais.

FATORACAO UNICA

Defini¢do 1. Dizemos que um inteiro p ¢é primo se p € {—1,0,1} ¢ toda vez que p divide um
produto ele divide um dos fatores.

Exemplo 1. O inteiro 6 nio é primo. Notemos que embora 6 € {—1,0,1}, 6 divide 12 = 3.4, 6
nio divide 3 e nem divide 4. O nimero 5 é primo, pois 5 € {—1,0,1} e sempre que 5|ab com a
e b inteiros, a ou b é multiplo de 5.

Proposicio 1. Seja p € Z\{-1,0,1}. Uma condicio necessaria e suficiente para que p seja primo é
que seu conjunto de divisores seja {—p, —1,1, p}.

Demonstracdo: (Suficiéncia). Sejam p,a, b € Z com p ptrimo e p = ab. Segue que p|ab, logo,
pla ou p|b. Se pla, existe a’' € Z tal que a = pa’ e neste caso temos p = pa'b que implica
a’b =1 e conseqiientemente b = +1 ¢ a = +p. Se, p|b, analogamente existe b’ € Z tal que
p = pb'ep = apb’ donde temos a = 1 e b = £p. Portanto, o conjunto dos divisores de p é
{-p,.—-11,p}

(Necessidade). Suponhamos que o conjunto dos divisores de p seja {—p, —1,1,p} e que plab
onde a,b € Z. Vamos provar que pla ou p|b. Com efeito, se p t a, do fato de que os unicos
divisores de p sio -p,—1,1 e p e que mdc(a, p) > 0, temos que mdc(a, b) = 1. Logo existem
7,5 € Z tais que pr + as = 1 e por conseguinte, bps + abr = b.como p|bps e p|abr, segue
que p|b.

Observagao: Notemos que todo a € Z admite - a, —1,1, a como divisores. Estes sao os chama-
dos divisores triviais de a. Se |a] > 1 e a ndo é primo além dos divisores triviais, @ tem outros
divisores, chamados divisores proprios.

Exemplo 2. Os divisores de —6 sao —6,—3,—2,—1,1,2,3 ¢ 6. Os nimeros —3, —2,2 ¢ 3 sdo os
divisores proprios de 6.

Um inteiro nao nulo que tem divisores proprios é comumente chamado composto.
Proposi¢do 2. (Teorema fundamental da Aritmética). Todo inteiro a,a = 2 Pode ser escrito na
forma
a =p;.py.-Dr (*)
onde =1 e pq,py, ..., Pr sdo inteiros primos positivos nao necessatiamente distintos. Além
disto, a expressio (*), a menos da ordem dos fatores € tnica.

Demonstragio: Vamos inicialmente provar a existéncia da expressio (*), usando indu¢io em a.

Paraa = 2;temos7 =1 ep; =2 ouseja a = p; okl
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Seja a €EZ a > 2 e suponhamos que Vb € Z, 2 < b < a, b passar set escrito como um
produto de primos e, usando este fato, vamos provar que o mesmo acontece com d. Se a ¢é pri-
mo okl (@a=p; (r=1)) e, se a nio é primo, existem by, b, € Z, com 2 < by,b, < a e
by.b, = a. Como por hipdtese de indugio by e b, podem ser escrito na forma (%), segue que
a = byb, também pode. Portanto, todo inteiro maior do que 1 pode ser escrito na forma (*).

Quanto a unicidade, dado a € Z, a > 2, suponhamos que

a = pipz - Pn = 419z s (1)
Onde 7,8 =1 epyq,...,Pr q1, -, Qs 530 inteiros primos positivos, nao necessariamente distintos.
Vamos provar que = S e que ap6s uma reordenagao (se necessario), p; = {qq, ..., Pr = ¢,. Com

efeito, como py € primo e p1|q1q3 ... g5 segue que 3 j € {1,2, ..., s} tal que p1|qs (como ativida-
de, usando a defini¢do de primo e indugio, prove isto). Apoés uma reordenagio (se necessaria),
podemos supor que d = 1 ¢ da expressio 1 temos que
P2P2 - Pr = 4293 - qs (2)

Sendo p; ptimo e como P,|q;. ... - G5, segue que P,|q; para algum j € {2, ..., s}.
Como antes, podemos assumir j = 1 ¢ a expressdo 2 nos leva a

P3--Pr = Qs s )
Prosseguindo de modo analogo e supondo, que < S,chegaremos a expressao
1=¢rs1--Gs (4)

que ¢, um absurdo, pois nenhum primo divide 1. Portanto, r = s.
Também, se fosse > s, de 1, chegarfamos a uma expressao do tipo
ps+1....pp=1

o que seria absurdo.

Portanto, ¥ = S e, @ menos da ordem dos fatores, p; = ¢y, ..., Py = qr, COMO queriamos
demonstrar.

Observacio: E facil ver que no teorema fundamental da Aritmética, poderfamos ter tomado
a € Z\{—1,0,1} ¢ escrito a@ = py, P2, -, Dr
onde Py, ... Py 530 primos positivos ou negativos, nao necessariamente distintos.

Paraa € Z,a > 2, a expressao
a=p;tpy? .. D" (x%)

Onde py, py. ... Py 530 primos positivos tais que py < Py < -+ < Py € My, My, ..., M, 530 intei-
ros positivos, ¢ chamada fatoragao candnica em primos positivos do inteiro a.

Vimos aqui que do ponto de vista da divisibilidade, os nimeros primos sao bastante simples,
tém apenas quatro divisores e o teorema fundamental da Aritmética afirma que a menos de mul-
tiplicagao por 1 ou — 1 e ordem dos fatores, todo inteiro pode ser escrito como um produto de
numeros primos. Uma pergunta que voce, caro aluno, pode fazer é a seguinte; para gerar todos os
inteiros € {—1,0,1}, através de produtos precisamos de quantos nimeros primos? Esta resposta
¢ dada pela seguinte
Proposi¢ao 3. O conjunto dos nimeros primos ¢ infinito.

Demonstracao: Vamos, por absurdo, supor que o conjunto dos nimeros primos positivos seja
finito. Digamos

P ={p, = 2,p, = 3,p3, ..., Pn} € construamos o inteiro @ = p1P; ... pp + 1. Do teorema fun-
damental da Aritmética existe um p € P tal que pla e como p|p1P; ... P segue que p|1 (pois
1=a—pip,..pn). Temos entdo um absurdo. Portanto existem infinitos primos positivos e
conseqiientemente, infinitos inteiros primos.

Observagao. Os numeros primos ¢ até hoje um contetdo bastante estudado pelos matematicos,
pot exemplo, a distribuicao dos primos € tao irregular que vocé pode encontrar dois primos im-
pares consecutivos ¢ dado um natural n = 1, qualquer, a seqiiéncia de n inteiros consecutivos
m+D'+2,n+1D!+3,...,(n+ 1! + (n + 1) ¢ fornada apenas por inteiros compostos.
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Dado um inteiro cujo numeral indo-arabico tem muitos algarismos, decidir se o inteiro ¢é
primo ou nao ¢ até hoje uma tarefa bastante dificil.

CONGRUENCIAS

Definicio 1. Seja m € Z7. Dizemos que os inteiros a e b sdo congruentes médulo m se a — b é
um multiplo de m e escrevemos a = b(mod m)
Exemplo 1. 10 = 15(mod 5), —8 = —1(mod 7), 99 = 9(mod 10).
Notemos que a = b(mod m) & m|a — b.
Negamos a = b(mod m) escrevendo a # b(mod m)(neste caso, m  a — b).
Proposicao 1. Dados a,b € Z e m € Z, sio equivalentes:
)a = b(mod m).
ii) Os inteiros a e b quando divididos por m deixam o mesmo resto.
Demonstragio: i=ii. Existem @qq,q, 71,7 €Z tais que a=mq,+1, b=mq, +1r, ¢
0<r,m,<m. Segue que a—-b=m(q—q)+(r—-n)=>nr-nrn=>@->b)+
m(qz — q1)-

Como m|a — b temos que m|ry —1,. Do fato de que 0 < 1,1, < m, segue que —m <
1, — Ty < Me como conseqiéncia temos 13 — T, = 0 oury = 17.
ii=i. Existem ¢q,q,, 7 €Z com 0 <7 <m tais que a =mq, +7r ¢ b =mq, +r . Entio
a—b =m(q, — q;) = m|a — b, ou seja, a = b(imod m).

Exemplo 2. Como 98 = 132(mod 17) seguem que 98 ¢ 132 quando divididos por 17 deixam
o mesmo resto: 98 = 17.5+ 13 ¢ 132 = 17.7 + 13.

Proposi¢ao 2. Sejam a, b, c,m,n € Z sendo m,n = 1. Valem:

i) a = a(mod m).

ii) a = b(mod m) = b = a(mod n).

iii) a = b(mod m) e b = c(mod m) = a = c(mod m).

iv)a = b(mod m) ec = d(mod m) = a + ¢ = b + d(mod m).
v) a = b(mod m) e c = d(mod m) = a.c = b.c(mod m).

vi) a = b(mod m) = a™ = b™(mod m).

Demonstracao:

i) mla—a = a = a(mod m).

i) a = b(mod m) = mla — b = m|b — a = b = a(mod m).

iii)a = b(mod m) e b = c(mod m) = m|a — b,b — ¢ = m|a — ¢ = a = c(mod m).

iv) Como m|a — b, ¢ — d temos que m|((a + ¢) — (b + d)) ou seja,a + ¢ = b + d(mod m).
v) Novamente, m|a — b, c — b, logo existe q,q' € Z taisquea =b+mq e c =d+mq' =
ac=((b+mqg)(d+mq’)=3In€Z ta que ac=db+mn= mlac—bd, ou sea
ac = bd(mod m).

vi) Notemos que a™ —b™ = (a — b)(@™ 1 + a™ 2b + .-+ b™1) como m|a — b segue que
m|a™ — b", ou seja, a = b (mod m).

Exemplo 3. Vamos determinar o resto da divisdo de 3°° por 26. Notemos que 33 = 27 =
1(mod 26). Isto implica que (3%) 1 = 1'%(mod 26) ou seja, que 3*® = 1(mod 26). Como
3% = 3%(mod 26) segue que 3°° = 3%(mod 26). Assim, 3°° e 9 quando divididos por 26 dei-
xam 0 mesmo resto que evidentemente, ¢ 9. Este exemplo mostra que a relagao de congruéncia
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torna as propriedades da divisibilidade facilmente manipulaveis tornando menos trabalhoso este
tipo de calculo.

Notemos que os itens i), ii) e iii) da proposi¢ao anterior mostraram que a relagao de congru-
éncia médulo um inteiro positivo m ¢ uma relagdo de equivaléncia no conjunto dos numeros
inteiros.

Dados m € {1,2,3,...} ¢ a € Z, a classe de a, mddulo esta relagio de congruéncia, é cha-
mada classe residual de @ médulo m e a indicamos por @. Indicamos o conjunto quociente (des-
tas classes) por Zy,.

Proposi¢io 3. Para cadan € {1,2,...}, Z, = {0,1,...,n — 1} onde a cardinalidade de Z, é n.

Demonstragao: Dado a € Z, do algoritmo da divisao existem q,7 € Z tais que a =mq +71 ¢
0<r<m-—1. Segue daqui que m|a —7r, ou seja, que a = r(modm). Isto mostra que
Z, = (0,1,..,n—1}

Agora, sejam 11,1, € {0,1,...,n —1}. Se 7, = 7, entdo 1y = ry(Mod M) de modo que
m|ry — 1, e lembrando que 11,75, € {0,1, ..., m — 1}, segue que ry = ry. Portanto Z, tem exa-
tamente N classes residuais.

Vamos definir em Z,,, duas operacdes uma adi¢ao e uma multiplicacao pondo:
a,b€Z,a+b=a+bea.b=ab.

Proposi¢do 4. As operagbes de Z, X Z,, em Z, de adi¢do e multiplicacio estabelecidas acima
estao bem definidas. Ou seja, nao dependem dos representantes das classes.

Demonstracio: sejam a' €@ ¢ b’ € b. Entio a' = a(mod m) e b’ = b(mod m). Entio
a' +b' = a + b(mod m) donde temos que @' + b' = a + b.

Proposi¢ao 5. As operagoes de adicao e de multiplicagao acima definidas no conjunto Z,, verifi-
cam as seguintes propriedades:

h(@+b)+c=a+(b+¢)vabcez,
iy a+c=b+a Vvab,€ZL,

ii)30 €Zy, talquea+o=a VvaceZ,
iv)Va € Zp,3—atalquea + (—a) =0
v)(a.b).c =a.(b.c) Vab,c €L,

vija.b =b.a Va,b,€Z,
vipa.(b+¢)=a.b+acVvabcel,
viii) 31 € Z, talque a.1 =3 Va € Z,

Demonstraciao: (sera deixada como atividade)
Comentatio (Z,,+,.) munido das oito propriedades acima é um dos primeiros exemplos
dos anéis comutativos finitos que estudaremos futuramente.

RESUMO

Caro aluno, nesta terceira aula discutimos inicialmente o conceito de nimero primo onde
demonstramos o teorema fundamental da Aritmética e como primeira conseqiiéncia deste teore-
ma concluimos que existem infinitos ndmeros primos. Por fim, estabelecemos o conceito de
congruéncia que ¢ uma forma simples de apresentar propriedades da divisibilidade. Usando a
relacao de congruéncia em Z exibimos os anéis Z,, conhecidos também como os anéis das classes
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de restos, construindo com isto um dos primeiros exemplos de anéis finitos, terminando com
esta aula o estudo dos nimeros inteiros necessario na composi¢ao dos pré-requisitos para as aulas
futuras.

ATIVIDADES

1. Sejam @ = p; L. py % v Dy T e b= Pyt Dy? .. DpT € L onde Py, Py, v, Py S30 primos posi-
tivos distintos e My, ..., My, Ny, ..., N € {0,1,2,...}. Se k; = min {m;, n;} el; = max{m;, n;}

prove que mdc(a, b) = pfl. o DT emme(a,b) = pil. Pl
2. Seja a € Z, um numero impar. Prove que a = —1(mod 4) ou a = 1(mod 4).

3. Sejam a,b,c,m € Z, m =1 onde mdc(a,m) = 1. Prove que se b = c(mod m) entio
ab = ac(mod m).

4. Sejam a, b, ¢, € Z tais que a ou b é nao nulo. Prove que a equa¢io diofantina ax + by = ¢
tem solucio se, e somente se, mdc(a, b)|c. Se (xg, Vo) é uma solugio, prove que todas as outras

podem ser postas na forma (xo - gt, Yo + % t) ,t € Z,onde d = mdc(a, b).

5. Encontre todos os X € Z tais que.
a) 3x = 4(mod 5).
b) 6x + 3 = 1(mod 10).

!

k!(p—Kk)!

6.Sejap € Z, um primo e 1 < k < p um inteiro. Prove que (ﬁ) = ¢ um multiplo de p.

7. Prove que, se p € Z, é primo entio Va, b € Z, (a + b)P = aP + bP (mod p).

8. Prove que o conjunto P = {p € Z; p é ptimo ¢ p = —1(mod 4)} ¢ infinito. Sugestio: negue
esta afirmacdo exibindo P = {p4, D5, ..., Pn} € 0 nimero a = 4p; ...p, — 1. Observe que, pro-
duto de nimeros do tipo 4q + 1, também ¢ deste tipo.

3.1. Comentarios das atividades.

Na primeira atividade, vocé, caro aluno, deve ter notado que se um primo p divide d =
mdc(a, b), entio, por transitividade o mesmo deve dividit também a e b. Além disto, sendo
d = mdc(a, b), se d' é outro divisor comum de a e b entio d'|d. Segue que a ordem (expoen-
te) de p em d deve ser a minima entre as ordens de p em a e em b. Quanto ao minimo multiplo
comum, cada primo divisor deste, deve ser um divisor de @ ou de b. Além disto, vocé deve ter
lembrado que qualquer outro multiplo comum de a e b é também multiplo do mmc(a, b), logo
todo primo divisor do mmec(a, b) deve ter ordem igual 2 maior das ordens de p em a eem b

Na segunda atividade, vocé deve ter notado que o resto da divisio de a por 4 deve ser 1 ou

3 eque 3 =—1(mod 4).

Na terceira atividade, vocé deve ter obsetvado que m|a(b — ¢) e como o mdc (a,m) =
1, o resultado ¢é imediato.
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Na quarta atividade, se (Xg, ¥o) é uma solucdo entio vocé deve ter percebido facilmente que

mdc (a,b)|ax.+by.. Reciprocamente, se d = mdc (a,b) divide centio existe (Xq,y1) €
Cc

ZXZ tal que axq+bx; =d donde temos que a (xl'g) +b (y.a) =c e (x0,Y0) =

X1C YiC\ , - -
) cuma solu¢ao da equagio

Por outro lado, supondo que (Xg, ¥o) é uma solucio, substituindo diretamente na equagio x

b a « .
por xo ——t ey poryg +—t para cada t € Z vocé deve ter visto claramente que se trata de uma
solucdo. Finalmente, usando o fato de que (Xg,¥o) e (X1, Y1) sdo duas solu¢cdes da equagio foi

ficil obter um t € Z tal que (xq,y1) = (xo — gt, Yo % t)_

Na quinta atividade item @, vocé nao deve ter tido dificuldades se notou que esta congruén-
cia é equivalente a equacio 3.X = 4 no anel Zg.0 onde temos que ¥ =371.4=2.4=8=3
ou seja x = 3(mod 5). No item b, temos 6x = —2(mod 10) ou equivalentemente, 3x =
—1(mod 5).

Na sexta atividade, vocg, caro aluno, deve ter notado que para 0 < k < p, os fatores de k! e
de p — k! sio menores do que p.

Na sétima atividade, vocé deve ter usado o desenvolvimento do binémio de Newton e apli-
cado a sétima atividade.

Na oitava atividade nos ja sugerimos uma op¢ao para a solugao e esperamos que vocé tenha
desenvolvido com éxito.
Lembramos sempre que os tutores estio disponiveis.
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