Aula 07

MAIS SOBRE O GRUPO SIMETRICO

META

Conhecer um pouco mais de perto as propriedades do grupo das permutacdes de
nivel n.

OBJETIVOS
Reconhecer elementos de S,
Reconhecer os subgrupos 4,, e D,, de S,

Aplicar propriedades decorrentes do teorema da representacéo no estado de grupos
finitos.

PRE-REQUISITOS

As aulas 4,5 e 6.
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INTRODUCAO

Nesta aula, caro aluno, estudaremos um pouco mais os grupos de permutagio Sy, onde a-
presentaremos os subgrupos das permutagdes pares (A,) e das simetrias de um poligono conhe-
cido também como o subgrupo diedral (D,,). Mostraremos também nesta aula que todo grupo
finito pode ser visto como um grupo de permutagdes, que é o conteudo dos teoremas da corres-

pondéncia e de Cayley.

SINAL DE UMA PERMUTACAO E O GRUPO ALTERNADO A4,,.

Defini¢ao 1. Seja T € §,,. Dizemos que T ¢ uma transposicao se existem [, ] € {1,2, ...,n}, com
i #jtaisque t(i) =jet(k) =k Vk € {1,2,..,n} = {i,j}.

Por simplicidade de notagio, costumamos escrever T = (ij).

T=(12345

14 3 o 5) ¢ uma transposicao que transforma 2 em 4,4 em 2 ¢

Exemplo 1. Em S5

fixa os demais.

Indicamos: T = (24).

Notemos que toda transformagio é igual a sua inversa. 72 = e ou T = 7~ 1.

Proposi¢do 1. Toda permuta¢ao de S, para n = 2, pode ser escrita como um produto de trans-
posigoes..

Demonstragio: Vamos usar inducdo sobre n. Se n = 2, S, = {e = (12)(21), (12)}, ok! Supo-
nhamos quen > 1,0 € S, k = 0(n) e T = (kn). Entio t6(n) = 7(k) = n, ou seja, T0 fixa n.
Logo, podemos olhar para To' como uma permutacio de Sp,_4 e, por hipétese de indugio existem

transposicoes de S,, que fixam N tais que T0 = T4T; ... T. Portanto, 0 = T 174. T, ... Tg.

1 2 3 4

Exemplo 2. Em Sy, seja T = (2 3 1 1)

Notemos que:
o = (12)(23)(24) e também o = (13)(14)(12)(24)(13)(24)(13)

Este exemplo mostra que nao ¢ Gnica a forma de expressar uma permutagao como um pro-
duto de transposicdes, inclusive o numero de transposigoes.

Na realidade pode-se provar que duas fatoragoes de uma permutacio como produtos de
transposi¢des tém em comum a paridade do numero de fatores. No exemplo acima as fatoragdes

tém 3 e 7 fatores (ambos impares).
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Definicdo 2. Seja 0 € S;; (n = 2). Dizemos que ¢ é uma permutagdo par se ¢ par o numero de
fatores de uma (e, portanto de todas) fatoragao como produto de transposi¢cdes. Quando 0 nao é

par, dizemos que 0 ¢é impar.

Segue da defini¢cao acima que o produto de duas permutagdes de mesmo paridade é par e
que o produto de duas permutacdes com paridades distintas ¢ impar. E facil ver também que o e

1 1

0™" tém a mesma patidade (0 =7T;..T, = 0 ".T,..T1) ¢ que a identidade e ¢é patr

(T transposigio = e = T.T).
Podemos, dos comentarios acima, concluir que ¢é valida a

Proposi¢ao 2. O conjunto A, de todas as permutacGes pares de nivel n é um subgrupo de S,,.

(Este subgrupo é também conhecido como o grupo alternado de n/vel n).

Seja I = {—1,1} o grupo multiplicativo de ordem 2, ¢ seja

e S, —1
o g(0)
€(0) =1se o éparee(o) =—1se o éimpar. Entio, € é um homomorfismo sobrejetivo com
nucleo 4,,.

S
Do 1° teorema dos homomorfismos segue que A, 2§, ¢ A—n =]
n

Sn

|Snl n!
2

Portanto, = 2 e, do teorema de lagrange segue que |A,| = =~ = bY

n

Um artificio para testar a paridade de um o € S, ¢ o seguinte: sejam X1, X5, ..., X, n varia-
veis e seja P = (X; — X5) (X7 — X3) .. (X1 — X)) = I;j(X; — X; polindmio nestas varid-

veis. Para cada g € §,,, definamos

P? = (Xo1) = Xo2)) Koty = Xo(3)) - Kon-1) = Xo(my)- Logo, P € {P,—P}.
Se P? = P entio 0 é par e se P = —P, 0 é impat.

Exemplo 3. Seja 0 = (; i 2) € S3.

Entao P? = (Xs(1) = Xo(2)) Xo) = Xo®) - KXo = Xo(3)) = X3 — X)) (X5 —
XZ)(Xl - Xz) = (X1 - Xz)(—(Xz - X3))(—(X1 - X3)) =P

1 2 3

Logo, 0 = (3 12

¢ par.

Exemplo 4. Verificando diretamente, 4,, = {e, (; i g), (; i g)}
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O SUBGRUPO DIEDRAL D, DE §,,

Seja I = {1,2,...,n},n = 3. Vamos identificar os elementos de I,, como os vértices de um

poligono regular de n lados de centro O, como na figura:

n-i

Olhando para S, como o grupo de todas as permutacoes do conjunto de vértices I, vamos

agora estabelecer um subgrupo de S, contendo exatamente 2n elementos.

Indiquemos por 6 a permutacio de S, obtida quando giramos o poligono de %00 no sentido

trigonométrico, ou seja:

9—(1 2 . on-1 n)e
“\2 3 .. n 1

indiquemos por T a permutaciao de S, obtida quando fazemos a reflexdo do poligono em torno

do eixo AB, ou seja:

1 2 —n 2 n—1 n
S é aroutr = 1 2 3 n—1 11) sen ;o a
1 n . T 3 2 1 n n-1 . 3 2 I :

2

Defini¢dao 3. Chamamos subgrupo diedral D,, de S;, a0 conjunto de todas as permuta¢do 0 que
podem ser escritas como uma expressao do tipo

o =0Mrm@Mr"2  0Mkr™ onde myny, .., MmN, € Lek € {1,2,..}.
Indicamos D,, =< 1,0 >

Através de uma observacio cuidadosa dos efeitos de composicoes evolvendo r e 8, na figu-

ra, podemos concluir que:

" =eri=er.0'=0"re0 . r=r.07J, Vi,j EL,.
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Usando estas leis, podemos concluir ainda que
D, =<r1,0 >={e,1,0,0% ..,0"1, 10,702, ..,78" 1} onde dados o0,T€D, ot lE
D,, sempre. Ou seja D, é um subgrupo de S, contendo exatamente 2n elementos. D, é o sub-

grupo menos amplo de S;, que contém 6 e 7.

Exemplo 5. Paran = 3, D3 = S5, pois

[ ]
—

1 2 3 1 2 3
=3 1) =05 )
2 3 1 13 2

= Dy =<71,0 >={e,1,0,0%,10,70%} ¢ como |D,,| = 6 = |S;3]| ,segue que D3 = Ss.

OS TEOREMAS DA REPRESENTACAO E DE CAYLEY

Proposicio 3.(Teorema da representacio).Sejam G um grupo e H < G tal que [G : H] = n. En-
tao existe um subgrupo normal N de G tal que N = H e, a menos de isomorfismo, % < S,. Além

disto,se LS GelL < Hentio L < N.

Demonstracao: sejam G/ H= {Ha,,Ha,, ..., Ha,} o conjunto quociente de G médulo H ¢ P o
grupo simétrico (das permutagoes) de G/ - Consideremos agora a aplicagio ¥ : G — P onde,

paracadaa € G, Y(a) : % — % ¢ dada por P(a)(Ha;) = Ha;a™ L.

Notemos que Y(a)(Ha;) = Y(a)(Ha;) & Ha;a™! = Haja™! &

s qat (qa) e @ qataa €H © a; = aj(mod H) © Ha; = Ha;, ou seja,
Lo G G , . .
pata cada a, Y (a) ¢ injetiva de - em — que ¢ finito, logo, Y(a) € P e consequentemente P esta

bem definida.
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Dados a,b € G,y (ab) %—>% é tal que Y(ab)Ha; = Ha;(ab)™* = Ha;b™'a™ =

Y(a)(Hap™) = Y(a) W (b)Ha;) = Y(a).Y(b)(Ha;) para cada Ha; € % Logo ¥(ab) =
Y(a).Y(b) Va,b € G ou seja P é um homomortfismo de grupos.

G _
Por outro lado, notemos que a € ker Y & Y(a)Ha; = Ha;, VY Ha; € i Ha;a™ ! =
G G _ G
Ha; YHa; € - < Ha; = Ha;a ¥ Ha; € E(:)alaal-leH VHa, €E-<a€
a;'Ha; Va; € {ay, ..., a,}.

n

Lembrando que G = U Ha;, podemos escrever: a €
i=1

N gy _
bEGb Hb =kery S H

Tomando N = n b~'Hb, temos do 1° teorema do homomorfismo que % =Imy <

bea
P=S,.

Finalmente, se LG e L<H entio, VbE€G, b™'Lb=L<b 'Hb=

N
< -1 =
L_bEGb Hb = N.

Corolario (Teorema de Cayley). Se G ¢ um grupo finito de ordem n entdo G ¢é isomorfo a algum

subgrupo de §,,.

Demonstragio: Sendo |G| = n, tomando no teorema da correspondéncia H = {e} = N = H,

segue que [G : H] = n, donde temos G = % e portanto, G é isomorfo a um subgrupo de Sj,.

Exemplo 6. Quando G € finito é H < G ¢ tal que [G : H] = p onde p ¢ o menor primo positivo
divisor da ordem G, temos H 2 G. Com efeito, do teorema da correspondéncia, existe N 2 G,
N < H tal que [G: N]|p!. Sendo p o menor divisor primo de |G|, do teorema de Lagrange, p é o
menor divisor primo positivo de [G : N]. Segue entio que [G : N] = p e conseqiientemente

H=N.

Em particular, se |G| é par e H < G tal que |H| = g, entio H 2 G. Ainda, como ja sabia-

mos, paran = 24, 2 5,.

ATIVIDADES
1. Quantas transposi¢des tem S, ?
2. Qual a paridade da permutagio 0 = (; g ?1_ 41} 2 g ;)

3. Resolva em Dy, a equacio x% = e.

4. Calcule Z(D,) e Z(Ay).
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5.Se G é um grupo tal que |G| = p", onde p € Z, ¢ um primo, n € Z3, e H < G onde |H| =
p™ 1, prove que H 2 G.

6. Seja G um grupo e suponha que G ¢ infinito e simples. Se H é um subgrupo préprio de

G (H # @), prove que [G : H] é infinito.

COMENTARIO DAS ATIVIDADES

Na primeira atividade, vocé deve ter usado algum conhecimento adquirido no ensino médio
quando estudou analise combinatoérial

Na segunda atividade, como |D,| = 8, vocé deve ter resolvido facilmente, substituindo dire-

tamente na equacio X2 = e, todos os elementos de D,

Na quarta, vocé deve também ter escrito os grupos explicitamente e procurado diretamente
os seus centros, lembrando sempre do teorema de Lagrange.

A quinta atividade, se vocé conseguiu desenvolvé-la, usou o fato de que [G : H] = p que é o

menor fator primo da ordem de G

Na sexta, se, pot absurdo, [G : H] = n fosse finito, do teorema da correspondéncia existitia

um subgrupo normal N de G tal que N € H onde % seria um subgrupo de S;,. Sendo G simples,

N seria necessariamente {e} mas, isto implicatia, G = o dueé finito.
e

Caro aluno, reler o texto é sempre necessario e procure os tutores sempre que necessite.
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