Aula 08

P-GRUPOS E O TEOREMA DE CAUCHY

META

Conceituar p-grupos e estabelecer o Teorema de Cauchy

OBJETIVOS
Definir p-grupos e aplicar suas propriedades na resolucéo de problemas.

Reconhecer o teorema de Cauchy sobre ordens de grupos finitos e aplica-lo na reso-
luc&o de problemas.

PRE-REQUISITO

As aulas45,6e7.
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INTRODUCAO

Ola caro aluno, vamos a mais uma aula sobre a teoria dos grupos. Espero que vocé esteja
gostando e aprendendo, pois precisamos dos conteidos das anteriores para compreender os con-

tetudos da presente aula.

Como sabemos, quando um grupo G ¢ finito e H ¢ um subgrupo de G, o teorema de La-

grange afirma que |H| | |G|. O reciproco do Teorema de Lagrange nio é em geral verdadeiro.
Nesta aula estudaremos os primeiros resultados que estabelecem hipéteses segundo as quais, para

um divisor positivo d da ordem de um grupo finito G, existe um subgrupo H de G cuja ordem ¢

d.

CLASSES DE CONJUGACAO E P-GRUPOS

Seja G um grupo. Vamos definir em G uma relacio binaria do seguinte modo: dados

a,b € G, a é conjugado de b ¢ indicamos "a~b" se existe um g € G tal que b = g~tag

Notemos que: @ = e lae = a~a Va € G. Se a~b entio existe g € G tal que b =
g tab=a=(g ) hg! = b~a.

Se a~b e b~c entio existem g,h € G tais que b = g~ lag e e = h™'bh. Logo e =
h™'(g~tag)h = (h"'g™Halgh) = (gh)"*a(gh) = a~c.

Provamos que a relagio bindtia "~" é uma relacdo de equivaléncia em G.

Definicao 1. Dado a € G, chamamos classe de conjuga¢io de elemento a em G, e indica-

mos por Cy, a classe de equivaléncia de @, moédulo a relagao de equivaléncia acima definida.

g

Assim, G =
ssim, LEC

Cqe |G| = ZaeGlCal

Notemos que a € Z(G) se, e somente se, Vg € G,g tag = g~'ga = a, ou seja, a €
Z(G) & C, = {a}. Segue daqui, que |G| = |Z(G)| + Yaez(a)|Cal

Esta é a chamada equacao das classes e a usaremos a seguir em alguns teoremas.

Proposicio 1. Seja G um grupo finito, a € G e H = C;(a) (o centralizador de a em G).
Entio [G : H] = |Cy| e conseqiientemente |C,| | |G
Demonstracio: Vamos considerar a aplica¢io Y de G/ g em Cq dada por Y(Hg) = g tag.

Notemos que se Hg; = Hg, entio g,g;* € Cz(a) ou seja que g195a = ag 95" =
g5tag, = g5tag, ou melhor Y(Hg,) = P(Hg,), portanto 1 esta bem definida.
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Se Y(Hgy) =P(Hg;) entio gi'ags =g;'ag, = agig;' = 919, @ = g:19; €
C;(a) = H= g, = g,(modH) ou seja Hg, = Hg, donde segue que P ¢ injetiva.

Como dado b € Ca,3g € G; b = g~tag temos que Y(Hg) = b ou seja P é sobrejetiva.

Sendo ¥ uma bije¢io de G/H em C, para cada a € G, temos que |G/H| = |Cql, com queri-

amos demonstrar.

Definicio 2. Dizemos que um grupo finito G é um p-grupo se |G| = p™ onde p é um primo po-

sitivoe n € Z,.

Exemplo. G = {e}, D, ={e,7,0,70} e G = Zp tém ordens p°, 22 e p! respectivamente por-
tanto sao p-grupos.

Proposi¢do 2. Se G é um p-grupo e |G| > 1 entdo Z(G) também é um p-grupo e |Z(G) | >1.

Demonstragio: Seja |G| = p™ > 1. Como Z(G) < G, do teorema de lLagrange, |Z(G)||pm,
logo,An € Z,, 0 < n < mtal que |Z(G)| = p™

Para cada a € Z(G),|C,| > 1 e da proposicio anterior, |Cy| |pm logo, YaeplCql, ¢ um
multiplo de p.

Como p™ = |G| = Z(G)| + Yaeg|Cal temos que p||Z(G)| = plp” =n =1 ou seja
|Z(G)] =p™ > 1.

Exemplo 1. Se |G| = p? onde p é um primo positivo, entdo G é abeliano. Da proposicio acima,
|Z(G)| > 1 e divide p?, logo, |Z(G)| = p? e conseqiientemente G = Z(G) ou seja, G ¢ abeliano.

O TEOREMA DE CAUCHY

Proposicao 3. Sejam G um grupo finito e p € Z, um primo. Se pl |G| entio existe um elemento

a € G tal que O(a) = p, ou melhor, G tem um subgrupo ciclico de ordem p.

Demonstragiao: Vamos usar induc¢io sobre n = |G|. Se n = 2, como ja sabemos, 3a € G tal que

G =< a >= {e, a} e o teorema ¢ verdadeiro.

Vamos por hipétese de indugdo supor que o teorema ¢é verdadeiro para todo grupo que te-

nha ordem < n = |G| e considerar os trés casos:

1° Caso — G ¢é ciclico. Neste, Ab € G tal que G =< b >= {e, b, ...,b" '} e seja p € Z, um divi-

. -1
sor primo de n. Escrevendo n =p™.q onde m>1 ¢ q € Z,, para a = bP" "4 temos

b

aP = (bpn_l'q)p = b™ = e e, além disto, a # e pois O(b) =n > g. Portanto < @ > é um sub-

grupo ciclico de ordem p, como querfamos.
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2° Caso — G nio é ciclico, mas é abeliano. Sejam p um divisor primo de n e b € G\{e}. Se

plO(b) entio p divide a ordem do subgtupo ciclico < b > de G e, pelo 1° caso existe um
a €< b > tal que O(a) = p. Cornop|| <b>|e|<b> |n segue que p|n.

Se p +t O(b), escrevendo n =< b > e lembrando que |G| =n=|N|- |%|, segue que
pl | % |. Como |%| < n, por hipétese de indugio, existe Nc € %\{N} tal que O(Nc) = p.

Assim, c& N e (Nc)P =Nc?P =N=c &N e c? €N. Seja m = O0(b) = O(N), estio
()" =(")P=e=0(™)=10u0(™) =p.

Se fosse, O(c™) = 1, terfamos N¢c™ = N = (Nc¢)™ = N = p|m uma contradicio.
Logo, 0(c™) = p. Tomando a = ¢™, temos que a € G e O(a) = p.

3° Caso — G nio ¢é abeliano. Neste caso, consideremos a equacgdo das classes |G| = |Z(G)| +

Yaez6)|Cal € sejap € Z, um primo divisor de |G|.
Consideremos as duas possibilidades:

1* Possibilidade: pl |Z(G)|. Neste caso, como Z(G) ¢é abeliano, pelas partes anteriores, existe
a € Z(G) tal que O(a) = p.

2* Possibilidade: pt|Z(G)|. Agora, como pl |G|, considerando a equagdo das classes, temos que
existe pelo menos um b € Z(G) tal que pt|Cy|.

Como |Cy| =[G : Cs(b)] e |G| =|Cs(D)|.[G : Cs(b)] segue que p||CG(b). Sendo
|Cs(b)| < |G| por hipédtese de indugio existe a € C;(b) tal que O(a) = p, concluindo com isto

a nossa demonstracao.

CLASSIFICACAO DOS GRUPOS FINITOS DE ORDENS < 6.

Ja sabemos que os grupos de ordens 1,2,3 e 5 sio todos ciclicos e conseqiientemente abeli-

anos.

Seja G um grupo de ordem 4. G pode ser ciclico, por exemplo, G = {1,i,i%,i3%} =

{1,i, —1, —i}, munido da multiplicacdo dos numeros complexos é um grupo ciclico de ordem 4.
SeVa € G,a # e,< a ># G entio, {e} < a >E G, logo a’? =2, ou seja, 0(a) = 2.

Neste caso se a,b € G, ab = (ab)™* =b~t.a™! = ba, ou seja G ¢ abeliano. Notemos

que estes grupos existem, veja o grupo (Zy, X Z,, +).

Podemos entdo afirmar que todo grupo de ordem < 5 ¢é abeliano.
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Agora, seja G um grupo de ordem 6. Do teorema de Cauchy, existem a,b € G tais que
O(a) =2 e O(b) =3.Seja N=<b >, como [G: N] = 2 sabemos da aula anterior que N <
G. Logo, Yc € G, c"tbc € {e,b,b?}. Assim, c™*bc = b = bc = cb ou ¢ *bhc = b~ ¢ neste
caso G = {e,b,b?, a,ab, ab?}.

No primeiro caso, se g = ab entio O(g) = 6e G = {e,q, ..., a®} =< a > é ciclico.
No segundo caso, G = D3 = §3 =< b,a >={e, b, b?,a,ab,ab?}.

Uma das ocupagdes dos estudiosos da teoria dos grupos ¢é estudar as possiveis naturezas dos
grupos finitos de uma mesma ordem. E uma tarefa dificil e trabalhosa.

RESUMO

Nesta aula definimos os p-grupos e estabelecemos o teorema de Cauchy, onde comegamos
apresentando as classes de conjugacao e sua equagdo que ¢ um conteudo fundamental na de-
monstracao que fizemos do teorema, de Cauchy, acima referido.

ATIVIDADES
1. Calcule todas as classes de conjugacdo de S, e de D, .
2. Se G é um p-grupo tal que |G| = p3, prove que |Z(G)| = p.

3. Se G é um grupo finito que tem exatamente duas classes de conjugac¢ao, provar que G ¢é abelia-

no.

4. Se G tem trés classes de conjugacio, calcule as possibilidades para a ordem de G.

5.Sejam P : G — G' um homomorfismo injetivo de G em G’ e p € Z, um primo tal que pl |G].

Prove que existe H' < G’ tal que |[H'| = p.

COMENTARIO DAS ATIVIDADES

Na primeira atividade, vocé deve ter comegado olhando os elementos dos centros e depois
tomado elementos fora do centro e obtendo distintamente seus conjugados.

Na segunda atividade, vocé deve ter percebido que para a € G\Z(G), Z(G) < C;(a) <G
e usado este fato.

Na segunda e terceira atividades, vocé deve ter usado a equagao das classes e que Va €

G. Ic.l|IGl.
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Na quinta atividade, vocé deve ter usado o teorema de Cauchy e o primeiro teorema dos i-

somorfismos (ou o da correspondéncia).
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