Aula 09

OS TEOREMAS DE SYLOW

META

Estabelecer os teoremas de Sylow.

OBJETIVOS
Identificar p — SS.

Aplicar os teoremas de Sylow na resolucéo de problemas.

PRE-REQUISITOS

O curso de Fundamentos de Matematica e as aulas anteriores.
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INTRODUCAO

Esta ¢ a dltima aula deste curso sobre a Teoria dos grupos. Vamos estabelecer os teoremas
de Sylow que, apds os teoremas de Lagrange e Cauchy, constituem os primeiros resultados im-
portantes decorrentes das propriedades aritméticas das ordens dos grupos finitos.

Nesta aula, iniciaremos estabelecendo o conceito de agao de grupos sobre conjuntos de mo-
do sucinto, definindo e apresentando apenas os propriedades que utilizaremos nas demonstra-
¢des dos tres teoremas de Sylow que sdo os resultados importantes desta aula.

ACAO DE GRUPOS EM CONJUNTOS

Defini¢ao 1. Sejam G um grupo e X um conjunto nio vazio. Chamamos a¢io de G em X a qual-

quer aplicacdo de Gx X — X, que escrevemos, G x G — a * x, satisfazendo as seguintes propri-

edades:
NVxeX,exx=x
i) Va,b € G,a * (b *x) = (ab) * x

Exemplo 1. Seja G um grupo para X = G, a aplicagdo de G x G — G dada por a * x = ax ¢ uma
acao de G em si préprio.
G

Exemplo 2. Sejam H 2 G e X = o

Entio, a aplicacao G X% — H dada por a * bH = abH é uma acio no conjunto quociente
G
/v

Observacao. Quando o grupo G age no conjunto X, para cada a € G. Define-se uma transforma-

cioT, : X — X onde T,(x) = a * x.
E facil ver que cada T, é bijetiva onde (T,)™! : X — X ¢ dada por (Tp) 1(y) = a 1 xy.

A ag¢do de um grupo G nem conjunto X, define uma relagio de equivaléncia neste, assim de-

finida: xRy < Ja € G talque y = a * x.

Notemos que x = e *x Vx € X, se em X, xRy entdo existe a € G tal que y = a * x don-

1

de temos que x = a”* *y e, YRx. Se x,y,z € X tais que xRy ¢ YRz entdo existem a, b € G tais

quey =a*xez=D>bxYy,donde temos que Z = b * (a * x) = (ba) * x logo, aRz.

Dados G grupo e X conjunto com G agindo em X, definimos a G-6rbita do elemento x € X,

como sendo a classe de equivaléncia de x e a indicamos por O(x)
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Precisamente, 0(x) = {a * x; a € G}. Indicamos o conjunto quociente (das 6rbitas) por
X /G‘

Quando X ¢ finito, lembremos que existem Xq,X, ..., X, € X tais que X = UO(x;) e
1G] = Xiz110(x)|.

Defini¢ao 2. Dados G grupo, X conjunto com G agindo em X e, x € X, definimos o estabiliza-

dor (ou subgrupo de isotropia) de X, como sendo o conjunto
G, ={a€G;a*x=x}

Notemos que e xX =X = € € Gy. Se a,b €EGy entio axx =x e bxx =x = b 1 «
x=xe(abH*xx=ax*x(b1*x)=axx=x= ab~! € G,. Portanto, para cada x € X, o
estabilizador de x é um subgrupo de G, como ja informamos na defini¢ao, chamado também de

subgrupo de isotropia do elemento x de X.

Notemos também que se X,y € X estdo na mesma 6rbita, isto ¢, O, = 0,, entdo, seus esta-

bilizadores sdo conjugados, pois se ¥y = a * X, para algum a € G, temos:

bEGx<=>b*X=x@b*(a_1*y)=a_1*y@(ba_1)*y=a_1

(baHxy)=y < (aba™ )y =y < aba ! € G, & G, = a 'Ga = GE. Portanto, Gy

*Y & a*

e Gy sao conjugados.

Proposicio 1. Sejam G um grupo ¢ X um conjunto com G agindo em X entdo, para cada

x €X,10,] =[G : Gy].

Demonstracao. Consideramos patra cada x € X, a aplicagao P : Oy — G/ ¢. dada por Y(a) =
X
aG,. Entio, para a,b € Oy, Y(a) =¢Y(b) © aG, =bG, & b la€ G, < (b71a) xx =

X & ax*x =bx*x. Logo, P é injetiva. Como estamos lidando com conjuntos finitos, temos a

bijetividade. Portanto, |Ox| = [G : Gy].(ou |G| = [Oy|. |Gy]).

- G
Observacao. Para 3= {Ox,» ) Oy, }, temos |X| = ?=1|0xi| = Ni=1[G ¢ Gy ]

OS TEOREMAS DE SYLOW

Proposi¢io 1. (1° teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito e p € Z; um primo onde

|G| = p™.m, onde m,n € N. Entio G possui um subgrupo H de G de ordem p™.

Demonstragio. Seja X = {S|S S G e |G| = p™} o conjunto de todos os subconjuntos de G com

p" elementos.
Facamos G agir em X do seguinte modo: Va € G e VS € X, a * S = aS = {as; s € S}.
Notemos que |aS| = |S| (= aS$ € X).
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IX| = (p”m) __ ") _ p"m@"m-1)...(p"m-p"+1)
Pn p™H(ptm-p™)! p*(p™-1) ... 2.1

Notemos que para 0 <k <ne 1<i<p" p*|p"m—i & p*|i © p*|p" —i. Logo,

p"|1X|  p"Im.

Seja p” a poténcia de p de maior expoente na fatoragio em primos de |X| (ou de m). Como
1X] = Ysex|Osl, prl 1X| e p™t4|X|, existe pelo menos uma destas Orbitas, digamos
{Sl, 52, ...,Sk} tal que pr+1*k.

Seja S; um elemento desta 6rbita, entio |G| = |05i|. |Gsi| = p"m =k. |Gsi|

Como p"lm e p™™'tm temos que p””lk. |Gs,|. Lembrando que p™*'tk =
pn“GsJ = |G, = p™

Finalmente, como Gg, = {a € G;aS; = S$;} temos que Vs € S§;, Gg;s € S;, além disto,
|Ge,s| = |Gs,], logo |65,| < 1il = p™.

n

As duas desigualdades acima implicam que |Gsl.| = p" e portanto, existe H = G5, < G tal

que |[H| = p™
Observagao: O teorema de Cauchy ¢ um caso especial deste teorema.
Sejam, G um grupo finito, p € N um primoe H < G.

Defini¢do 1. Dizemos que H é um p-subgrupo de Sylow de G se |H| é a poténcia de p, de maior

expoente, que divide a ordem de G.
OusejaH éump —SSse |G| =p*.mcomm,n€ Nep t m.

Proposigao 2. (2° teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito e p € N um primo divisor da ot-
dem de G. Entio, todos os p — 8§ sdo conjugados. Ou seja, se H,L < G sio p-subgrupos de
Sylow, entio existe @ € G tal que L = a " *Ha.

Demonstragio. Seja H um p — SS de G. Entio |G| = p"m com mn € N,p t m e |H| = p™.
Temos entio que [G : H] = m.

Seja X = {aH;a € G}, (= |X| = m) e seja K um outro p — SS de G. Fagamos K agir em
X pela regra g * aH = gaH.

Como |X| =m = Y anuex|Ognl ¢ p t m, existe uma 6rbita Oy y com k elementos tal que
p tk. Seja a;H um elemento desta 6rbita. Entdo, o estabilizador deste elemento é Kg y =
{a€K;aa,H =aH} ={a€K;ajlaa,.H=H}={a€K;ailaa, EH}={a €EK;a €
a,Hai'}.

Ouseja Ky p=HN a;Haj?.
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Como |K| = |Ka1H|. |0a1H| temos que p" = |K Na;Ha;!|.k. Como p t k segue que
k=1e|KnNnaH|=p" Conseqilentemente K N a;Ha;* = K = a;H a;* e portanto, H ¢ K

sao conjugados.

Proposigao 3. (3° teorema de Sylow). Sejam G um grupo finito e p € N um primo divisor da or-
dem de G. Entio, o nimero de p — SS de G ¢ um divisor do indice comum destes subgrupos e, é

congruente a 1 moédulo p.

Demonstragio. Sejam |G| = p™.m com m.n € N e p t m. Seja 15, 0 nimero de p — S5 de G.
Devemos mostrar que 1,|m e que 7, = 1(mod p). Com efeito, sejam H um p —SS de G,

X = % ={aH;a € G} ¢ a acio de G em X definida por g * aH = gaH. Notemos que dados
aH,bH € X, existe ba™! € G tal que bH = ba™* * aH donde temos que Ogy = Opy, ou seja,

para esta agao temos apenas uma Orbita (= Todos os grupos de isotropia dos elementos de X

sao conjugados (= tém a mesma ordem)).

Seja aH um elemento pré-fixado de X. Entio G,y ={g € G;gaH =aH}={g €
G;a~'gaH = H} ={g € G;g € aHa '} = aHa™!. Ou seja, o estabilizador de aH é o p — SS

aHa™ 1.

Sejam aH,...,a,H os clementos de X que tem H como estabilizador. Entao, para i €
{1,..,7}, ha;H =a;HVh € H & a;*ha;H =HVh € H & a;*ha; E HVhE€ H &
Hai = aiH.

Agora notemos que para cada i € {1,...,7}, e para cada h € H, aha™t.aq;H = aha;H =
ahHa; = aHa; = aa;H. Segue que os elementos aa;H, ..., aa,H sio estabilizados pelo p — SS
aHa™! = {aha™'; h € H}.

Sejam @;H, ..., agH os elementos de X que sio estabilizados por aHa™1. Entio, para cada
j€{1,..,s} e cada h € H, temos aha‘l.ajH = ajH = h. ala.H= a_lajH segue que

a~'a;H ¢ estabilizado por H. Temos entdo que ¥ < Se s < rousejar = s.
Logo, cadap — §S de G estabiliza o mesmo numero de elementos de X.
Como |X| = m + 7.7, temos que 73, |m como querfamos.

Agora, facamos o p —SS H de G agir em X = {aH;a € G} pela acio h x aH = haH
(mesma lei de definicdo de antes). Sabemos que para cada aH € X, |04y | |pn donde segue que o
numero de elementos de cada 6rbita ¢ 1 ou uma poténcia de p. Se |Ogzy| =1 entio Ouy =
{aH} < {haH;h € H} = {aH} & haH = ahVh € H & Guy = H. Isto implica que existem
1T 6rbitas, sob a a¢do de H com um unico elemento. Como as ordens nio unitarias sao multiplos
de p, existe u € N tal que |X| = m =7 + w.p ou seja, m = r(mod p) como, m = 1.7, temos
r.1, =r(modp) = p|r(n, —1) e como ptm(=p+tr) ou seja p|r, —1 e portanto

1, = 1(mod p). Como querfamos demonstrar.
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Exemplo 1. Seja G, um grupo de ordem 15. Vamos provar que G tem um subgrupo normal. De
fato, seja ng o numero de subgrupos de G de ordem 5. Pelo 3° teorema de Sylow, temos que
ns = 1(mod 5) e ns|3. Segue que ng = 1. Como existe um dnico 5-subgrupo de Sylow, pelo 2°

teorema de Sylow este subgrupo é normal.

RESUMO

Estabelecemos inicialmente a acao de um grupo num conjunto, apresentado suas proprieda-
des onde preparamos os pré-requisitos para as demonstracdes dos teoremas de Sylow. Apresen-
tamos os teoremas, definimos os p — 8§, demonstramos os teoremas e terminamos com um

exemplo no qual aplicamos o 3° e 2° teoremas de Sylow.

ATIVIDADES
1. Seja G um grupo de ordem 24. Prove que G tem um subgrupo H tal que |H| = 4.

2. Seja G um grupo de ordem pq onde p e q sdo primos positivos tais que p < q. Prove que G

tem um subgrupo H normal de ordem q.
3. Se G ¢é simples e abeliano, prove que |G| é um numero primo.

4. Suponhamos que G é um grupo simples cuja ordem é p".monde m,n € {2,3,..} ep EZ, ¢

primo e p + m. Prove que G tem no minimo dois p — SS.

COMENTARIO DAS ATIVIDADES

Caro aluno, vocé deve ter notado que para fazer a primeira atividade basta aplicar diretamen-
te o primeiro teorema de Sylow.

Na segunda, vocé deve ter imitado o exemplo 3.

A terceira atividade, se vocé conseguiu fazé-la, vocé deve ter usado o fato de que todo sub-
grupo de um grupo abeliano é normal.

Na quarta atividade, usando o 2° teorema de Sylow, se G tivesse apenas um p — S§, este se-

ria normal.
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