Aula 11

IDEAIS E ANEIS QUOCIENTES

META

Apresentar o conceito de ideal e definir anel quociente.

OBJETIVOS
Aplicar as propriedades de ideais na resolucdo de problemas.

Reconhecer a estrutura algébrica de anel quociente.

PRE-REQUISITO

O curso de Fundamentos de Matematica e a aula 10.
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INTRODUCAO

Avancando na teotia dos anéis, vamos a mais uma aula. Nesta, iniciaremos o estudo dos ide-
ais que sdo subanéis especiais, estudados inicialmente pelos matematicos alemaes Kummer e De-
dekind motivados pelo famoso, ultimo teorema de Fermat, no final do século XIX. Atualmente, a
nocao de ideal ¢ fundamental na teoria dos anéis que ¢ um dos temas centrais da algebra comuta-
tiva.

Veremos a seguir que os ideais, cumprem um papel na construcao dos anéis quocientes, se-
melhante ao papel dos subgrupos normais na constru¢ao dos grupos quocientes.

A partir desta aula trataremos apenas dos anéis comutativos.

O CONCEITO DE IDEAL

Defini¢ao 1. Seja A um anel. Dizemos que um subconjunto I de 4 ¢ um ideal, se cumpre as se-
guintes condigoes:

i) (I, +) é um subgrupo de (4, +).
if) Paracadaa € Aecadab €1,ab € I.

Notemos que em especial, Va, b € I, ab € I. Logo, todo ideal é subanel. Ou melhor, I € A
é um ideal se:

i)]?t(f)
iiySea,b €l entioa—Db €I,
ili)Sea € Aeb €I entio ab € I.

Notemos que sendo [ # ¢, existe pelo menosuma €l e0=a—a €1.Sea,b €I entio
-b=0—-b€leca+b=a—-(-b)€EL

Exemplo 1. Os subanéis {0} e A de 4 sio, trivialmente, ideais de A.

Exemplo 2. Sejam A um anel e a € A. Entdo o conjunto ad = {ax; x € A} dos muldplos de a
em A é um ideal de A. De fato, pois, 0 = a.0 € A # ¢ e se axy,ax, € aA (xq,x, € A) entio
ax, —ax, = a(x; —x,) com x; — X, €A, portanto ax;—ax, Eald. Se b€EA ¢ ax €
A, (x € A), entio b.ax = a.(bx) € A. O ideal aA é chamado ideal principal de A gerado pelo

elemento a. Denotamos também este ideal por (a) ou < a >.
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Exemplo 3. Sejam A um anel e ay,ay,...,a, € A. O conjunto [ = a;A+aA+--+a,A=
{aix; + axxy + -+ apx,; X%, .., X, € A} é um ideal, chamado ideal de A gerado por
aq, Ay, ..., Ay. A verificagao de que este conjunto ¢ de fato, um ideal ¢ simples e deixamos como

atividade. Indicamos este ideal também por (aq, @y, ..., ay) ou < aq, Ay, ..., Ay >.

Observacao. Quando A tem identidade o ideal principal gerado por 1 é o préprio A. Notemos
que [ c Aeparacadaa €A, a=1.a €l ousejaAd . Se A éum corpo el ¢ um ideal de 4
entdo I = {0} ou I = A. Notemos que neste caso, se [ # {0} e a € I\{0} existe a™ € A e co-
mol=a"ta€l, temos] = A.

Exemplo 4. Na aula 2, quando estudamos o maximo divisor comum entre inteiros, estabelecemos

o conceito de ideal especialmente para os inteiros. Vimos que todo ideal de Z ¢ principal.

Defini¢ao 2. Quando num dominio todo ideal ¢ principal, dizemos que o mesmo é um dominio
de ideais principais (DIP).

Defini¢io 3. Sejam A um anel e a,b € A. Dizemos que a divide b (a|b) se existe um ¢ € A tal
que b = ac.

Notamos que esta definicio é a mesma que estabelecemos quando estavamos estudando os
inteiros e, analogamente, valem as seguintes propriedades:

jyala, Va € A
iiy Sea,b,c € A, alb e b|c entio a|c

iii) Se a, by, ..., b, € A e a|by, ..., b, entdo, para todos €y, ..., ¢, € A, temos que a|bicq; + -+

b,c,.
Definicio 4. Sejam A um dominio e @y, ..., @, € A ndo todos nulas. Dizemos que d € A é um
maximo divisor comum de ay, ..., a, se:

i) dlay, ..., ay.

ii) Se existe ¢ € 4 tal que c|ay, ..., a,, entio c|d.

Exemplo 5. Para a € Z, —6 ¢ 6 sao maximos divisores comuns de 12 ¢ 18.
Proposicao 1. Sejam A um dominio e a, b € A. Se a|b entio bA C aA.

Demonstracio. Existe ¢ € A tal que b = ac, logo ac € a4, ou seja, b € aA. Segue que para
todo d € A, bd € aA, ou scja, bA C aA.

Defini¢ao 5. Sejam A um anel com identidade e a,b € A. Dizemos que a ¢ b sio associados se

existe um invertivel u (u € A") tal que b = a.u. Indicamos: a~b.

Proposi¢ao 2. Se A é um anel com identidade ¢ a,b € A sio elementos associados entio

aZ = bZ.
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Demonstragio. Seja ad € aZ. Como existe v € U (4) tal que a = bv, temos ad = (bv)d =
b(vd) € bA = aA c bA. Analogamente, bA C aA, donde temos a igualdade.

Observaciao. A reciproca desta proposiciao s6 ¢ verdadeira se A ¢ um dominio. Notemos que
aAd =bA +# {0} = b € al ca € bA = a|b e b|a. Entio, existem U,V € A tais que b = au e
a=bv=a=(auw)v=a(uv) = a(l —uv) =0. Sendo a # 0 ¢ A dominio, segue que
uv = 1 ou seja a~Db.

Defini¢ao 6. Sejam A um anel e [, ] € A ideais. Definimos a soma de I ¢ J como sendo o conjun-
tol+]={a+b; a€l,be]}

Notemos que 0 €EINJ=0=0+0€l+] #¢.Seay, +by,a, + by, €I+ ] (a,a,,€
I e by,b, €]) entio (ay +by) —(ay+by)=(a; —ay) +(by —by)EI+]. Se cEA e
a+b€l+] (coma€l,b€]),entiocla+b)=ca+cb.Comca€lech€], poisle]
sdo ideais, segue que c(a + b) € I + J. Portanto I + ] ¢ um ideal de A.

Defini¢ao 7. Sejam A um anel e I,] € A ideais. Definimos o produto de I por / como sendo o
conjunto I.] = {}i=,a;b;; a; €1,b; €],k € N}

Notamos que I] é o conjunto de todos os elementos de A que podem ser escritos como

uma soma com um numero finito de parcelas do tipo ab coma € [ e b € J.

E facil ver que o pode ser esctrito desta forma, que se @, f € A sdo escritos desta forma,
a — [ também pode ser escrito desta forma e finalmente, se ¢ € A ¢ @ ¢ uma soma de parcelas

do tipo ab coma € I e b € ], entio ca também o é. Portanto IJ é um ideal de A.
Exemplo 6. Sejam A = Z,1 = 2Z ¢ ] = 4Z. Entio:
I+]={2a+4a;a,b€Z}={2(a+2b);a,b€eZ}={2c;ceZ}=1

1. =" a;b; a;€leb;€],ne€N}={},8ab; a,b €Z}=8L
Observacao: aA.bA = abA

Definicao 8. Sejam A um anel e [ um ideal de A. Dizemos que I ¢ um ideal primo de A se, [ # A
e todavez que ab € [ coma,b € A, temosquea € [ oub € I.

Exemplo 7. O ideal nulo e os ideais gerados por elementos primos de Z, sao todos ideais primos.
Se p €EZ é ptimo entio pZ # Z ¢ se ab € pZ com a,b € Z entio plab donde temos que
pla(= a € pZ) oup|b(= b € pZ).

Exemplo 8. Seja A = {f : [0,1] — R tal que f ¢ continua} e seja [ = {f € 4; f(0) = 0}. En-
tao, I é um ideal primo do anel A. Com efeito, se f,g € A e (fg)(0) = f(0).9g(0) = 0=
f(0O)=0(= f €l oug0)=0 (=g€ I). Notemos que [ # A.
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Defini¢ao 9. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que ¢ maxamal se toda vez que ] € A
¢ um ideal tal que I € J € A4 temos / = [ ou /] = A (ou seja, nio existe um ideal préprio de A

contendo [ e diferente de ).

Exemplo 9. Todos os ideais primos e nao nulos de Z sio maximais. Seja p € Z um primo e su-
ponhamos que existe um ideal | = qZ tal que pZ < qZ c Z. Entio q|p (= q = £1 ou q £ p).
Seq = =1, temos ] = Z e, se ¢ = £p, temos | = pZ.

ANEIS QUOCIENTES
Sejam A um anel e [ um ideal de A. Vamos definir em A a seguinte relagdo binaria:

Defini¢ao 1. Dados a,b € A, dizemos que a é congruente a b moédulo I e escrevemos a =

b(modI)sea—b €l

Proposi¢ao 1. A relacio acima definida em A ¢é de equivaléncia.

Demonstragio. i) Va €A, a—a =0 €] = a = a(mod I).

iiySea =b(modI)entioa—b €l =b—a=—(a—b) €l = b =a(mod ).

iii)Sea =b(modI)eb =c(modl) entioa—b,b—c €l =>a—-c €l = a=c(modl).
A classe de um elemento a € A, médulo esta relacio é:

a={beA;b=a(mod)}={beh;b—acl}={beEh;b—a=c€l}=b=a+
c;cEl}=a+1
O conjunto quociente é A/I ={a;a € A} = {a + I;a € A}. Agora, vamos definir duas o-

peraces uma adi¢ao e uma multiplicagdo no conjunto quociente A/ ; do seguinte modo: dados

a+lb+l€d/ (@a+D+B+De(a+D.b+D=ab+l.

Proposi¢ao 2. As operagées acima estao bem definidas. Ou melhor, nio dependem dos represen-
tantes das classes.

Demonstragdo. Sejam a,a’, b,b’b € A e suponhamos que a+1=a"+1 eb+1=Db"+1 ou
seja c =a—a',d =b—€ . Temos entio: c+d=a—a'+b—-b'€l = (a+b)—(a’ +
bYel=(a+b)+I=(@+b)+1. Agora, a=a+c,b=b"+d=ab=
(a+c)b'+d)=a'b'+a'd+cbh'+cd=ab+a'b’ a'd+ch'+cdel=ab+1=
a'b'+1.

Proposicao 3. O conjunto quociente A/ I munido das operagoes acima definidas tem estrutura de

anel.

Demonstracao. Dadosa +I,b+1,c +1 € A/I’ temos,
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D@+D,b+I) +c+I=((a+b)+)+c+I=((a+b)+c)+I=(a+(b+c)+
D=a+I1+((b+c)+).

a+D+b+D=@+b)+I=bB+a)+I=0bB+D+(a+]).
iii) existe | = 0+ [ talque (@ + )+ (0+ ) =(a+0) =a+1, va+1€4/,

iv) para cada a+IEA/I, existe —(a+1)=(—a)+1 tal que (a+1)+((—a)+1)=
(a+(-a))+T=0+1=1

V) ((a +1.(b+ I)). (c+D= ((ab) + I). (c+1)=((ab).c+1=C(a(b.c)+1) =
(@+1).((bc) +1) = (a+D((b+1).(c+D).

viy(@a+D(B+D+(+D)= (@+D(b+c)+1= (ab+c)+I1)= ((ab+ac)+
ND=(a+D+@+D=@+Db+D+@+D(c+]I).

Analogamente, ((a +0)+(b+ I)) c+D=@+Dc+D+B+D.(c+]).

Notemos que se A tem identidade, entao A/ ] tem identidade, pois, Va + 1 € A/ I (a+
D.A+D=@@D+I=a+1.

Exemplo 1. Sejam A = Z e nZ um ideal de Z. Notamos que a,b € Z, a =b(nZ) = a—b €
nZ < nja—b < a=b(modn). Logo, %/ ,=17,={0,12,..n—1}= {0+nZ1+
nZ, ...,(n — 1) + nZ}.

Ou seja, Z/

n7, € 0 anel Z; que ji estudamos na aula 3.

Proposi¢ao 4. Sejam A um anel com identidade e I um ideal de A.
) I pri A/, domini
primo se, e somente se, ©*/; dominio.
. . A
i) I maximal se, e somente se, / ] corpo.

Demonstragio. i) (=) se A/I nio fosse um dominio, existitiam a + I,b + I € A/I \ {1} tais que
(a+1).(b+1)=ab+1=1. Neste caso, ab €] e como I ¢ um ideal primo, terfamos
a€l(=a+1=1)oub€el(= b+ 1 =1),contradicio.

(<) Suponhamos que A/I dominio. Se I nao fosse um ideal primo entdo I = A e neste caso

A/I = {0}, uma contradi¢io, ou existitiam a,b € A tais que ab €I com a € [ ¢ b € I. Mas,
terfamos entioa + [ +1, a+ 1 # I e(a+1)(b+1) = ab +1 = I, contrariando a hipétese de
que A/ 1 ¢ dominio.

ii)y (=) Sejaa+1E€ A/I \{I}, logo a & I. Segue que o ideal I + aA contém proptiamente o

ideal I. Como I ¢ maximal segue que | + aA = A e, existemu €[ eV €E A taisque u + av = 1.
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Assim,av —1 €l ouseja,av+I1=1+1= (a+1).(v+1)=1+1. Portanto, a + 1 ¢ in-

vertivel e consequientemente A/ 1 € corpo.

(&) Seja] € A/I um ideal tal que I € J € A e suponhamos que j # I segue que existe a € | —

I. Como A/I ¢ corpo e a & I, temos que a + [ é invertivel em A/I ou seja, existe b + 1 € A/I tal
que (a+Db+I1)=ab+1=1+1 Logo,c =ab—1€ ]I oumelhor,ab—c =1 €] pois
a € Jec €]. Portanto, ] = A e I é maximal.

Exemplo 2. Os ideais do tipo pZ, de Z com p primo sao todos maximais. Com efeito, se existe
um ideal qZ de Z tal que pZ € qZ C Z entao q|p, ou seja, q € {£1, £p}. Se ¢ = %p, temos
qZ = pZL.

RESUMO

Nesta aula, estudamos inicialmente o conceito de ideal, no geral definimos os dominios
principais, o maximo divisor comum nestes dominios, definimos a adigao e o produto de ideais
definimos ideais primos e maximais. No final estudamos conceito de anel quociente onde estabe-
lecemos os dois resultados importantes de que quando um ideal é primo (maximal) o quociente é
dominio (corpo).

ATIVIDADES
1. Seja {I3}1e1, uma familia de ideais de um anel A. Prove que Ny¢; [ é também um ideal de A.

2. Seja Iy €l € .- C [, € -+ uma cadeia ascendente de ideais de Z. Prove que existe um
m € N tal que I, =I,,, Yn = m. (Anéis que tem esta propriedade sio chamados Noetheria-

mos).

3.Se I e ] sao ideais de um anel A. Prove que em geral I U J nio é um ideal.
4. Sejam I, ], K ideais de um anel A. Prove que:
)I+])+K=1+(J+K).

bI+]={0=1=]={0}.

ol+A=A

dl.jcin].

5. Sejam A um anel comutativo ¢ N o nilradical de A.prove que N é um ideal de A. Prove tam-

bém que o unico elemento nilpotente do anel quociente A/ NEN.

6. Sejam A um anel e I um ideal de A. Defina VI = {a € A tal que a™ € I para algum n €
{1,2,3,...}}. Prove que VI ¢ um ideal de A. (Este ideal é chamado o radical de I).
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7. Seja A o anel das fungdes f : [0,1] — R continuas e seja [ um ideal maximal de A. Prove que
para cada f € [ existe um a € [0,1] tal que f(a) = 0.

COMENTARIO DAS ATIVIDADES
Na primeira atividade vocé, caro aluno, deve ter aplicado apenas a defini¢ao de ideal.

Na segunda atividade, vocé deve ter usado o fato de que o dominio dos inteiros é principal,
consequentemente, fatorial. Se a cadeia ascendente de ideais ndo estabilizasse, terfamos algum

inteiro com infinitos divisores.

Na terceira atividade, vocé deve ter notado que a unido de dois ideais s6 é um ideal, quando

um ¢ subconjunto do outro.

Na quarta atividade, se vocé a fez, deve ter apenas aplicado a defini¢ao de ideal e as respecti-
vas defini¢oes.

Nas quinta e sexta atividades, vocé deve ter usado novamente a defini¢iao de ideal e como se
trata de anéis comutativos, a férmula do binémio de Newton pode ser aplicada.

Na sétima atividade vocé deve ter percebido que se a afirmagdao nao fosse verdadeira a fun-
¢ao 1 pertenceria ao ideal e 0 mesmo nao seria maximal.
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