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Aula 12 
 

HOMOMORFISMO DE ANÉIS 
 

META 

Estabelecer o conceito de Homomorfismo de Anéis. 

 

OBJETIVOS 

Reconhecer e classificar homomorfismos de anéis. 

Aplicar as propriedades básicas dos homomorfismos na resolução de problemas. 

Aplicar o primeiro teorema dos isomorfismos. 

 

PRÉ – REQUISITOS 

As aulas 6, 10 e 11. 
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INTRODUÇÃO 

 
 Nesta aula, caro aluno, continuaremos o estudo dos homomorfismos que começamos na 
aula 6, onde lá os domínios e contradomínios eram grupos, aqui são anéis. É importante neste 
momento que você reveja a aula 6. 
 Como já dissemos anteriormente, os homomorfismos são aplicações que servem para com-
parar estruturas algébricas de mesma natureza. Os termos aqui usados são basicamente os mes-
mos que usamos para grupos. Temos núcleo e imagem de homomorfismo, os três teoremas de 
isomorfismos, etc. 
 

O CONCEITO 

Definição 1. Sejam ܣ e ܣ′ anéis e ߰ uma aplicação de ܣ em ܣ′. Dizemos que ߰ é um homomor-
fismo se ߰ሺܽ ൅ ܾሻ ൌ ߰ሺܽሻ ൅ ߰ሺܾሻ e ߰ሺܽ · ܾሻ ൌ ߰ሺܽሻ · ߰ሺܾሻ, ,ܽ׊ ܾ א  .ܣ
Exemplo 1. Sejam ܣ e ܣ′ anéis a aplicação nula ߰: ܣ ื ,′ܣ ߰ሺܽሻ ൌ 0, ܽ׊ א -é um homomor ܣ
fismo de anéis. Notemos que ߰ሺܽ ൅ ܾሻ ൌ 0 ൌ 0 ൅ 0 ൌ ߰ሺܽሻ ൅ ߰ሺܾሻ e ߰ሺܽ · ܾሻ ൌ 0 ൌ 0 ·
0 ൌ ߰ሺܽሻ · ߰ሺܾሻ, ,ܽ׊ ܾ א  .ܣ

 
Exemplo 2. Seja ܣ um anel. A identidade de ܣ é um homomorfismo de ܣ em ܣ. De fato, para 
ܽ, ܾ א ,ܣ ஺ሺܽܫ ൅ ܾሻ ൌ ܽ ൅ ܾ ൌ ஺ሺܽሻܫ ൅ ஺ሺܽܫ ஺ሺܾሻ eܫ · ܾሻ ൌ ܽ · ܾ ൌ ஺ሺܽሻܫ ·  .஺ሺܾሻܫ

 
Exemplo 3. Sejam ܣ um anel e I um ideal. Seja ߰: ܣ ื ܣ

ൗܫ  dada por ߰ሺܽሻ ൌ ܽ ൅  Claramente .ܫ
߰ é um homomorfismo de anéis. Sejam ܽ, ܾ א então ߰ሺܽ ܣ ൅ ܾሻ ൌ ሺܽ ൅ ሻܫ ൅ ሺܾ ൅ ሻܫ ൌ
߰ሺܽሻ ൅ ߰ሺܾሻ e, ߰ሺܽ · ܾሻ ൌ ܽ · ܾ ൅ ܫ ൌ ሺܽ ൅ ሻܫ · ሺܾ ൅ ሻܫ ൌ ߰ሺܽሻ · ߰ሺܾሻ. Chamamos este ho-
momorfismo ou projeção canônica de ܣ sobre ܣ ൗܫ . 
 A um homomorfismo de um anel ܣ nele próprio chamamos um endomorfismo de ܣ. 
 A um homomorfismo ߰: ܣ ื  .′ܣ em ܣ injetivo, chamamos monomorfismo de ′ܣ
 A um homomorfismo ߰: ܣ ื  Neste caso .′ܣ em ܣ bijetivo, chamamos isomorfismo de ′ܣ
dizemos que ܣ e ܣ′ são anéis isomorfos. 
 A um isomorfismo de um anel ܣ nele próprio, chamamos um automorfismo de ܣ. 

 
Proposição 1.  Sejam ܣ e ܣ′ anéis e ߰: ܣ ื  :um homomorfismo. Então ′ܣ
i) ߰ሺ0ሻ ൌ 0 
ii) ߰ሺെܽሻ ൌ െ߰ሺܽሻ ܽ׊ א  .ܣ
iii) Se ܣ e ܣ′ são domínios então ߰ é a aplicação nula ou ߰ሺ1ሻ ൌ 1. 

Demonstração. 
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i) ߰ሺ0ሻ ൌ ߰ሺ0 ൅ 0ሻ ൌ ߰ሺ0ሻ ൅ ߰ሺ0ሻ ฺ ߰ሺ0ሻ ൌ 0. 
ii) ܽ׊ א ,ܣ 0 ൌ ߰ሺ0ሻ ൌ ߰൫ܽ ൅ ሺെܽሻ൯ ൌ ߰ሺܽሻ ൅ ߰ሺെܽሻ ฺ ߰ሺെܽሻ ൌ െ߰ሺܽሻ. 
iii) ߰ሺ1ሻ ൌ ߰ሺ1 · 1ሻ ൌ ߰ሺ1ሻଶ ฺ ߰ሺ1ሻሺ߰ሺ1ሻ െ 1ሻ ൌ 0 ฺ ߰ሺ1ሻ ൌ 0, ou ߰ሺ1ሻ ൌ 1. 
Exemplo 4. O único automorfismo de  é o homomorfismo identidade. De fato, seja ߰: Ժ ื Ժ 
um automorfismo. Então, como  é um domínio ߰ሺ1ሻ ൌ 1. Assumindo por indução, que para 
ܽ ൐ 1, ߰ሺܽሻ ൌ ܽ, ߰ሺܽ ൅ 1ሻ ൌ ߰ሺܽሻ ൅ ߰ሺ1ሻ ൌ ܽ ൅ 1. Logo ߰ሺܽሻ ൌ ܽ, ܽ׊ א ሼ0,1,2, … ሽ. 
 Finalmente, 0 ൌ ߰ሺെ1 ൅ 1ሻ ൌ ߰ሺെ1ሻ ൅ ߰ሺ1ሻ ൌ ߰ሺെ1ሻ ൅ 1 ฺ ߰ሺെ1ሻ ൌ 1. Segue que 
ܽ׊ ൐ 0, ߰ሺെܽሻ ൌ ߰ሺെ1ሻ · ߰ሺܽሻ ൌ െ1 · ܽ ൌ െܽ.  
 Portanto, ߰ሺܽሻ ൌ ܽ, ܽ׊ א  Ժ, ou seja, ߰ ൌ  .Ժܫ

 
Definição 3. Seja ߰: ܣ ื  um homomorfismo de anéis. Definimos o núcleo de ߰ como sendo ′ܣ
o conjunto ݎ݁ܭ ߰ ൌ ሼܽ א ;ܣ  ߰ሺܽሻ ൌ 0ሽ. 
Proposição 2. Seja ߰: ܣ ื  e ܣ é um ideal de ߰ ݎ݁ܭ ,um homomorfismo de anéis. Então ′ܣ
 .′ܣ é um subanel de ߰ ݉ܫ

 
Demonstração. Como ߰ሺ0ሻ ൌ 0 ฺ 0 א ߰ ݎ݁ܭ e ߰ ݎ݁ܭ ് 0. Sejam ܽ, ܾ א  Então .߰ ݎ݁ܭ
߰ሺܽ െ ܾሻ ൌ  ߰ሺܽሻ െ ߰ሺܾሻ ൌ 0 െ 0 ൌ 0 ฺ ܽ െ ܾ א  .߰ ݎ݁ܭ
 Sejam ܽ א ܾ e ܣ א Então, ߰ሺܽ .߰ ݎ݁ܭ  · ܾሻ ൌ ߰ሺܽሻ · ߰ሺܾሻ ൌ ߰ሺܽሻ · 0 ൌ 0. Ou seja, 
ܽ · ܾ א  .ܣ é um ideal de ߰ ݎ݁ܭ Portanto .߰ ݎ݁ܭ
 Agora, de ߰ሺ0ሻ ൌ 0 א ,′ܽ e se ߰ ݉ܫ ܾ′ א ,ܽ existem ,߰ ݉ܫ ܾ א tais que  ሺ ሻ ,ܣ ൌ  ′ e  ሺ ሻ ൌ  ′. 
Segue que  ሺ െ  ሻ ൌ  ሺ ሻ െ  ሺ ሻ ൌ  ′ െ  ′ א      e que  ሺ ·  ሻ ൌ  ሺ ሻ ·  ሺ ሻ ൌ  ′ ·  ′ א     . Portanto,      é um subanel de 
 ′. 

 
Proposição 3. Seja  :  ื  ′ um homomorfismo de anéis. Então,   é injetiva se, e somente se,      ൌ
ሼ0ሽ. 

 
Demonstração. Se ߰ é injetiva, como ߰ሺ0ሻ ൌ 0 segue que ݎ݁ܭ ߰ ൌ ሼ0ሽ. Se ݎ݁ܭ ߰ ൌ ሼ0ሽ e 
߰ሺܽሻ ൌ ߰ሺܾሻ então ߰ሺܽ െ ܾሻ ൌ 0 ฺ ܽ െ ܾ א ߰ ݎ݁ܭ ൌ ሼ0ሽ ฺ ܽ ൌ ܾ, ou seja, ߰ é injetiva. 

 

ISOMORFISMOS CANÔNICOS E O TEOREMA DA CORRESPONDÊNCIA 

 
Proposição 1. (1º Teorema do Isomorfismo de Anéis). Se ߰: ܣ ื -Ԣ é um homomorfismo soܣ
brejetivo de anéis e ܫ ൌ ܣ então os anéis ,߰ ݎ݁ܭ ൗܫ  e ܣԢ são isomorfos. Precisamente, a aplicação 

ܣ :߰ ൗܫ ื Ԣ dada por ߰ሺܽܣ ൅ ሻܫ ൌ ߰ሺܽሻ é um isomorfismo. 
Demonstração. Notemos inicialmente que se ܽ ؠ ܾሺ݉ܫ ݀݋ሻ, ou seja, se ܽ ൅ ܫ ൌ ܾ ൅  então ܫ
ܽ െ ܾ א e ߰ሺܽ ܫ െ ܾሻ ൌ 0 donde temos que ߰ሺܽሻ ൌ ߰ሺܾሻ. Logo, ߰ está bem definida. Como, 
߰൫ሺܽ ൅ ሻܫ ൅ ሺܾ ൅ ሻ൯ܫ ൌ ߰൫ሺܽ ൅ ܾሻ ൅ ൯ܫ ൌ ߰ሺܽ ൅ ܾሻ ൌ ߰ሺܽሻ ൅ ߰ሺܾሻ ൌ ߰ሺܽ ൅ ሻܫ ൅
߰ሺܾ ൅  ሻeܫ
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߰൫ሺܽ ൅ ሻܫ ൅ ሺܾ ൅ ሻ൯ܫ ൌ ߰ሺܾܽ ൅ ሻܫ ൌ ߰ሺܾܽሻ ൌ ߰ሺܽሻ · ߰ሺܾሻ ൌ ߰ሺܽ ൅ ሻܫ · ߰ሺܾ ൅  ߰ ,ሻ, logoܫ
é um homomorfismo. 
 Finalmente, ܽ ൅ ܫ א ߰ ݎ݁ܭ ฻ ߰ሺܽ ൅ ሻܫ ൌ 0 ฻ ߰ሺܽሻ ൌ 0 ฻ ܽ א ߰ ݎ݁ܭ ൌ ሼܫሽ ou seja, 
߰ é injetiva. Como ݉ܫ ߰ ൌ  :segue que ߰ ݉ܫ
ܣ :߰ ൗܫ ื  .Ԣ é um isomorfismo de anéisܣ

Escrevemos: ܣ ൗܫ ൎ  .Ԣܣ
Exemplo 1. Dados dois anéis A e B definimos o produto direto dos anéis A e B como sendo o 
anel ܣ ൈ ܤ ൌ ሼሺܽ, ܾሻ;  ܽ א ܾ e ܣ א  ሽ no qual estão definidas as operações dadasܤ
ሺܽ, ܾሻ, ሺܽᇱ, ܾԢሻ א ܣ ൈ ,ሺܽ ,ܤ ܾሻ ൅ ሺܽᇱ, ܾԢሻ ൌ ሺܽ ൅ ܾ, ܽᇱ ൅ ܾԢሻ e ሺܽ, ܾሻ · ሺܽᇱ, ܾԢሻ ൌ ሺܽܽᇱ, ܾܾԢሻ. O 
zero deste anel é ሺ0, 0ሻ. Quando ܣ ൌ ݉Ժ e ܤ ൌ ݊Ժ, com ݉, ݊ א ሼ2, 3, 4, … ሽ e ݉݀ܿሺ݉, ݊ሻ ൌ 1, 
a aplicação ߰: Ժ ื ൫Ժ

݉Ժൗ ൈ Ժ
݊Ժൗ ൯, dada por ߰ሺܽሻ ൌ ሺܽ ൅ ݉Ժ, ܽ ൅ ݊Ժሻ é sobrejetiva e tem 

núcleo ݉݊Ժ. Do primeiro teorema dos isomorfismos segue que 
Ժ

݉݊Ժ ൎ
Ժ

݉Ժ ൈ
Ժ

݊Ժ 

 
Vamos às contas! 
Afirmação.  ߰ é um homomorfismo. 
De fato, dados ܽ, ܾ א  Ժ,  
߰ሺܽ ൅ ܾሻ ൌ ൫ሺܽ ൅ ܾሻ݉Ժ, ሺܽ ൅ ܾሻ݊Ժ൯ 
ൌ ൫ሺܽ ൅ ݉Ժሻ ൅ ሺܾ ൅ ݉Ժሻ, ሺܽ ൅ ݊Ժሻ ൅ ሺܾ ൅ ݊Ժሻ൯ 
ൌ ሺܽ ൅ ݉Ժ, ܽ ൅ ݊Ժሻ ൅ ሺܾ ൅ ݉Ժ, ܾ ൅ ݊Ժሻ 
ൌ  ߰ሺܽሻ ൅ ߰ሺܾሻ 
Analogamente, ߰ሺܽ · ܾሻ ൌ ሺܾܽ ൅ ݉Ժ, ܾܽ ൅ ݊Ժሻ ൌ ሺܽ ൅ ݉Ժ, ܽ ൅ ݊Ժሻ · ሺܾ ൅ ݉Ժ, ܾ ൅ ݊Ժሻ ൌ
 ߰ሺܽሻ · ߰ሺܾሻ. 
Afirmação. ݎ݁ܭ ߰ ൌ ݉݊Ժ. 
 Seja ܽ א Ժ e suponhamos que ߰ሺܽሻ ൌ ሺ݉Ժ, ݊Ժሻ. Ou seja, ܽ ൅ ݉Ժ ൌ ݉Ժ e ܽ ൅ ݊Ժ ൌ ݊Ժ. 
Segue que ܽ א ݉Ժ ת ݊Ժ, ou seja, ݉, ݊|ܽ. Como ݉݀ܿሺ݉, ݊ሻ ൌ 1, temos que ݉݊|ܽ isto é, 
ܽ א ݉݊Ժ. Se ܽ א ݉݊Ժ então ݉|ܽ e ݊|ܽ donde temos que ܽ א ݉Ժ e ܽ א ݊Ժ de modo que 
߰ሺܽሻ ൌ ሺܽ ൅ ݉Ժ, ܽ ൅ ݊Ժሻ ൌ ሺ݉Ժ, ݊Ժሻ ou seja, ݎ݁ܭ ߰ ൌ ݉݊Ժ. 
Afirmação.(Teorema chinês dos restos). A aplicação ߰ é sobrejetiva. De fato ሺܽ ൅ ݉Ժ, ܾ ൅
݊Ժሻ א  Ժ

௠Ժ
ൈ Ժ

௡Ժ
, como ݉݀ܿሺ݉, ݊ሻ ൌ 1 existe um ܿ א Ժ tal que ܿ ؠ ܽሺ݉݀݋ ݉ሻ, portanto 

ܿ ൅ ݉Ժ ൌ ܽ ൅ ݉Ժ e ܿ ൅ ݊Ժ ൌ ܾ ൅ ݊Ժ de modo que ߰ሺܿሻ ൌ ሺܿ ൅ ݉Ժ, ܿ ൅ ݊Ժሻ ൌ ሺܽ ൅
݉Ժ, ܾ ൅ ݉Ժሻ. 
 Notemos que, sendo ݉݀ܿሺ݉, ݊ሻ ൌ 1, existem ݎ, ݏ א Ժ tais que ݉ݎ ൅ ݏ݉ ൌ 1. Tome ܿ 
como sendo ܿ ൌ ݏ݊ܽ ൅  :então ݎܾ݉
ܿ ؠ ݏ݊ ሻ e como݉ ݀݋ሺ݉ݏ݊ܽ ؠ 1ሺ݉݀݋ ݉ሻ segue que ܿ ؠ ܽሺ݉݀݋ ݉ሻ 
ܿ ؠ ݎ݉ ሻ e como݊ ݀݋ሺ݉ݎܾ݉ ؠ 1ሺ݉݀݋ ݊ሻ temos que ܿ ؠ ܾሺ݉݀݋ ݊ሻ. 
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Proposição 2. (2º teorema dos isomorfismos de anéis). Sejam ܣ um anel, ܫ um ideal de ܣ e ܤ um 
subanel de ܣ. Então ܫ ൅ ܤ ൌ ሼܽ ൅ ܾ; ܽ א ,ܫ ܾ א ,ܣ ሽ é um subanel deܤ ܫ é um ideal de ܫ ൅
,ܤ ܫ ת  :e vale ܤ é um ideal de ܤ
ܫ ൅ ܤ

ܫ ൎ
ܤ

ܫ ת  ܤ

Demonstração. Vamos mostrar apenas o isomorfismo. Com efeito, consideremos a aplicação 
ܤ :߰ ื ூା஻

ூ
 dada por ߰ሺܾሻ ൌ ܾ ൅ Então, ߰ሺܾଵ .ܫ ൅ ܾଶሻ ൌ ሺܾଵ ൅ ܾଶሻ ൅ ܫ ൌ ሺܾଵ ൅ ሻܫ ൅

ሺܾଶ ൅ ሻܫ ൌ ߰ሺܾଵሻ ൅ ߰ሺܾଶሻ. 
 Analogamente, ߰ሺܾଵ · ܾଶሻ ൌ ሺܾଵ · ܾଶሻ ൅ ܫ ൌ ሺܾଵ ൅ ሻܫ · ሺܾଶ ൅ ሻܫ ൌ ߰ሺܾଵሻ · ߰ሺܾଶሻ ou seja, 
߰ é um homomorfismo. 
 Agora, ܾ א ߰ ݎ݁ܭ ฻ ߰ሺܾሻ ൌ ܾ ൅ ܫ ൌ ܫ ฻ ܾ א ߰ ݎ݁ܭ ,Logo .ܫ ൌ ܫ ת  .ܤ
 Finalmente, dado ܽ ൅ ܾ א ܫ ൅ ܽ com ܤ א ܾ e ܫ א notemos que ሺܽ ,ܤ ൅ ܾሻ ൅ ܫ ൌ ܾ ൅  ,ܫ
pois ܽ א Assim, ߰ሺܾሻ .ܫ ൌ ܾ ൅ ܫ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻ ൅  ou seja, ߰ é sobrejetiva. Segue do 1º teorema ,ܫ
dos isomorfismos que  

஻
ூת஻

ൎ ூା஻
ூ

, como queríamos demonstrar. 
 

Proposição 3. (3º teorema dos isomorfismos para anéis). Sejam ܣ uma anel, ܫ e ܬ ideais de ܣ com 

ܫ ؿ ܬ ,ܬ é um ideal de ܫ Então .ܬ ൗܫ  é um ideal de ܣ ൗܫ  e temos o isomorfismo de anéis. 

஺
ூൗ

௃
ூൗ

ൎ ܣ
ൗܬ . 

Demonstração. Demonstraremos apenas o isomorfismo. Consideremos a aplicação: 

߰: ஺ᇱ
ூ

ื ஺
௃
 dada por ߰ሺܽ ൅ ሻܫ ൌ ܽ ൅ ܽ É fácil ver que ߰ é um homomorfismo. Seja .ܬ ൅ ܫ א

߰ ݎ݁ܭ ฻ ߰ሺܽ ൅ ሻܫ ൌ ܽ ൅ ܬ ൌ ܬ ฻ ܽ ൅   .ܬ

Logo, ݎ݁ܭ ߰ ൌ ሼܽ ൅ ;ܫ ܽ א ሽܬ ൌ ௃
ூ
. 

Dado ܽ ൅ ܬ א ܣ
ൗܬ , temos que ߰ሺܽ ൅ ሻܫ ൌ ܽ ൅  ,ou seja, ߰ é sobrejetiva. Logo, do 1º teorema ,ܬ

segue que 
஺

ூൗ
஺

௃ൗ
ൎ ܣ

ൗܬ , como queríamos demonstrar. 

Observação. Caro aluno, os dois últimos teoremas têm valor teórico, podem ser utilizados em 
cursos futuros e nós queremos apenas que você olhe para eles, neste momento, como exemplos 
de aplicações do primeiro teorema. 

 
Proposição 4. (Teorema da correspondência). Seja ߰: ܣ ื  Ԣ um homomorfismo sobrejetivo deܣ
anéis. Existe uma bijeção entre ideais de ܣ contendo ݎ݁ܭ ߰ e ideais de ܣԢ dada por ܫ ุ ߰ሺܫሻ. 

 
Demonstração. Primeiro, notemos que como ߰ é sobrejetiva, para cada ideal ܫ de ܣ, ߰ሺܫሻ é um 
ideal de ܣԢ. Para ver isto, ߰ሺ0ሻ ൌ 0 ฺ 0 א ߰ሺܫሻ. Se ܽᇱ, ܾԢ א ߰ሺܫሻ, existem ܽ, ܾ א  tais que ܫ
߰ሺܽሻ ൌ ܽԢ e ߰ሺܾሻ ൌ ܾԢ de modo que ߰ሺܽ െ ܾሻ ൌ ܽᇱ െ ܾԢ e como ܽ െ ܾ א  segue que ,ܫ
ܽᇱ െ ܾԢ א ߰ሺܫሻ. 
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 Dados ܽᇱ א ᇱe ܾᇱܣ א ߰ሺܫሻ existem ܽ א ܾ e ܣ א tais que ߰ሺܾܽሻ ܫ ൌ ܽԢ · ܾԢ e como 
ܾܽ א ,ܫ ܽԢ · ܾԢ א ߰ሺܫሻ, ou seja, ߰ሺܫሻ é um ideal de ܣԢ. 
 Agora, sejam ܫ um ideal de ܣ contendo ݎ݁ܭ ߰, ܾ א ܽ e ܫ א tais que ߰ሺܽሻ ܣ ൌ ߰ሺܾሻ א
߰ሺܫሻ. Então ߰ሺܾ െ ܽሻ ൌ 0 isto é, ܾ െ ܽ א ߰ ݎ݁ܭ ؿ ܫ ฺ ܾ א ܽ ൅ ܫ ൌ -ou seja, a correspon ,ܫ
dência ܫ ื ߰ሺܫሻ é injetiva.  
 Dado ܬ א ܫ Ԣ, o conjuntoܣ ൌ ߰ିଵ ሺܬሻ é um ideal de ܣ, pois, dados ܽ, ܾ א ,ܫ ߰ሺܽሻ, ߰ሺܾሻ א
ܬ ฺ ߰ሺܽሻ െ ߰ሺܾሻ ൌ ߰ሺܽ െ ܾሻ א ܬ ฺ ܽ െ 1 א ߰ିଵሺܬሻ ൌ  .ܫ
 Se a א ܾ e ܣ א então ߰ሺܾܽሻ ܫ ൌ ߰ሺܽሻ · ߰ሺܾሻ e como ߰ሺܾሻ א segue que ߰ሺܾܽሻ ܬ א  e ܬ
consequentemente ܾܽ א ߰ିଵሺܬሻ ൌ  .ܫ
 Logo ܫ ൌ ߰ିଵሺܬሻ é tal que ߰ሺܫሻ ൌ ܫ donde temos que a correspondência ܬ ุ ߰ሺܫሻ entre 
ideais de ܣ contendo ݎ݁ܭ ߰ e suas imagens diretas em ܣԢ é uma bijeção. 

 

RESUMO 

 Nesta aula começamos definindo, exemplificando e classificando os homomorfismos de 
anéis. Definimos núcleo e imagem destes homomorfismos e, em seguida estabelecemos os seus 
teoremas clássicos, os três de isomorfismos e o da correspondência que são ferramentas básicas 
para cursos de Álgebra posteriores. 

 
 

ATIVIDADES 

1. Prove que o único automorfismo de  é a identidade ሺݐݑܣ Է ൌ ሼܫԷሽሻ. 

2. Prove que os subcorpos de Թ, Էൣ√2 ൧ ൌ ሼܽ ൅ ܾ√2; ܽ, ܾ א Էሽ e Էൣ√3൧ ൌ ൛ܽ ൅ ܾ√3; ܽ, ܾ א
Էሽ não são isomorfos. 

3. Sejam ܣ e ܤ anéis e sejam ߰ଵ: ܣ ൈ ܤ ื :e ߰ଶ ܣ ܣ ൈ ܤ ื ,dadas por ߰ଵሺܽ ܤ ܾሻ ൌ ܽ e 
߰ଶሺܽ, ܾሻ ൌ ܾ. Prove que ambas são homomorfismos sobrejetivos (epimorfismos). Calcule 

ଵܰ ൌ ,ଵ߰ ݎ݁ܭ ଶܰ ൌ ଶ e conclua que ஺ൈ஻߰ ݎ݁ܭ
ேభ

ൎ e ஺ൈ஻ ܣ
ேమ

ൎ  .ܤ

4. Sejam ݉ e ݊ inteiros positivos coprimos e  a função Phi de Euller. Prove que Φሺ݉݊ሻ ൌ
Φሺ݉ሻ · Φሺ݊ሻ. 

5. Sejam ܣ e ܣԢ anéis comutativos com identidades e ߰: ܣ ื -Ԣ um homomorfismo sobrejetiܣ
vo. Prove que ܫ ؿ  .ሻ é primoܫé um ideal primo se, e somente se ߰ሺ ܣ
 

COMENTÁRIO DAS ATIVIDADES 

 
 Na primeira atividade, você deve ter usado o exemplo 4, para concluir que ߰ሺܽሻ ൌ ܽ, ܽ׊ א
Ժ e notado que para cada ܽ ൐ 1, ܽିଵ · ܽ ൌ 1 ฺ ߰ሺܽିଵሻ ൌ ߰ሺܽሻିଵ. 
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 Na segunda atividade, você deve ter notado que se existisse um isomorfismo ߰: Էൣ√2൧ ื
Էൣ√3൧ então, por ser ߰൫√2൯ ൌ േ√2 teríamos √2 א Էൣ√3൧ o que não é verdade. 
 Na terceira atividade, você deve ter usado as respectivas definições e o 1º teorema dos iso-
morfismos. 
 Se você conseguiu fazer a quarta atividade, deve ter usado o exemplo 4 e a definição da fun-
ção Phi de Euller. 
 Notemos que na quinta atividade estamos afirmando que no teorema da correspondência, o 
correspondente de um ideal primo é também um ideal primo. Para provar este resultado, você 
deve ter apenas usado com cuidado a definição de ideal primo. 
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