Aula 13

DOMINIOS EUCLIDIANOS

META

Estabelecer o conceito de dominio euclidiano.
OBJETIVOS

Reconhecer dominios euclidianos.

Aplicar as propriedades dos dominios euclidianos na resolugéo de problemas.

PRE — REQUISITO

Aula 10.
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INTRODUCAO

O algoritmo da divisao em Z, estudado na aula 2, em esséncia, diz que em I, podemos fazer

a divisio de um elemento a por outro b (nio nulo) obtendo um “resto pequeno”, ou mais preci-
samente, um resto cujo valor absoluto seja menor do que o valor absoluto de b. Um dominio
euclidiano nada mais é do que um dominio que tem um algoritmo similar ao de Euclides em Z.

Alids, os inteiros munidos do algoritmo de Euclides ¢ um exemplo de dominio euclidiano.

O CONCEITO DE DOMINIO EUCLIDIANO

Definicio 1. Dizemos que um dominio D é euclidiano, se existe uma fun¢io ¥: D\{0} — N
satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Va,b € D,b # 0, existem q,7 € D taisquea = bq+1rer = 0oup(r) < Y(b).

i) Va,b € D\{0}, temos Y(a) < Y (ab).

Exemplo 1. Sejam D = Z e Y = | | (a funcio valor absoluto, | |: Z\{0} — N). Entio, o algo-
ritmo de Euclides afirma que dados a, b € Z com b # 0, existem q,7 € Z tais que a = bq + 1 ¢
0 < r < |b]. Notemos que a condigio 0 < r < |d| ¢ equivalente a 7 = 0 ou |r| < |d|. Dados
a,b € Z\{0}, como 1 < |b| e |a| > 0 temos que |a| < |a| - |b|. Ou seja, (Z,+,,,] |) é um
dominio Euclidiano.

Exemplo 2. Seja K um corpo e seja P: K\{0} — N a funcio nula. Entio, dados a,b € K,b # 0
existem ¢ = ab™! e r = 0 tais que a = bq +7 e r = 0. Além disto, se a,b € K\{0}, entio
la] =0<0-0=|al-|b|. Logo, (K, +,,, ) é um dominio euclidiano.

Exemplo 3. Seja D = Z[i] = {a =a+bi;abeEZei= V—l} o subdominio dos complexos
formados pelos nimeros que tém partes real e imaginaria inteiras (Este dominio ¢ conhecido

como o anel dos inteiros gaussianos).

Seja f:C — Ry, dada por f(2) = |z|? que evidentemente, é multiplicativa, isto ¢, f(z -
z5) = f(z1) - f(22) e seja N: Z[i] — N a fungao restri¢io de f a Z[i] com contradominio H.
Entio, Va, B € Z[i], N(aB) = N(a) - N(B) e N(a) =0 <= a = 0.
Afirmacao.(Z[i], +,-, N) é um dominio euclidiano. Com efeito, sejam @, € Z[i] onde B # 0.
Vamos exibir ¥, € Z[i] tais que a = fy + 6 ¢ § = 0 ou N(6) < N(f). Escrevendo § = a —

,6']/=,3(%—)/) com %E(C, temos f(5)=f(,8)-f(%—]/), ou seja, N(&) =N(B)-
r(G-7)
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Agora sejam x,y € Q tais que % =X+ yi e sejam a,b € Z tais que |x — a S% ely—

b| < > E facil ver que estes inteiros existem! Tomemos agora,y = a + bi e § = a — fy. Assim,

N@) = NGB - |55 =
= N(B)((x —a)? + (y — b)?) =
=N (x—al?+ly—b) <NB) (5+7) =

= N(B) -5 < N(B).

Portanto, existem ¥, § € Z[i] tais que &« = By + 8 e N(§) < N(B). Notemos que esta ul-
tima igualdade ¢ equivalente a N(8) = 0 ou N(6) < N(B).

Finalmente, dados a, § € Z[i]\{0}, temos 1 < N(B) e N(a) > 0 de modo que N(a) <
N(a) - N(B).

Notemos que a escolha de ¥ e § como fizemos nio garante a unicidade do par y, §. No caso

1,1, a . 1 1 |1

de @ =2 +-i ef = 1,E— a. Neste caso ¥ = a + bi deve ser tal que |§—a| =5e |E_b| <
1
>

Podemos escolher a e b no conjunto {0, 1} ou seja, ¥ pode ser 0,1 ou i.

Proposicao 1. Todo dominio euclidiano ¢é principal.

Demonstracao.

Sejam D um dominio euclidiano e I um ideal nio nulo de D. Sejam X = {1,[) (a);a el \{0}}
e d =min X. Entio o ideal dD € I. Seja a €I e sejam q,7 € D tais que a = dq + r onde
r=0ouy(r) <yY(d).Comor=a—dq€lep(r) <P(d) temosquer =0=a=dqe
I € dD. Portanto I = dD.

Sejam a4, ay, as, ..., 4, clementos de um dominio euclidiano 0, nio todos nulos. Um ele-

mento d € D tal que (a4, ay, as, ..., a,) = (d) cumpre as seguintes condicoes:

i) dlay,a,, as, ..., ay

11) Existem bl’ bz, b3, ey bn € D tais que albl + azbz + a3b3 + ...+ anbn = d
iif) Seexisted' € D tal que d'|ay,ay, as, ..., a, entio d'|d.

Portanto, d é um méximo divisor comum de a4, a,, as, ..., Q.

Para o calculo de um maximo divisor comum, podemos usar o algoritmo de Euclides, das
divisdes sucessivas em todo dominio euclidiano.
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Exemplo 4. Vamos em Z[i], calcular um miximo divisor comum dos elementos @ = 3 + 2i e
B = 2 + i. Facamos:

1+i|1+i| -2+

3+2i|2+i|2—-i| -1

2—1i] —1 0

= —1 ¢ um méximo divisor comum de 3 + 2i e 2 4+ i em Z[i].

Observacio. Vejamos na atividade 1 que U(Z[i]) = {£1, £i}. Logo, cada ideal nio nulo de Z[i]
tem quatro geradores e ¢ facil ver que em cada quadrante do plano complexo, tem um destes
geradores. Dados a4, ay, as, ..., a, € Z[i] nio todos nulos, escolhemos, por definicio, um dos
maximos divisores comuns, para ser “o maximo divisor comum” aquele d que esta no primeiro
quadrante. O indicaremos por mdc(aq,a,,as, ..., a,). Precisamente,
d = mdc(ay, ay,as, ...,a,) ou (d) = (ay,a,,a3,...,a,), Red > 0elmd = 0. Por exemplo,
mdc(3+2i,2+i)=(-1)-(-1) =1.

Exemplo 5. Seja w = cosz?” +i senz?” e D = Z[w] = {a = a + bw; a,b € Z}. E facil ver que
Z[w] é um subdominio do corpo dos nimeros complexos. Para cada @ = a + bw, notemos que
la|? = a-a = (a+bw)(a+bw) = (a+bw)(a+ bw) = a’+ abw + abw + b*ww
Notando que @ + w = =1l e w - @ = 1 temos que |a|* = a? — ab + b?.

Consideremos a funcio N:Z[w] — N dada por N(a) = N(a + bw) = a®> — ab + b*.
Claramente N ¢é multiplicativa, ou seja, N(af) = N(a) - N(f). Vamos provar que (Z[w], +,

,N) é um dominio euclidiano.

Afirmacio: Dados a, 8 € Z[w], onde w # 0, existem ¥ ¢ § € Z[w] tais que a =y +6 ¢
d§=00uN(5) <N(B).Sea,B € Zlw] \ {0}, entio N(a) < N(a) - N(B).

De fato, queremos encontrar ¥ e § tais que @ = fy + 6 ¢ § = 0 ou N(a) < N(B). Escre-
a a

vendoS—a—ﬁy—ﬂ(E—y)eE_

ros gaussianos, tomemos @, b € Z tais que |x —a| < % ely—»b| < i, facamos y = a + bw e
2 N(8

§=a—By. Agr, N@E=N@)-[Z-v| =N@)-Ix-a)+@-bol =12 =

(x—a)?-(x—a)y—b)+y-b?<|x—al+lx—al-ly—bl+|y—b? <5+

~+= < 10us¢ja, N(8) < N(B).

x + 1y com X,y € R, como fizemos no caso dos intei-

Portanto, dados @, B € Z[w] com B # 0, existem ¥ e § (ndo necessatiamente Gnicos) tais
que @ = fy + 6 e N(6) < N(y). Notando que N(a) = 0 & a = 0, temos que para @, § €
Zlw]\ {0}, 1 < N(B) e que N(a) > 0 de modo que N(a) < N(a) - N(B). Podemos entio

concluir que (Z[w], +,-, N) é um dominio euclidiano.
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Observagao. Outro exemplo de dominio euclidiano ¢ o dos polindmios em uma unica indetermi-
nada (variavel) sobre um corpo que sera estudado no curso de Estruturas Algébricas II.

RESUMO

Nesta aula, estudamos os dominios euclidianos, dos quais, os inteiros é um exemplo. Vimos
também que todo dominio euclidiano (DE) ¢ um dominio de ideais principais e exibimos dois

dominios euclidianos Z[i] e Z[w].

ATIVIDADES

1. Sejam D um dominio euclidiano, a, b, ¢, d € D nio nulos, u um mdc de a e b e v um mdc
de ¢ e d. Prove que U e v sio associados.

Prove que Z[i] e Z[w] ndo sdo corpos.

Determine todos os invertiveis de Z[i] e os de Z[w].

Seja @ um elemento primo de Z[i], prove que existe um elemento primo de Z tal que a|p.

ook N

Se @ € Z|w] é tal que N(a) é um elemento primo de Z, prove que @ é um elemento primo
de Z|w].

6. SejaD = Z[\/E] = {a + bV2;a,b € Z}. Prove que este subdominio de R, munido da apli-
cacao P: D — N dada por w(a + b\/i) = |a? — 2b?| é um dominio euclidiano.

COMENTARIO DAS ATIVIDADES

Se vocé, caro aluno, fez a primeira atividade, vocé deve ter notado que se trata do lema cru-
cial que usamos no calculo do maximo divisor comum por divisdes sucessivas (de Euclides). Bas-
ta provar que u|v e v|u.

Na segunda questao, dado a # 0, vocé deve ter notado que a equacio ax = 1 nem sempre
tem solucao no dominio.

Na terceira atividade, vocé deve ter observado que @ ¢ invertivel se, e somente se, N(a) =

Na quarta atividade, vocé deve ter notado que N(a) = @ - @ e usado o fato de que a é um

elemento primo.

Na quinta, vocé nio deve ter tido dificuldades, pois, N(a) = a - a.

Na sexta atividade, vocé deve ter imitado as demonstracoes feitas na aula de que Z[i] e Z[w]
sao dominios euclidianos.
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