As conicas foram de fundamental importidncia para o desenvolvimento da astronomia, sendo
descritos na antiguidade por Apoldnio de Perga, um gedmetra grego. Mais tarde, Kepler e Galileu mostraram
que essas curvas ocorrem em fendmenos naturais como nas trajetorias de um projétil ou de um planeta.

Vimos nas se¢des anteriores, por exemplo, que a equacao —2x+ 5y +8 =0 representa uma reta » no

plano cartesiano. Do mesmo modo como fizemos com a reta », vamos aqui associar a cada coOnica
(circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole) uma equacgao e, a partir dai, estudar as suas propriedades.

3.1 — Circunferéncia
Sabemos da geometria elementar que circunferéncia € o conjunto de todos os pontos eqiiidistantes de
um ponto fixo C = (a, b) denominado centro da circunferéncia.

P Considerando o centro da circunferéncia como sendo o ponto C = (a,b) , ¥ sendo o

raio e P =(x,)) um ponto da circunferéncia, temos:

a’(C,P)z\/()c—a)2+(y—b)2 =r= ()c—cz)2+(y—b)2 =r.

Portanto, uma circunferéncia de centro C = (a,b) e raio 7 tem equagio

(x - a)2 + ( y— b)2 =7, denominada Equacio Reduzida da circunferéncia.

4

AR
—

(x=1) +(y=2) =1
Circunferéncia
de centro C=(1,2)

eraio 1.
4 ¥ +y' =4 i
Circunferéncia
de centro C=(0,0)
e raio 2.
~ . 2 2 2
Desenvolvendo a equagdo reduzida (x - a) + ( y— b) =r temos:

x*+y* —2ax—2by+a’ +b* —r’ =0 . Esta equagio é chamada equacio geral da circunferéncia.
Exercicio 1: Determine o centro e o raio da circunferéncia x° +y° —4x—8y+19=0.

Solucio:

Da equagio geral x*+)°—4x—8y+19=0, vamos encontrar a equagio reduzida
(x—a)2 —i—(y—b)2 =r*.

Vamos utilizar um processo conhecido como completamento de quadrados. Para isso, lembramos
que X° —2ax+a’ = (x—a)2 e Y2 —2bx+b’ = (y—b)z.

Com base na equagio x° +y° —4x—8y+19=0 separamos os termos que envolvam as variaveis x
e y, da seguinte forma:
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2 2
) x° :ﬂx:xz—4x+4—4:(x—2) —4 e 1)y’ =8 y:y2—8y+16—16=(y—4) -16

2a=4 2 2b=8
a=2 (x—2) b=4 (y—4)2
a*=4 »=16

Desta maneira, de (I) e (II) temos:
XAy 48y +19=0=x"-4dx+)’ -8y +19=0=>(x -2y -4+ (-4’ -16+19=0

= x -2 +(-4)7’=1

Logo, a equacdo ()6—2)2 +( y—4)2 =1 representa uma circunferéncia de centro C = (2,4) e raio

No Moodle...

m Na Plataforma Moodle vocé€ encontrard varios exercicios
envolvendo completamento de quadrado. Aproveite para exercitar ja
| que trabalharemos essa ferramenta com bastante freqiiéncia.

Exercicio 2: Determine a equagdo da circunferéncia que passa pela origem e tem centro no ponto C = (3,4).
. N 2 2 . A
Solugdo: A equacio da circunferéncia ¢ (x— a) +( y—b) =r*. Como esta circunferéncia tem centro no
2 2 . , . A . .
ponto C = (3,4) entdo (x—3) +( y—4) =7”. A origem (0,0) é um ponto da circunferéncia e assim

podemos €screver:

(0-3)+(0-4)=r"= 9+16=r" = .
Portanto, (x —3)2 + ( y— 4)2 =25 ¢ aequagdo da circunferéncia pedida.

Exercicio 3: A circunferéncia representada no grafico abaixo passa pelos pontos 4 ¢ B. Determine sua
equacdo reduzida.

A(2,1) Solucio:
A equagdo reduzida da circunferéncia de centro C = (a,0) é
. B(3.,0) (x— a)2 Jr(y—O)2 =r>. Como A= (2,1) e B= (3,0) pertencem a
C(a0) circunferéncia, temos:
(I) (2—a) +1* =7 (II) (3-a)’ +0=72

De (1) e (II) temos (2—a)2 +1 :(3—a)2 , ou seja, 4—4a+/+1:9—6a+/ e, portanto
a =2 . Desta forma, a equagdo reduzida da circunferéncia é (x - 2)2 +yP=r.

Vamos determinar o valor de 7°. Para isso lembramos que o ponto B = (3,0) pertence a
circunferéncia, assim: (3 - 2)2 +0°=r'=|1=r7*.

Portanto (x - 2)2 + y2 =1 ¢é a equagio reduzida da circunferéncia pedida.
3.1.2 — Posiciio de um Ponto em Relacio a uma Circunferéncia

Em relagdo a circunferéncia (x—a)2 + ( y —b)2 =7>, um ponto P = (m,n) pode ocupar as

seguintes posicdes:
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P é exterior a
circunferéncia se, e
somente se, d(P,c)>r>
ou seja,

(m—a)2 +(n—b)2 >r2.

(Figura 1)

P pertence a

circunferéncia se, e

somente se, d(P,c)=r>

ou seja,

(mfa)2 +(n7b)2 =r.
(Figura 2)

P é interior a

circunferéncia se, e

somente se, d(P,c)<r»

ou seja,

(mfa)2 Jr(nfb)2 <r.
(Figura 3)

Assim para determinar a posi¢do de um ponto P = (m, n) em relagdo a uma circunferéncia, basta substituir

~ 2 2
as coordenadas desse ponto na expressao (x - a) + ( y— b) e observar que:

2 2 L N
1° caso: Se (m - a) + (n - b) > r”, P & exterior a circunferéncia (Figura 1);

2° caso: Se (m - a)2 + (n - b)2 =r*, P pertence 4 circunferéncia (Figura 2);

2 2 . . . . A s .
3° caso: Se (m - a) + (n - b) <r?, P éinterior & circunferéncia (Figura 3).

3.1.3 — Posicdes Relativas entre Reta e Circunferéncia

Analogamente, como fizemos na se¢do anterior, dado uma reta s:Ax+By+ D=0 e uma

. A . 2 2 2 ~ R . , .
circunferéncia ﬂ:(x—a) +(y—b) =r" temos trés posi¢des relativas possiveis da reta s e a

circunferéncia.

Caso 1: s € exterior a circunferéncia (s NA= @) ;

Observe que, neste caso, a distancia d(C,s)
entre o centro C e a reta s ¢ maior do que o raio r.

e

Caso 2: s é tangente a circunferéncia (S NA=P(x,, yo)) ;

Observe que, neste caso, a distancia d(C,s)
entre o centro C e a reta s ¢ igual ao raio r.

P

55



Caso 3: s € secante a circunferéncia (S NA= {A, B}) .

Observe que, neste caso, a distancia d(C,s)
entre o centro C e a reta s ¢ menor do que o raio r.

Sabemos que a distdncia entre um ponto C = (a,b) e uma reta s: Ax+ By+ D =0 ¢ dada por

|da+Bb+D| , _ ,
d(C ,S) :ﬁ’ e assim basta calcular o valor de d(C,s) e verificar qual dos casos acima
A" +B

teremos. Veja o exercicio abaixo.

Exercicio 4: Qual ¢é a posicdo da reta s5:3x+)y—19=0 em relagio a circunferéncia
2 2 . . N . .

i:(x—Z) +( y—3) =10. Caso a reta intercepte a circunferéncia, encontre os referidos pontos de

interseccao.
Soluciio: Primeiramente vamos determinar a posi¢ao da reta s em relagdo a circunferéncia. Para isso vamos
calcular a distancia do centro C = (2, 3) da circunferéncia areta s:3x+y—19=0.

_p2+13-19_|10]_ 10 _10vi0 _ ;o
e V10 Voo 10 '

Como d (C , s) =v, (r = \/10) entdo a reta s é tangente a circunferéncia A .

Logo, d(C,S)

Iremos agora determinar o ponto P = (xo, yo) que ¢ intersec¢ao entre a reta
§:3x+y—19=0 e a circunferéncia /1:()c—2)2 +(y—3)2 =10.

Observe que Pes e Pe A eassimo ponto P = (xo, yo) satisfaz as
3x+y-19=0
(x=2) +(y-3)" =10

Vamos encontrar a solugdo do sistema acima para determinar o ponto P (xo, yo) .

equacoes {

Temos:

{3x+y—19:0 'y =-3x+19 (1)

(=2 +(y-3)=10 (x=2) +(y-3)" =10 (1)
Substituindo (I) em (II) temos:
(x=2)" +(-3x+19-3)" =10= (x—2)"+(-3x+16)" =10=
= x’ —4x+4+9x" —96x+256 =10 = 10x” —100x+250=0 (+10)=

=[x —10x+25=0]|

E assim x'= x"=5 (note que encontramos uma unica solugdo, pois a reta s é tangente a A ). Desta
forma, como y=-3x+19encontramos y=-3.5+19=4 e o ponto de

tangéncia entre aretase A € o ponto P = (5,4) i §:3x+y-18=0

O exercicio 4 nos leva a pensar e concluir que em qualquer uma das trés
possiveis posi¢des relativas entre a reta s : Ax+ By+ D =0 e a circunferéncia

2 2 . , . ~ .
A: (x—a) + (y—b) =7? o conjunto s N A é o conjunto solugdo do sistema
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Ax+By+D=0
(x—a)2 4—(y—b)2 =

Esse sistema podera ser classificado como:

e Impossivel se, e somente se, a reta § € exterior a circunferéncia A ;

e Possivel com solugdo tnica se, e somente se, a reta s € tangente a circunferéncia A ;
e Possivel com duas solugdes se, € somente se, a reta § € secante a circunferéncia A .

Observacgao: Note que, do sistema (*) resultara uma equacdo do 2° grau e assim o valor do

discriminante (A ), dessa equagdo determinara a posigao relativa entre a reta § € a circunferéncia A.

e —

3.1.4- Posi¢des Relativas entre duas Circunferéncias

Dadas duas circunferéncias 4, : (x—aq, )2 +(y-h, )2 =r’e 4, :(x—a, )2 +(y-b, )2 =r,” distintas,

podemos obter dois, um ou nenhum ponto em comum.

Caso 1 Caso 2

)

A :(x—a1)2+(y—b1)2—r12 =0

Caso 3

Resolvendo o sistema descobrimos quantos e quais sdo 0s pontos

A, :()c—az)zjt(y—bz)2 -1’ =0

comuns entre A e A,. Além disso, no segundo caso (um ponto comum) e no terceiro caso (nenhum ponto

em comum) podemos identificar a posigdo relativa usando os raios, 7, €7,, € a distdncia entre os centros

d(C,.GC,).

Vejamos o exercicio resolvido a seguir.

Exercicio 5: Verificar a posicado relativa entre as circunferéncias dadas.

(a)2:x*+y* =30 e a:(x-3) +y* =9
(b)/lz(x+2)2+(y—2)2 =le a:x’+y* =1

Solucio:
x>+ =30
(a) Como ja discutimos anteriormente vamos classificar o sistema ) .
(x-37 +)% =9
Acompanhe:
X+ =30=0 K4y =30=0.(-1) [~ +30=0
’ 5 = = =
(x-3) +y"-9=0 x2+y2—6x=0 /+)/Z/—6x=0

— —6x+30=0 = |x=5]|
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Logo substituindo x=5 em uma das equacdes, obteremos y = i\/g . Portanto os pontos
A= (5,\/§ ) e B= (5,—\/5 ) sdo solugdes do sistema e assim as duas circunferéncia sdo secantes cujos

pontos em comum s3o A4 ¢ B. Observe a representacdo grafica gerada pelo software Geogebra:
g b) Montando o sistema, obtém-se:
X +yt=1 x> +y°-1=0

=

(x=2)+(y-2)"=1 (X +) +4x—4y+7=0

Agora, vamos resolver o sistema
X+’ =1=0 (I)
X'+ +4x—4y+7=0 (H).

Fazendo / = II e efetuando as devidas operacdes obtemos:

vy 1=+ F vax—dy+T= dx—dy+7=-1>
= 4x=4y-8 = [x=y-2]

Substituindo agora x = y —2 na equagdo (I) teremos:

(y=2)+)*-1=0= )y’ -4y+4+)*-1=0= 2)°-4y+3=0= [A=-8<0]

Como A <0, ndo existe solug¢do para o sistema e assim concluimos que as circunferéncias nio
possuem pontos em comum.
Vejamos agora qual das duas situagdes abaixo se verifica:

2 &)

d(C,,Cq)= |ry-T.
Gl -t d(C,.Co)> ry+ry
ou

Vamos calcular d(Cl,Cz). Como C =(-2,2) (/1 : (x—2)2 +(y_2)2 _ 1) .
C,=(0,0) (a:x"+y" =1) entdio "

d(Cl,Cz):\/(0—(—2))2+(0—2)2 =Ja+4=18. ;

Note que rn=1Lrn=1 e nr+r=2. Como

- ]

d (C1 , Cz) =8> rn+r,=2 entdo as circunferéncias sdo

externas. Veja a representagdo geométrica dessas circunferéncias.

()
N

No Moodle...

m Na Plataforma Moodle vocé encontrara varios exercicios
envolvendo circunferéncias. Acesse e participe!
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3.2- Parabola

Podemos visualizar concretamente uma parabola, dirigindo um jato d’agua de uma mangueira
obliquamente para cima e observando a trajetoria percorrida pela agua. Essa trajetoria é parte de uma
parabola.

Defini¢do: Dados um ponto /' e uma reta » de um plano, com F ¢ r, chamamos de parabola o conjunto dos
pontos desse plano eqiiidistantes da reta 7 ¢ do ponto F.

O ponto F' é denominado foco da parabola e a reta r ¢
denominada diretriz da parabola. O eixo de simetria da pardbola ¢ a
reta s, que passa por I e é perpendicular a diretriz 7.

r:Reta diretriz d(F,P)=d(P.P,) b ] s Eixo de simetria

Observe que d(F,V):d(V,D):c e assim o

'
|
1
1
|
|
|
1
|
|
:
4
P

ponto } nada mais é que o ponto médio do segmento FD, e AEM=(ViDpe i ertien
¢ denominado vértice da parabola. "Reta diretriz ) 1
Ampliando o seu conhecimento...
F Se um satélite emite um conjunto de ondas eletromagnéticas, estas

poderdo ser captadas pela sua antena parabdlica, uma vez que o feixe de
raios atingira a sua antena que tem formato parabolico e ocorrera a reflexao
desses raios exatamente para um unico lugar, denominado o foco da
parabola, onde estara um aparelho receptor que convertera as ondas
eletromagnéticas em um sinal que a sua TV poderd transformar em ondas,
que por sua vez, significardo filmes, telejornais e outros programas que
vocé assiste normalmente com maior qualidade.

Nosso objetivo é determinar uma equacdo que represente uma parabola. Desta forma, a partir do foco
F e da reta diretriz », podemos chegar a equacdo da parabola que ¢ formada por todos os pontos

P= (x,y)do plano tal que d(P,F) = d(P,r) .
Como ilustragdo, vamos determinar a equagéo da parabola que tem como diretrizareta r:x=—4 ¢

como foco o ponto F' = (6, 2) conforme figura abaixo:

Os pontos P = (x, y) que pertencem a parabola sdo tais que

d(P,F):d(P,Q),onde Q:(—4,y).

Assim :
d(P,F)=d(P,Q)=(x—6) +(y=2) =\(x+4) +(y-y) =
:>(x—6)2 +(y—2)2 :(x+4)2 = (y—2)2 :(x+4)2—(x—6)2 =

= (y-2) =x* +8x+16-x* +12x-36 = |(y-2) =20(x~1)|

Portanto a equagéo ( y— 2)2 = 20(x — 1) ¢ a equacdo da parabola que possui foco F' = (6, 2) e reta
diretriz r : x =—4.

Sabemos que o vértice " da parabola é o ponto médio do segmento F'4 , onde

F=(6.2)e A=(-4,2)cassim ¥/ =[6;24,¥J:» v =(12)].
Pela distancia de V até F encontramos um valor ¢ dado por:
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c=d(V,F)=(6-1) +(2-2)’ =5.

Observe agora que na equagdo ( y—2)2 :20(x—1), obtida anteriormente, aparecem as

coordenadas do vértice x, =1 e y, =2etambém o valor c=5:

2
y—2| =20 x
.; 4.c

-1

Xy

Reciprocamente, a partir da equagdo da parabola, ( y— 2)2 = 20(x — 1) , podemos chegar ao vértice

V e o valor de c, e dai, teremos o foco F' e a diretriz r.
Dada a equagdo (y - 2)2 = 20(x — 1) . Obtemos
V=(1,2)e c=5.

Generalizando, podemos, a partir do foco e¢ da reta
diretriz, determinar o vértice V:(xv, yv) e o valor de

c=d (V, F ) como também a equac¢ao reduzida da parabola.

Veja os casos possiveis.
Caso 1: A reta diretriz r é paralela ao eixo Oy;

Se a concavidade ¢ voltada
para a direita, entdo a
equacdo reduzida da
parabola é:

(y—yv)2 =4c(x—xv).

rx=1-5
vi1.2) F(1+52)
— —
c=5 c=5

:l—__

Se a concavidade ¢é voltada
para a esquerda, entdo a
equacdo reduzida da
parabola é:

(y—yv)2 :—4c(x—xv).

ilustragdes a seguir.

Observagdes: Note que, quando a reta diretriz ¢ paralela ao eixo Oy, o fator da equagido que
contém a varidvel y ficara elevado ao quadrado. Analogamente, se a reta diretriz ¢ paralela
ao eixo Ox, o fator da equagdo que contém a variavel x ficara elevado ao quadrado, veja nas

P
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Caso 2: A reta diretriz r € paralela ao eixo Ox.

.
F
I
I

Se a concavidade é voltada para
baixo, entdo a equagao reduzida
da parabola é:

Se a concavidade é voltada para
cima, entdo a equacgao reduzida
da parabola é:

(x—xv)2=4c.(y—yv). (x—xv)2=—4c.(y—yv).

Faremos alguns exercicios para que possamos assimilar e trabalhar melhor a equagdo reduzida de
uma parabola.

Exercicio 1: Se uma parabola possui equagio x° —4x—12y—8=0, determine as coordenadas do vértice,
do foco e a equacgado da reta diretriz.
Solucio:

Primeiramente vamos fazer o completamento do quadrado na variavel x.

Temos: x"— 4 x=x"—4x+4-4 :(x—Z)2 —4.

2a a2
a=2

Desta forma a equagdo x° —4x—12y—8=0 pode ser escrita na forma:

(x-2) —4-12y-8=0 = (x-2)" =12y +12 = |(x-2)" =12(y+1)|.

Portanto, da equagdo da parabola (x—2)2212(y+1) obtemos V:(Z,—l) e
4e=12= c:%=3.

Como na equagio (x — 2)2 = 12( y+ l) o termo envolvendo a variavel x esta elevado ao quadrado,

entdo pelos casos vistos anteriormente, a reta diretriz é paralela ao eixo 0Ox.
Utilizando o vértice V = (2,—1) e ovalor c=3=d(V,F), encontraremos o foco e a reta diretriz

da parabola esbogando um grafico no plano cartesiano. Observe:

Y

c=d(V,F)=3

S, F2-1+c)=(2,2)
Logo, V :(2,—1), F=(2,2)e a reta diretriz é 2 .
I
r:y=-4. : 0 ! . X.
y & 4 2 ~=Jo I 5 8 10
WV @-1)
I
ry=-4 _ : D(2,-1-c)=(2,-4)
|
I

Exercicio 2: Determine a equagdo da parabola com eixo de simetria perpendicular ao eixo Oy, vértice
V' =(2,0) e que passa pelo ponto P =(6,4).

Solugdo: Fazendo um esbogo grafico do vértice V' =(2,0), do ponto P =(6,4) e partindo do fato que o
eixo de simetria é perpendicular ao eixo (Jy, a nossa parabola tem a seguinte forma:
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Logo, pelos casos ja mostrados anteriormente, a nossa parabola
possui a seguinte equacao:

(y—yv)2 =4c(x—x,) = (y—O)2 :4c(x—2) = |y’ :4c(x—2).
Como o ponto P(6,4) pertence a parabola entio:
4 =4c(6-2)= 16=16c =[c=1]|

Portanto a equagdo da parabola ¢ y* =4 (x — 2) .

=2

No Moodle...

, Vamos nos encontrar na Plataforma Moodle para podermos
discutir, através de exercicios, este conteudo. Espero por vocé.

3.3- Elipse

Em um copo, no formato cilindrico circular, despeje até a metade do copo
um refrigerante de sua escolha. Depois incline o copo e mantenha-o fixo. A figura \

formada pelo refrigerante na lateral do copo ¢ uma ilustragdo concreta de uma
_ ‘*“ Existe outra maneira de se obter

elipse.

uma elipse, em uma tabua pregue dois
pregos e arame neles as extremidades de
um barbante maior que a distidncia entre
os pregos; a seguir desenhe uma linha na
tabua com o auxilio de um lapis apoiado
no barbante, mantendo-a o mais esticado
possivel.

Defini¢fio: Fixado dois pontos F, e F, de um plano, tal que d (F1 , Fz) =2c¢, c¢>0,chama-se elipse o
conjunto dos pontos P = (x, y)cuja soma das distancias d (P,E) ed (P,Fz) ¢ uma constante 2a, com
2a>12c.

Na figura ao lado temos:
(I) F, e F, sao focos da elipse ¢ a distancia focal d (E,F2) =2c;
(II) 4,4, ¢ o eixo maior daelipsee d(4,,4,)=2a;
(1) B,B, ¢ o eixo menor da elipse e d(B,,B,)=2b;

(IV) C ¢ o centro da elipse e ¢ o ponto médio do segmento FF,, A A, B,
d(P,F,)*+d(P,F,)=2
e BB, , e mais, d(CaFi):d(Can):C- (P.,F4)+d(P.F,)=2a

c .. .
V) O numero e =— chama-se excentricidade da elipse.
a

Dada uma elipse de centro C = (xo, Yo ) , temos os seguintes casos:
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Caso 1: O eixo maior

(A1 4, ) paralelo ao eixo Ox;

Neste caso, mostra-se que a elipse pode ser representada

(X—x0)2 (y—y0)2
, pela equacdo reduzida e + = =1, com

b* = a* — ¢ (Teorema de Pitagoras).

Caso 2: O eixo maior

(AlAz) paralelo ao eixo Oy.

. 2 2 2
emais b =a” —c".

Neste caso, a elipse pode ser representada pela equacdo reduzida

2 2

(x—x,) +(y—y0)
b’ a’

A demonstragdo destas equagdes ¢é conseqiiéncia direta da

2 2 2
=1,com b"=a" —c".

definicdo, isto €, se P = (x, y) ¢ um ponto da elipse de centro C = (xo, yo)
e foco F|= (xo +c, yo)e F, = (xo —-c, yo) (eixo maior paralelo ao eixo
0Ox), por exemplo, entio desenvolvendo d (Fl, P) +d (Fz, P) =2a, onde

(x—x0)2 (y—y0)2
2 + 2
a b

czd(C,Fi):d(C,Fz), obtemos a equagdo =1,

Teremos a oportunidade em nossas aulas de discutir o desenvolvimento da equagdo reduzida da
elipse pelo desenvolvimento de d (P, F,)+d(P,F,)=2a.

Exercicio 1: Determinar a equagdo da elipse de centro na origem e eixo maior horizontal, sendo 2a =10e

2¢ = 6 (distancia focal).

Solucio: Temos 2a=10= e 2026:>.

Como b* =a* —¢? entdo b* =25-9=b" =16:>.

2 2
Se o eixo maior € horizontal e o centro € na origem, a equagao ¢ da forma —+ y—2 =1, assim:
&
€1X0 maior
horizontal
x2 yZ B
25 16
x2 y2
Exercicio 2: Determinar os focos e a excentricidade da elipse de equacdo ? +—=1.
Solugéio: Observe que o centro dessa elipse é o ponto C = (0,0) , que Y
2 2
a=9=a=3eque b"=4=b=2. | e=5
- —
Como b =a® —c” entdo 4=9-c* = > =5=|c=+/5|. : : Xy
~ . . ) . F, C F,
Pela equagdo reduzida observamos que o eixo maior (eixo
focal) ¢ paralelo ao eixo Ox. Como C = (0,0) , os focos pertencem ao
eixo Ox.

Logo, os focos sdo F; = —\/3,0 e F, = \/3,0 , a excentricidade ¢é e _c_
1 2

Nl
a 3
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Exercicio 3: Uma elipse tem como equagio 25x° —50x+4)° +16y—59 =0. Escrever esta equagio na
forma reduzida e esbogar o grafico.

Solucdo: Primeiramente, iremos agrupar os termos em X, € os termos em y, e faremos o completamento de
quadrado.

(1) 2557 =50x =250 = 2 x)=25(x> = 2x+1—1= 25[(x—1)2 —1]

e (x-1)
a*=1
(1) 4> +16y =4(y* + 4 y)=4(y2+4y+4—4)=4[(y+2)2—4}.
2a=4 Y
a=2 (v+2)
a*=4

Logo, a equagio 25x° —50x+4y° +16y—59 =0 pode ser escrita na forma
25| (x=1)' =1 |+4] (y+2) =4 ]|-59=0=25(x~1) =25+ 4(y+2) ~16-59=0=

= [25(x—1)" +4(y+2)" =100|
Dividindo por 100 ambos os membros desta equagdo, obtemos a forma reduzida:
2 2
x—1 +2
(=) 2,
4 25

. . 2 .
Observe que neste caso o maior denominador a” =25, se encontra no termo que envolve a variavel
¥ e assim o eixo focal (ou eixo maior) é paralelo ao eixo 0y.

(1) (+2)
4 25

Para esbogar o grafico da elipse =1 procedemos da seguinte forma.

(1) O eixo focal é paralelo ao eixo Oy;
(i) =25 e b> =4, assim b* =a* ~* = 4=25- = * =16=[c=4|

(iii) O ponto C (l,—2) ¢ o centro da elipse. Veja ilustragdo com

essas trés etapas; 1
(iv) determinar F,F,, A, A,, Be B, através dos valores o #F
a=5,b=2 e c=4, ou seja, h "
F,l =(1’_2+4)’ -4 2 0 E 2 4
% sC
F=(1,-2—4), 4 =(1,-2+5), 4, =(1,-2-5), B, = (1-2,-2) ik
o & =d(C,F,)=4
e B, =(1+2,-2). 4 1 TR
(v) Esbogar o grafico com: s 4F,

C=(1,-2), F=(1,2), F, =(1,-6), 4, =(L3), 4, =(1,-7), B, = (~1,-2) e B, = (3,-2).
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No Moodle...

m Vamos nos encontrar na Plataforma Moodle para podermos
discutir, através de exercicios, este conteudo. Espero por voceé.

3.4 — Hipérbole

Para que possamos entender bem a definicdo da hipérbole, iremos primeiramente aprender a
desenha-la. Desta forma realize a seguinte experiéncia.

() em uma extremidade de uma haste (pode ser uma régua), prenda a ponta de um barbante;

(II) fixe as outras extremidades da haste e do barbante em dois pontos distintos, F; e F,, de uma tabua

(a diferenca entre o comprimento d da régua e o comprimento / do barbante deve ser menor do que
a distancias d(F,F,), ouseja, d —[ < FF,);

(I1I) com a ponta de um lapis, pressione o barbante contra a régua, deslizando o grafite sobre a
tabua, deixando o barbante esticado e sempre junto da régua;

Iv) repita a operagdo, invertendo os pontos de fixagdo na tabua, isto ¢, fixe a haste em £, e o

barbante em /| . Conforme a figura.

A figura ao lado construida é denominada hipérbole.

Defini¢dio: Fixados dois pontos F| e F,de um plano, tais que

d (Fsz) =2c,c >0, chama-se hipérbole o conjunto dos pontos

Pz(x, y) de um plano tais que a diferenga, em moddulo, das

distancias d(Fl,P) e d(F2, P) ¢ constante 2a, com 0 < 2a < 2c¢, ou seja,

d(F,P)-d(F,,P)=2a.

Na figura ao lado temos:
(I) F|, e F, sdo os focos da hipérbole, sendo d(F;,Fz):Zc a
distancia focal,;
(I) A4 e A, sdao os dois vértices da hipérbole, sendo

| d(P,F,) - d(P,F,) |-2a

d(Al,Az):d(Fz,Al)—d(Fl,Al)=2a

(IIT) C ¢é o centro da hipérbole, sendo C o ponto médio do segmento
FF,ou do segmento AA,, ou seja d(F,C)=d(F,,C)=c e
d(4,C)=d(4,,C)=a;

c
(IV) O numero e =—, ¢ a excentricidade da hipérbole (note que e > 1, pois ¢ > a)
a

Dada uma hipérbole de centro C :(xo, yo) temos os seguintes \'Y

casos:
Caso 1: Se o eixo focal é paralelo ao eixo Ox, entdo a hipérbole pode ser
2 2
N . (x_xo) (y_yo) bI\"E_
representada pela equacdo reduzida > - > =1, como b
a b Yo F,JA, C 3 A F,

b* = c* —a* (Teorema Pitagoras).
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Caso 2: Se o eixo focal ¢é paralelo ao eixo Oy, entdo a hipérbole pode ser representada pela equacdo

2 2
(y_g}O) ) =1com b*=c’—a’. \Y
\FQ

a b?

Assim como na elipse, a demonstragio dessas equacdes ¢ c
A . e , . y, ;
conseqiiéncia direta da definigdo, isto ¢é, se P:(x, y)e um ponto da : “*B

hipérbole de centro C= (xo,yo) e foco F = (x0 + c,yo)e /An

F, :(xo -, yo) (eixo focal paralelo ao eixo Ox), por exemplo, entdo

/] X
desenvolvendo ‘d(F;,P)—d(FZ,P)‘ =2a, onde 7~ o
2 2
c= d(C,F}):d(C,Fz) , obtemos a equagio (x—;co) —(y_bfo) =1,com b*=c*-a’.
a

Exercicio 1: Obtenha a equacdo reduzida da hipérbole representada abaixo.

Solucio:
Pelo grafico vemos que:
i) C=(4,6), A, =(7,6)e F, :(9,6);
ii) Como d(4,,C)=a,entdo d(4,,C)=3=a;
iii) Como d(F,,C)=c, entdo d(F,,C)=5=c;
iv) O eixo focal é paralelo ao eixo Ox e assim a equagdo da hipérbole

2 2
X=X, -
¢ da forma ( a20) —(y be) =1.
Como b*=c*—-a*=b*=25-9=b=4, entdo a
2 2
(x=4) (v=6) _
16
Exercicio 2: Uma hipérbole tem como equagdo x° —9)° —6x—18y—9 = 0. Escreva-a na forma reduzida.

1.

equagao reduzida da hipérbole acima é:

Solucio: Vamos fazer o completamento de quadrados:
M~ 6 x=x"-6x+9-9=(x-3)"-9
(o) | —

s (x-3)°
a*=9
(1) ~9y* ~18y=-9(y* +2y)=-9()? +2y+1—1):—9[(y+1)2 —1]
Logo a equagdo x> =9y* —6x-18y-9=0 se transforma na equagio

X' =9y7 6 -18y-9=0=>(x~3)'=9-9| (y+1) ~1]|-9=0=

= (x=3)" =9-9(y+1)’ ¥ A =0= | (x-3)" -9(y+1)" =9|

(x=3) (p+1) _
9 1

1.

Dividindo ambos os membros da equagdo acima por 9 teremos:

No Moodle...

m Vamos nos encontrar na Plataforma Moodle para podermos
discutir, através de exercicios, este conteudo. Espero por voceé.

66



4- Avaliando o que foi Construido

Nesta unidade, trabalhamos com as equagodes reduzidas das conicas (Circunferéncia, Parabola, Elipse
e Hipérbole). Tudo que conhecemos hoje sobre a astronomia deve-se, em grande parte, ao estudo das
conicas. Por exemplo, a orbita que os planetas fazem em torno do Sol é descrita por elipses. Isto mostra quao
importante € o estudo das Conicas.

Agora € com vocé! Procure participar das discussdes desenvolvidas no ambiente virtual e sempre
que houver davidas procure seu professor tutor. Lembre-se que o conhecimento matematico ¢ construido
gradual e sistematicamente. Procure formar grupo de estudo e esteja constantemente em contato com a
disciplina, seja revisando, exercitando ou discutindo no Moodle.
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