AULA

Equacoes de prlmelra ordem:
Equacoes separaveis e
Equacoes exatas

META:

Descrever dois métodos de resolucao de E.D.O.’s de primeira or-
dem: o método das varidveis separaveis e o método para equagoes
exatas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar equacdes separaveis e equagoes exatas.

Resolver E.D.O.’s de primeira ordem que sejam equagbes sepa-
raveis e equagoes exatas.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de funcbes de valores reais com
dominio em R, diferenciais e diferenciacdo de funcoes de valores

reais com dominio em R2. Além dos conheimentos das aulas 1 e 2.
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3.1 Introducao

Caros alunos agora sim estamos prontos para aprendermos alguns
métodos de resolugdo de E.D.O.’s. Nessa terceira aula vamos con-
hecer dois métodos de resolucao de E.D.O.’s. Comecaremos com
E.D.O.’s de primeira ordem, onde gastaremos mais duas aulas para
expormos todo o contetido planejado e em seguida partiremos para

E.D.O.’s lineares de ordem superior.

3.2 Equacoes separaveis
Definicao 3.1. Uma equacao diferenciavel de 1¢ ordem da forma

Y~ ga)hy)

¢é dita separavel ou de variaveis separaveis.

3z+4y.

Exemplo 3.1. 1) dy — y2pe ; (separavel). Observe que

dz

podemos separar as variaveis x e y.

2) 22dy + (y — 1)dx = 0 &< % = W, (separavel)

3)% =y +sinz (ndo separavel). Observe que ndo podemos sepa-

rar as variaveis r e y.

Considere uma E.D.O. de primeira ordem separével
dy
= = h 3.5
Y~ gw)hiy) (35)
onde h e g sdo fungoes continuas.
Observe que a E.D.O. (3.5) pode ser escrita na forma

dy _

p(y) o 9(),
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onde p(y) = ﬁ ou ainda melhor na forma

—F(y(z)) = g(x), (3.6)

onde y = y(z) € solucdo da E.D.O. (3.5) e F(y) = [ p(y)dy. De

fato, note que

d dy

—F(y(z)) = g(z) & F’(y)% = g(x),

assim F'(y) = p(y) = F(y) = [ p(y)dy.
Dessa maneira integrando (3.6) com respeito a x, obtemos

F(y(z)) = G(z) +c, (3.7)

onde G(z) = [ g(z)dz e ¢ ¢ uma constante de integragdo. Resol-

vendo esta equagao para y = y(z) acharemos
y(x) = F~1(G(x) + o),

a qual é a solucao procurada.

Observacao 3.1. A funcao inversa de F' sempre existird nesse
caso. De fato, uma vez que F/ = p e p # 0 segue que F € mon6toma

e, assim F possui funcao inversa.
Observacao 3.2. Considere o P.V.L.

d

= g(@)h(y). y(wo) = vo.
Sabemos da discussao acima que F(y(z)) = G(x)+c é uma familia
de solugdes para a E.D.O. dada. Observe que no caso do P.V.I.

dado, a constante de integragao c é exatamente igual a F'(y(xg)) —

G(zo). Assim, a expressao (3.7) pode ser escrita na forma

Fy(z)) = F(y(xo)) = G(x) — G(zo)

(45,
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ou equivalentemente

/yj @dﬂ = /x: g(x)da. (3.8)

Portanto, dado o P.V.I.

dy _

e g(x)h(y), y(wo) = yo

a solucao é obtida quando separamos as varidveis e calculamos as

/yj @d :/x:g(:p)daz.

Exemplo 3.2. Encontre a solugdo geral da equacao

integrais definidas

dy t2

dt — y?
Est ao pod it f 2dy _ 42 o d (90
sta equacdo pode ser escrita na forma y°% = (%) =
t2, onde y = y(t) (y é vista como funcdo de ¢t uma vez que é

supostamente solugao da E.D.O. dada). Assim, integrando com

respeito & t, obtemos

/% (%3> dt = /tht syt) = + o)

Exemplo 3.3. No Exemplo 2.1, afirmamos que a familia de soluces
da E.D.O. dy/dx = —y/z, ou melhor, xdy+ydzx = 0 é y(z) = ¢/x.
Agora vamos resolvé-la e comprovar tal afirmagao?

Resolva a E.D.O. de primeira ordem xdy + ydx = 0. Observe que
1 1
rxdy +yde =0& —dy = ——dz.
Y x
Assim integrando ambos os lados da equagdo acima, obtemos

Inly| = —In|z| + c1 = In|z| ™! + 1.
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Aplicando em ambos os lados da equagdo a funcdo inversa do loga- 3

. . ~ . -1
ritmo neperiano (a funcio exponencial), obtemos |y| = e#l™ +er =

1 _ .
elnlel™ Leer = ¢y |z|~1, onde cy = et. De onde concluimos que

y(z) = £eoz™ !, ou
y(z) =cz™L.

Exercicio Resolvido 3.1. Encontre a solucao do P.V.I.

dy T
—_— = —— 20) = 4.
o=y y(v20)

A E.D.O. dada pode ser escrita na forma

dy d (y*\

Integrando com respeito & x, obtemos 2 + y? = 2.

Note que a familia de solugoes da E.D.O. g—g = —% é dada
implicitamente pela equacio z? + y?2 = ¢, ou seja, a equacdo

G(z,y,c) =0, onde G(z,y,c) = 2% +y? — 2.

Bom, voltemos ao P.V.I.

Z—Z = —g, y(V20) = 4.
Ja sabemos a expressado {mplicita da familia de solu¢des da E.D.O.,
agora 86 precisamos achar uma solucao dessa familia que satisfaca
a condigdo inicial dada. Desde que a solucdo da E.D.O. tenha
que satisfazer y(v/20) = 4, segue (v/20)2 + (4)2 = % e, dai ¢ = +6.
Portanto, a solucdo do P.V.I.é dada implicitamente por 22 4+ y? =
36, ou explicitamente, por y(z) = v/36 — 2.
Observe que se a condicio inicial do P.V.I. fosse y(v/20) = —4, a
solucao explicita seria y(z) = —v/36 — 2.
Observacao 3.3. Vocé ja deve ter notado que quando separamos
as varidveis para resolvermos a E.D.O., nos deparamos com a situ-

agao @dy = g(z)dz. Suponha que y = yp seja um zero da

(a7,
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funcao h(y), ou seja h(yo) = 0. Observe que nesse caso a funcao
y(x) = yo é solugdo da E.D.O. separavel % = g(x)h(y) (solugao
de equilibrio), contudo ela pode néo aparecer na familia de solugoes
obtida pelo método, uma vez que a funcao @ nao esta definida

em y = yo. I 0 que acontece no exercicio seguinte.
Exercicio Resolvido 3.2. Resolva o P.V.I.

dy 2
" , ¥(0) =0

Da expressao (3.8) o P.V.I.dado é equivalente a

yd x
[ [
o y-—1 0

onde estamos considerando y # +£1.

Para resolvermos a integral da esquerda recorreremos a técnica

das fragoes parciais (para mais esclarecimentos sobre essa técnica

veja Stewart (2006a)). Queremos que ﬁ = % + %. Dessa

maneira, obtemos

1 1 1

-1 2@y—1) 2y+1)

Assim,

J=dy = Jlagen — ey = aloly = 1 = glnly + 1 + o1
=1in ‘z%‘ +c1.
Portanto,

vo1 z 1
/ 5 :/ dr < =Iln
o y*—1 0 2

Entao, a solucao procurada é dada implicitamente pela equacao

1
—§ln1:m—0.

y+1

y—l‘

y=1| _
ln‘yﬂ‘ = 2.
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Para acharmos a familia de solucdes da E.D.O. g—g =y —1¢s6

resolvermos a integral indefinida | y;lzl = [ dz. Assim, a familia

de solucoes é dada, implicitamente, por z% = ce?® que se reduz
a (para obter essa expressao final basta somar e subtrair 1 no

numerador)

(2) 1+ce?
r)=—+—.
Y 1—ce

Se ao invés da condigdo y(0) = 0 do P.V.I.dado, quiséssemos re-
solver esta mesma E.D.O. sujeita a condicao inicial y(0)=- 1, seria
possivel achar a solucdo dentre as solucoes da familia encontrada?
A resposta € ndo, observe que nio existe valor para a constante ¢

nesse caso. Observe que a Unica solucao que satisfaz esse P.V.1.é a

solucao de equilibrio y = —1, a qual foi "perdida"pelo método.

Para finalizarmos essa secdo, deixamos como exercicio para vocés

aplicar esse método de resolugao para resolver a E.D.O.
4y — 23 =0

do exemplo 1.3 da aula 1.

3.3 [Equacoées exatas

Antes de falarmos de equagbes exatas é necessario que gastemos
um tempo relembrando de alguns pontos do contetido da disciplina
de Calculo II.

Em Calculo 1I, foi visto que se z = f(z,y) é uma funcdo com
derivadas continuas em uma regido R do plano zy, entao sua difer-

encial total é dada por

_0f .. of
dz = axdx + aydy. (3.9)

3

(49
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Em particular, se f(x,y) = ¢,c € R, segue de (3.9) que

_of, . 9f
0= Gydu+ 5 dy. (3.10)

Em outras palavras, dada uma familia de curvas f(x,y) = ¢, pode-
mos gerar uma equacao diferencial de primeira ordem calculando
o diferencial total dessa familia. Para mais informagoes sobre esse
assunto veja Stewart (2006b).

Exemplo 3.4. Seja f(z,y) = ¢, onde f(z,y) = 4z + 2332, entdo
de (3.10) segue que

(4 + 32%y?)dz + (22°y)dy = 0

que é equivalente a

dy 4+ 3a2y?
dr 2oy

Para o que vamos expor adiante é mais importante inverter o pro-

blema, ou seja, dado

dy 4+ 3a2y?
dr 223y

i

temos equivalentemente que
(4 + 322y*)da + (223y)dy = 0,
onde, por (3.10), pode ser vista reescrita como
d(4z + 2%y*) = 0.

Assim, integrando essa tltima equagdo obtemos uma familia de

443222

5 dy _
solugoes para a E.D.O. 32 = 505y

Definigao 3.2. (Diferencial Exata)- Uma expressao diferencial

M(x,y)dz + N(z,y)dy
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é uma diferencial exata em uma regidao R do plano zy se ela cor-
responde a diferencial total de alguma funcao f(z,y), ou seja, se

M(z,y)dx + N(z,y)dy = dz, onde z = f(z,y).
Defini¢ao 3.3. (Equacao exata)- Uma equagao
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

¢é dita exata se a expressdo do lado esquerdo for uma diferencial

exata.

Exemplo 3.5. A equacio (1 + cos(t + z))dt + cos(t + x)dx =0 é
exata, pois (1 4 cos(t + x))dt + cos(t + x)dx = d(t + sin(t + x)).

Observagao 3.4. Sabendo que uma determinada equacao M (x, y)dx+

N(z,y)dy = 0 é equagao exata, segue pela defini¢ao que existe uma

fungao z = f(z,y) tal que M(z,y)dx + N(z,y)dy = dz. Portanto,
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 < dz = 0.

Logo, para acharmos a solugdo geral da equagdo exata dada basta-
nos resolver a equagdo dz = 0, cuja solugao f(z,y) = ¢,c € R
obtemos integrando ambos os lados da igualdade dz = 0 com re-

speito a z, nao esquecendo que z = f(z,y).

Até agora vimos equagdes que sdo faceis para deduzirmos sua difer-
encial, mas se nos defrontarmos com equacées mais complicadas
pode ficar dificil decidir se a equacao é exata ou nao e obter sua
diferencial, caso seja exata. Dessa maneira, gastaremos um tempo
expondo um teste para identificar se a equacdo é exata ou ndo e

uma vez exata como obter sua diferencial.

(51
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Teste para identificar uma equacao exata

Teorema 3.1. Sejam M(z,y) e N(x,y) fungdes continuas com
derivadas parciais continuas em uma regido retangular R definida
pora<x < B,y <y<?§6. Entao, M(x,y)dx + N(z,y)dy é uma
diferencial exata se, e somente se,

oM _ N

oy ox
A demonstracio desse teorema € muito util no sentido que nos
ensinard como calcular a diferencial, caso a equacao seja exata.
Dessa maneira, vamos a demonstracao!!
Demonstragao: Provemos primeiro que se M (z,y)dz+N(x,y)dy
é uma diferencial exata entéo vale a igualdade 2 dy = %—];[.
Como M (z,y)dr + N(z,y)dy é uma diferencial exata, temos pela
definigao, que existe uma funcao z = f(x,y) tal que
of o O,

M(z,y)dx + N(z,y)dy = dz = 52 ('93/

Assim, M (z,y) = f e N(z,y) = 5 Logo,

9 o of. 9 of. 0
oy M) = 550 = 550 = 5o (NG.w))

pois as derivadas parciais de M e N sao fun¢des continuas. Por-
tanto,

oM  ON

oy or’
A reciproca é o que nos serd muito 1til nos calculos mais adiante.

Agora queremos mostrar que se 24 = 9N ont36 existe uma funcio
Oy Ox

z = f(z,y) tal que M(z,y) = d—i e N(z,y) = df A demostragao

serd obter essa funcao f desde que a igualdade % aM adN é valida.
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Observe que M (z,y) = %, para alguma funcao f(x,y) se, e so-

mente se,
faw) = [ Mlzg)ds +hiy), (3.11)

onde h(y) é uma funcdo qualquer de y. Derivando parcialmente

com respeito & y ambos os lados da equagao (3.11) obtemos

of _ [ OM(x,y)

it dz + ' (y).
3y a9y r+h(y)

Portanto, 0f/Jy sera igual a N(x,y) se, e somente se,

N(z,y) :/%jy)dw—i—h'(y)

ou equivalentemente,

oM (z,y)

W(y) = N(z,y) — 9

da. (3.12)

Observe que h'(y) é uma funcdo apenas de y, enquanto o lado di-
reito da equagao (3.12) é uma fungao das variaveis x e y. Portanto
a igualdade (3.12) s6 faz sentido se o lado direito for uma fungao

apenas de y, e este é 0 caso se, e somente se,

0 OM(z,y) , 1 _ON _OM _
Oz {N(m,y) / y dm}  dx Oy 0

Portanto, se %—]\; %+ %—];f nao existe fungao f(x,y) tal que g—f; =M

e g—g = N. Por outro lado, se %—]\; = %—JX entao noés podemos obter

h(y) =/ [N(x,y)—/%;c’y)dx} dy

. Consequentemente, % =Me g—]yc = N onde

f(w,y):/M(;v,y)dx+/ [N(x,y)—/%jy)dx] dy.
(3.13)

3
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Exemplo 3.6. Encontre a solucao geral da E.D.O.

dy

3t2 2
Y

+ 2ty = 0.
Observe que a E.D.O. acima pode ser escrita na forma
2ty dt + 3t%y* dy = 0.

Note que, pelo Teorema 3.1, essa equacgdo é uma equac¢ao exata
pois

0

)
—(2ty®) = —(3t%?).
ay(ty) ax(?ﬁy)
of

Logo, temos que existe uma funcio f(t,y) tal que G = 2ty> e
g—ch = 3t?y?. Pela demonstracio desse teorema sabemos que essa

funcao é dada pela equagdo em (3.13). Dessa maneira, obtemos
f(t,y) = /2ty3dt+/ [37523/2 — /6ty2dt} dy = t*> + 0.
Portanto,
2ty3 dt + 3t%y? dy = d(t*y?).
Consequentemente, a E.D.O.
2ty dt + 3t%y* dy = 0

é equivalente a

d(t?y®) =0
cuja solucao é t2y% = ¢,c € R.
Obtemos a expressdo da funcao f(¢,y) pela equacdo (3.13), no
entanto aconselhamos que para resolver as equagoes exatas vocés
apliquem o procedimento para se chegar até esta equagao, feito

na demonstracdo do teorema, a fim de evitarmos a memorizagao

de formulas. Ou seja, dado a E.D.O. M(z,y)dz + N(z,y)dy =

0, comece fazendo M (z,y) = % e siga o procedimento da de-

monstragao.



Equacoes Diferenciais Ordinéarias AU_LA

3.4 Obtendo solucao de uma equacao de primeira 3

ordem nao exata

Suponha agora que uma determinada equagao diferencial ordinaria
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3.14)

nao seja exata. Serd que existe uma maneira de torné-la exata?
Ou melhor, nés podemos encontrar uma funcao p(z,y) tal que a

equacao diferencial

w(z, y)M(z,y)dz + p(z,y)N(z,y)dy = 0 (3.15)

seja equivalente a anterior e seja uma equacao exata? (Duas equagoes
diferenciais sfo equivalentes quando solu¢oes de uma sao solugoes
da outra e vice-versa). A resposta é sim. Vamos ver como podemos
fazer isso?

Sabemos da discussao anterior que a condi¢ao para que (3.15) seja

exata é

%(u(w,y)M(:z:,y)) = %(u(w,y)N(m,y))

ou equivalentemente

ou oM o ON
M— — =N— —.
6y+uay 81:+M83:

(3.16)
(Por simplicidade omitimos a dependéncia das fun¢oes com res-
peito & x,y). Portanto a equagdo (3.15) é exata se, e somente
se, u(x,y) satisfaz a equacdo (3.16). Dessa maneira para achar-
mos a fung¢ao p(z, y) procurada, temos que resolver a E.D.P. (3.16).
Como nao sabemos resolver E.D.P. ainda, trabalharemos com algu-

mas hipdteses sobre a funcdo p a fim de simplificarmos a condi¢ao

(3.16).

55 7
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1) Considere p uma fungao apenas de z. Nesse caso (3.16) se reduz

a
oM _ N
d_ll_ay oz

3.17
dz N ( )
Mas, como o lado direito da expressao (3.17) depende das varidveis
x ey e o lado esquerdo é funcao apenas da varidvel x, esta expressao

86 teré sentido se

oM _ ON
% = G(z).
Neste caso, teremos
w(z) = el G dz, (3.18)

Para achar a expressao de i dada acima, basta separar as
variaveis em (3.17) e integrar.
2) Considere p uma funcio apenas da varidvel y. Neste caso o

raciocinio € o mesmo que no caso anterior e dessa maneira obtemos

ply) = el HWw,

ON _ oM

onde H(y) = 222

Observacao 3.5. 1) O fator u(x,y) encontrado nos casos 1) e
2) acima é chamado fator integrante para a equacao (3.14). A
razao para essa nomenclatura deve-se ao fato que uma vez achado
a funcdo p que torna (3.14) exata, podemos facilmente integrar a
equacao e resolver a E.D.O..

2)Nem sempre as equacoes (3.14) e (3.15) serdo equivalentes. Para
que isso ocorra é necessario que u(z,y) # 0 para todo (x,y) no
dominio da funcao.

3) A expressao

oM _ N
oy ox
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¢ quase sempre uma funcdo que depende de x e y. Apenas para
pouquissimas fun¢oes M (z,y) e N(x,y) a expressdo acima depen-
dera apenas da variavel . Uma situacao semelhante ocorre quando
p depende apenas da variavel y. E por essa razio que muitas

equacoes diferenciais ndo podem ser resolvidas.

Exemplo 3.7. Encontre a solugao geral da E.D.O.

2

(% +2ye”)dx + (y + e%)dy = 0.
Essa equacao nao é exata pois %iyj =y + 2e” # %—]X = e”. No

entanto,

= 1.

1 (OM ON\ y+e®
N \ Oy oxr ) y+es
Portanto, esta equacao tem p(z) = el 4 = ¢* como fator de inte-
gragdo. Isto significa que a equagao

Y2

(? +2ye”)dr + (y + e*)dy =0
é equivalente a

Y2

ex(7+2yex)dx+ex(y+ex)dy:0 (3.19)

e esta dltima é uma equagao exata. Logo, existe uma fungao z =

f(z,y) tal que (3.19) se reduz a
dz =10

e assim a solucao de (3.19) é f(z,y) = ¢,c € R. Calculando a
funcdo z = f(z,y) obtemos f(z,y) = %e”” + ye®*. E resolvendo a

expressao f(x,y) = ¢ para y obtemos as solucoes explicitas

y(z) = —e® £ [€2® + 2ce ™)1/

(574
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Novamente gostariamos de enfatizar que nessa questdo usamos a
formula dada em (3.18) para obtermos o fator integrante p(x),
no entanto vocés ndo precisam decorar férmulas e nem queremos
incentivar tal ato. Para ndo decorar féormulas basta que:

1) Dada a E.D.O. (3.14) verifique se a mesma é exata. Caso nao
seja multiplique-a por pu(z,y).

2)Resolva a equagao (3.16) fazendo as hipoteses que p depende
apenas de x (caso 1 apresentado acima) ou que u depende apenas

de y (caso 2 apresentado acima).

3.5 Conclusao

Da aula de hoje concluimos que é possivel com um pouco
de paciéncia e cuidado resolvermos algumas equagbes diferenci-
ais ordindrias de primeira ordem, a saber, aquelas chamadas por

equagcoes separaveis e equagoes exatas.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos a identificar algumas equacgoes difer-
encias de primeira ordem, a saber, equacdes separaveis e equagoes
exatas. Vimos varios exemplos de equagoes separaveis e alguns
cuidados que devemos ter na hora de resolvermos tais equacoes,
pois, em alguns casos, o método aprendido ndo nos da todas as
equagoes da E.D.O. em questao. Vimos que algumas solugoes sao
"perdidas' pelo método.

Vimos também como testar se uma dada equagdo é exata e uma
vez exata como obter a expressdo da diferencial. Algumas equacoes
que nao sao exatas podem ser "tornadas"exatas (na verdade podem
ser equivalentes a equagoes exatas) pela multiplicagdo de um fa-
tor de integracdo pu(z,y) e, dessa maneira, conseguimos facilmente

resolvé-las.

PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula continuaremos com outros métodos de res-
olucao para E.D.O. de primeira ordem. Veremos como resolver
equagoes lineares de primeira ordem, equacoes homogéneas e muito

mals.

ATIVIDADES

Atividade. 3.1. Resolva as E.D.O.’s abaixo

a)y +xy==x
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b) (e — ycosxy)dzr + (2zeY + 2y — x cos xy)dy = 0
c) dy/dt + yv/tsent =0

d) y(z+y+1)de+ (x +2y)dy =0
Atividade. 3.2. Determine o comportamento, quando ¢ — oo,
de todas as solugoes da equacao

dy

dt—l—ay:O,ae}R.

Atividade. 3.3. Considere o problema de valor inicial

dy
_— = 3 = O.
a)Resolva o problema de valor inicial acima.

b) Existe uma tnica solugao para o problema de valor inicial acima?

Justifique sua resposta.

c)E o P.V.L ‘2—? = /¥, y(—4) = 5 tem solucao tinica? Justifique

sua resposta.

d) Determine os pontos (tg, yo) para os quais podemos garantir que

o problema de valor inicial

dy _

= tn) =
o VY, y(to) = yo

tenha solugao tnica.

Atividade. 3.4. Determine uma fungdo y = y(x) cujo gréfico

passe pelo ponto (1, 1) e tal que a reta tangente no ponto genérico

242y
y—2x °

(x,y) tenha coeficiente angular

Atividade. 3.5. Encontre uma solucdo satisfazendo a equagao

diferencial e a condicao inicial dada.
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g—g—i—Qy:f(x),y(()) = 0 onde 3

1, se 0<z<3

0, se >3

Atividade. 3.6. a)Encontre o valor de k para que a EDO seja
exata (y° + kxy* — 22)dx + (32y? + 202%y3)dy = 0.

b)Resolva a EDO dada verificando que a funcao indicada seja um

fator de integracao

6aydz + (dy + 92%)dy = 0, u(x,y) = y*.

LEITURA COMPLEMENTAR

FIGUEIREDO, Djairo Guedes, Equagées Diferenciais Aplicadas.

Cole¢do matematica universitaria. IMPA, 2007.

SOTOMAYOR, Jorge, Li¢des de equagdes diferenciais ordinarias.
IMPA.
ZILL, Dennis G., Equagoes Diferenciais com aplicacdes em mode-

lagem. Thomson, 2003.

3.6 Referéncias Bibliograficas

BRAUM, Martin, Differential Equations and their applications.

Springer, 1992.

(61



Equacoes de primeira ordem: Equacoes separaveis e
Equacoes exatas

(62

ZILL, Dennis G., Equagoes Diferenciais com aplicacoes em mode-
lagem. Thomson, 2003.

STEWART, J., Calculo, volume 1. Editora Thomson, 2006a.
STEWART, J., Calculo, volume II. Editora Thomson, 2006b.



