AULA

E.D.O. lineares de ordem
superior

META:

Descrever todo o fundamento teérico necessario para apresentar as
técnicas de resolucao para E.D.O. lineares de ordem superior.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Reconhecer uma E.D.O. linear homogénea e nao homogénea de
ordem superior.

Descrever as principais propriedades das solugdes desse tipo de
E.D.O..

Aplicar satisfatoriamente o método conhecido por reducao de or-
dem de uma E.D.O. linear homogénea de ordem superior.
PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos das aulas 1 e 2.
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Consideramos que uma
E.D.O. é de ordem supe-
rior quando sua ordem é
igual ou maior do que 2.
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6.1 Introducao

Caros alunos, nessa sexta aula gastaremos um tempo apresentando
definicGes e alguns resultados importantes para o entendimento
das técnicas de resolucao de E.D.O.’s lineares de ordem superior,

as quais nos comecaremos a estudar na aula seguinte.

6.2 [Equacoes diferenciais ordinarias lineares

de ordem superior - Fundamentos tedéricos.

Vale a pena recordar que uma equagao diferencial de ordem n da
forma

an(2)y™ + - + a1 (x)y + ao(x)y = g()
é dita linear. Para uma E.D.O. linear de ordem n, um P.V.I. é da

forma

an(2)y™ + - + a1 (2)y + ao(2)y = g(x) (6.35)
y(z0) = y0,¥' (x0) = v1, -,y = yp_1,

onde g, Y0,y1, * ,Yn—1 SA0 constantes.

Teorema 6.1. Considere o P.V.I. (6.35) tal que an(x),--- ,ap(x)
e g(x) sao fungoes continuas num intervalo I com an(z) # 0 para
todo x € I. Se x = xy € algum ponto deste intervalo, entio ex-
iste uma tnica solug¢io y(x) para o P.V.I. (6.35) definida num

intervalo J C I centrado em xg.

Até que se mencione ao contrario, daqui para frente, toda equacgao
linear mencionada estaré sob as hipoteses do teorema de existéncia

e unicidade enunciado acima.
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Observacao 6.1. Existe também um outro tipo de problema: o 6

problema de valor de contorno, (P.V.C.). A equagao
an(@)y™ + -+ ar(@)y’ + ao(x)y = g(x),

sujeita as condicoes

y(xo) = yo,y(x1) = y1,- -, Y(Tn-1) = Yn—1

é chamado Problema de Valor de Contorno. Esses problemas
se caracterizam pelo fato das condi¢ées de contorno envolverem
apenas a funcgdo, como é o caso apresentado acima, ou as suas
derivadas (v'(x0) = yo,¥' (1) = y1, ¥ (Tn-1) = Yn—1), OU uma
misturas das duas, além da variavel dependente y ou suas derivadas
serem especificads em pontos distintos.

Um problema de valor de contorno pode ter muitas, uma ou ne-

nhuma solugao.

Na subsecao abaixo abordaremos o assunto de dependéncia e inde-
pendéncia linear de funcgoes, o qual serd muito Gtil quando falarmos

de solucao geral de equagoes mais adiante.

6.2.1 Dependéncia e independéncia linear de funcoes

Defini¢ao 6.1. (Dependéncia linear) Dizemos que um conjunto
de fungoes fi, fa, -, fr € linearmente dependente (L.D.) num in-

tervalo I se existem constantes cq,-- - , ¢, nao todas nulas tais que

lel(x) +e 7Cnfn(x) =0

para todo x € I. Caso contrario, dizemos que fi, fo, -, fn s80
linearmente independentes (L.I.) em I, ou seja, se existirem con-
stantes 1, ca, - -+ , ¢y, tais que se ¢1 f1(z)+- - -+ ¢ fn(z), para algum

re€lentaocg =cog=---=¢, =0.
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O termo Wronskiano foi
dado em homenagem ao
polonés e matemdtico
Wronski que viveu entre
1778 a 1853.
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Exemplo 6.1. As fun¢des f1(z) = secz, fo(z) = tan’ v e f3(z) =
1 sa0 L.D. em I = (—7n/2,7/2). De fato, observe que secx =
1 + tan? x para todo = € I. Assim, secx — tan’z — 1 = 0, logo
cp=1,c0=—1,c53 =—1.

A seguir apresentaremos um critério para identificarmos se um
dado grupo de fungoes nao é linearmente dependente. Esse critério
é muito 1til pois ndo temos que recorrer mais a definicdo de funcgoes

L.D. para determinar a independéncia de funcoes.

Critério para independéncia linear de funcoes.

Teorema 6.2. Sejam fi, fo, -+, fx k fungdes pelo menos k — 1

vezes diferencidveis em um intervalo 1. Entdo, se

fi(z) fa() fi(2)
A s@ HC
ACONS S ORI )
em um ponto xog € I seque que o conjunto de fungoes f1,---, fi

serd linearmente independente em I.

O determinante apresentado no teorema acima é denotado por

W (f1, fa,- -+, fx) e é conhecido como o Wronskiano das fun¢oes

flv to 7f/€'
Exemplo 6.2. Considere as funcoes fi, fo dadas por fi(z) =

e cos fr e fao(x) = e*®sen (B, onde «, [ sao nimeros reais tais
que ( é diferente de zero. As funcoes f1, fo dadas sdo linearmente

independentes para todo em R. De fato, observe que

e*® cos Bz e*“sen Bx -
W(f1, f2) = = Be",

e*"lacos Bz — Bsen Bz] e**|asen Sz + [ cos fx]
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o qual é diferente de zero para todo x real. Assim, pelo teorema
acima provamos que f1, fo sdo linearmente independente em R.
Observe que se a = 0, as fungdes f; e fo se reduzem, respectiva-
mente a cos fx e sen Bz, as quais ainda serao linearmente inde-

pendente em R.

A reciproca do teorema acima em geral é falsa, como mostra o
exemplo a seguir, contudo para solugoes de uma classe de E.D.O.

lineares (as E.D.O.’s lineares homogéneas) a reciproca € valida.
Exemplo 6.3. As funcdes fi e fo dadas por fi(z) = 22 e fo(z) =
|z|? sdo L.I., no entanto seu Wronskiano ¢ zero. E um bom exerci-

cio para o leitor interessado provar essa afirmacao. (Use a defini¢do

de fungao modular, ou seja, |z| = z,se x > 0 e |z| = —x,se x < 0.)

6.2.2 Solucoes de equacoes diferencias ordinarias lineares.

Nesta subsecao enunciaremos resultados importantissimos os quais
serao usados adiante.
Equacoes lineares homogéneas
Uma E.D.O. linear de n-ésima ordem da forma
an(z)y™ + -+ ar(x)y’ + ao(x)y =0 (6.36)
¢ dita E.D.O. linear homogénea. Enquanto que
an(@)y™ + -+ a1 (x)y + ao(x)y = g(), (6.37)

onde g(x) nado ¢é identicamente zero é dita E.D.O. linear nao
homogénea.
No texto a seguir, estamos considerando as funcoes ag, a1, - - - an,

dadas acima, continuas em um intervalo I e a,(z) # 0, para todo
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zel.

Principio da superposicao

Teorema 6.3. Sejam y1,ys, - ,yr solucdes da E.D.O. linear ho-

mogénea (6.36) num intervalo I. Entao, a combinagdo linear

y(@) = cryi(z) + - cryr (),
onde ¢1,- -+ ,c sao constantes é também solugao de (6.36) em I.
E facil ver que do teorema acima segue os seguintes corolarios

Corolario 6.1. Seja y1 () solugao de (6.56), entao y(x) = c1y1(x)
é também uma solugao de (6.36), ou seja, mailtiplo de solugao é

soluc¢ao.

Corolario 6.2. Uma E.D.O. linear homogénea sempre possui a

solucdo trivial.

Em geral o corolario 6.2 ndo é vélido para E.D.O.’s lineares nao

homogénea.

Solucoes linearmente independentes

Aqui estamos interessados em determinar quando k solucdes da
E.D.O. linear homogeénea (6.36) sao L.I.. Nesse caso vale a recip-

roca do Teorema 6.2, a saber

Teorema 6.4. Sejam y1,y2,- - , Yk solugdes de (6.36) num inter-
valo I. Entdo, o conjunto de solucées y1,y2, -,y € linearmente

mdependente se, e somente se,

W(yb"' ayk)#o
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para todo x em 1.

Definicao 6.2. Qualquer conjunto yi,--- ,¥y, de n solugdes L.I.
da E.D.O. linear homogénea de ordem n (6.36) em um intervalo
I & chamado de conjunto fundamental de solugoes de (6.36)

num intervalo I.

Teorema 6.5. Sejam yi(z), - ,yn(x) um conjunto fundamental
de solugoes de (6.36) definidas num intervalo I. Entdo, a solugao

geral da equacdo (6.36) nesse intervalo € dada por

Ye(@) = c1yn () + -+ + cayn(2),
onde c1,--- ,cn 840 constantes.

E util vermos a demonstracio desse teorema uma vez que na
demonstracdo usamos fortemente o principio da superposicdo e o
teorema de existéncia e unicidade. Entdo, vamos a prova!!

Demonstracao: A fim de simplificar a escrita, faremos a de-
monstracado para o caso particular n = 2. Assim, seja y(z) uma

solucao qualquer da E.D.O. linear homogénea
az(2)y” + a1(2)y’ + ag(x)y = 0.

E sejam yi(x), y2(x) um conjunto fundamental da E.D.O. acima.
Assim, uma vez que y1,y2 sao L.I. segue, pelo Teorema 6.4, que
W(y1,y2) # 0, para todo x € I. Portanto, seja xg € I tal que
W (y1(zo), y2(z0)) # 0 e seja k1 = G(xo) e ko = ¥'(w0). Se exami-

narmos o sistema

c1y1(xo) + caya(zo) = k1

c1y) (wo) + cayy(wo) = ko

6
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Uma solucao ¢é dita
solucdo geral de uma
equagao diferencial or-
dinaria quando qualquer
solucdo dessa E.D.O.
puder ser escrita no

formato dessa solugao.
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veremos que podemos encontrar de maneira tinica as constantes
€1 € ¢y, uma vez que o determinante da matriz dos coeficientes,
W (y1(zo), y2(20)), € diferente de zero.

Seja G(x) = ciy1(x) + caya(x). Observe que, pelo principio da

superposicao, G é solugao de (6.36) e alem disso note que
G(z0) = c1y1(wo) + caya(z0) = k1

G' (o) = c1yy (o) + cayy(zo) = k.

Dessa maneira, a funcao G é solucao do P.V.IL.

az(z)y" + a1(2)y + ao(x)y = 0,y(z0) = k1,9 (x0) = ka.

Por outro lado, temos que F(z) é solugao desse P.V.1., entdo, pelo
teorema de existéncia e unicidade, isso s6 pode acontecer se g(x) =
G(x), para todo x € I.

Portanto, mostramos que qualquer solu¢ao da E.D.O. (6.36) ¢é es-
crita como uma combinacao linear das fun¢bes de um conjunto

fundamental de (6.36).

Teorema 6.6. (Existéncia de um conjunto fundamental)
Dada uma E.D.O. linear homogénea de ordem n (6.36) existe (e-
ziste, mas em geral nao é inico!) sempre um conjunto fundamental

para esta £.D.O. definido em uwm intervalo I.

Equacoées lineares nao homogénea

Aqui descreveremos como é a expressao da solucdo geral de uma

E.D.O. linear nao homogénea.
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Teorema 6.7. Seja y, uma solugdo particular da E.D.O. linear
nao homogénea (6.37) num intervalo I e seja {y1, - ,yn} um
conjunto fundamental da E.D.QO. linear homogénea associada a
(6.37) em I. Entao, para qualquer solugcio y(x) de (6.37) exis-

tem constantes cy,--- ,c, tais que

y(@) = ye(z) + yp(@), (6.38)
onde yc(m) = Clyl(x) +o Cnyn($)

Demonstragao: Para facilitar a escrita, novamente, faremos a
demonstracao para o caso particular n = 2.

Sejam y(z) e yp(z) solucdes de
az(z)y” + a1(2)y + ao(z)y = g().
Considere a funco u(z) = y(z) — y,(z), entdo
az(x)[y" — yp| + a1 (@)Y — yp] + aoly — yp| = f(x) = f(x) = 0.

Logo, a funcao v = y — y, € solucao da E.D.O. homogénea associ-

ada

az(z)y" + ai(x)y’ + ao(z)y = 0.

Assim, pelo teorema anterior u(x) = c1y1(x)+caya2(z), onde {y1, ya2 }

¢ um conjunto fundamental da E.D.O. homogénea acima. Por-

tanto, y(x) = c1y1(x) + coy2(x) + yp(x).

Dessa maneira, pelo teorema acima, concluimos que uma solugao
geral de (6.37) é dada por (6.38), a qual nada mais é do que a

soma da solugao geral de (6.36) mais uma solugdo particular da

6
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E.D.O. linear ndo homogénea (6.37). Assim, por exemplo, dada

uma E.D.O. linear ndo homogénea
" / x
y' — Ty + 10y = 24e

e uma soluc¢ao particular dessa E.D.O., y,(x) = 6e*. Para achar-
mos uma solucao geral da mesma, basta-nos resolver a E.D.O.

linear homogénea associada
y" — 7y + 10y = 0.

Abaixo descrevemos um teorema que nos sera muito atil na obtencao

de solugbes para E.D.O.’s lineares nao homogéneas.

Teorema 6.8. Seja y,, parai=1,--- , k solugio da E.D.O. linear
an(x)y(n) 4+t (ll(x)y’(x) +ag(x)y = fi(x),i=1,--- k.

Entao,
Yp = Ypy + -+ Yp,

€ uma solucdo particular para
an(l‘)y(n) + -t a(@)y' (x) + ao(x)y = fi(z) + -+ firlz)

No exemplo abaixo explicaremos melhor a importancia desse teo-

rema.

Exemplo 6.4. Queremos encontrar uma solucdo particular para

a E.D.O.
yll
Z+y’+y:x2—2x.

Observe que, pelo teorema acima, como y,, = 2 — 2z + 3/2 é

solucao particular de

!
yz—i—y'—ky:a:

2
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e Yp, = —2x + 2 & solugao particular de

y//
T Y ry=-2,

entdo uma solugdo particular da E.D.O. em questdo serd a soma
das duas solugdes particulares encontradas, ou seja y,(z) = 2?2 —

4o +7/2.

6.3 Reducao de ordem

Uma das propriedades importantes das equacoes lineares é que
podemos simplificar ou em algumas vezes resolver uma E.D.O.
linear

an(x)y™ + -+ + agy = g(x)
mesmo nao tendo um conjunto fundamental para a E.D.O. linear

homogénea associada
an(x)y(n) + -+ agy = 0.

A idéia é reduzir a ordem da E.D.O. linear conhecendo uma solugdo
nao trivial da E.D.O. linear homogénea associada. A essa técnica
damos o nome de redugao de ordem. O exemplo abaixo ilustra

o que falamos

Exemplo 6.5. Considere a E.D.O. linear de segunda ordem
22y + 2%y —2(1 — 2Py =z, 2 € (0, 00). (6.39)

Uma solugdo para a E.D.O. homogénea associada é dada por
y(z) = 2%. Procuremos uma solu¢io para a E.D.O. nao ho-
mogénea acima da forma y(z) = x?u(z). Assim, derivando essa

expressao e substituindo em (6.39), obtemos

22 (2% + 4z’ + 2u) = 23 (2% + 20u) — 2(1 4 2?2 = =z,

(103,
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que organizando fica

4 + 22 1
o+ +x o .
xT X

Observe que podemos considerar esta tltima equagdo como uma
equagdo linear de primeira ordem em u’ (aqui houve a reducao de

ordem). Nesse caso, resolvendo essa equacao linear, obtemos
1 2
/ _ —4 —x2/2

u(m)——x4+clm e

e, integrando temos

1
u(zr) = ~3.3 4+ /a:_4e_x2/2dx + co.
Dai, concluimos que
2 1 2 -4 —x2/2 2
y(x) =1 u(z) = —3— +cix T e dzx + cox
x
¢ solugao geral de (6.39) uma vez que as fun¢oes fx_4e_w2/2 e 22

sao solucoes L.I. da E.D.O. homogénea associada.

A seguir apresentaremos a técnica de reducao de ordem apenas
para E.D.O. linear homogénea de segunda ordem.

Considere uma E.D.O. linear homogénea de segunda ordem
ax(z)y” + a1 (x)y’ + ao(x)y = 0 (6.40)

tentaremos construir uma segunda solucao de (6.40) num intervalo
I conhecendo-se uma solugdo nao trivial, y1(z), de (6.40) definida
em I. A idéia é que (6.40) pode ser reduzida a uma E.D.O. de
primeira ordem por meio de uma transformacao envolvendo .

Seja y; uma solugdo ndo trivial de (6.40), procuramos uma se-
gunda solucao yo de (6.40) de modo que y; e y2 sejam L.I. em

I. Observe que se y; e yz sao L.I. em I, entdo o quociente ys/y1
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nao sera uma constante em I, ou seja, = u(x),z € I, onde

y1(z)

u(zx) # ¢, e ¢ € uma constante. Logo, a solucao procurada é dada

por y2(z) = u(x)y1 ().
O método da reducao de ordem

Considere a E.D.O. linear homogénea de segunda ordem na forma
padrao

y' + P(x)y + Q(z)y =0, (6.41)

onde P, sao continuas em algum intervalo I. Suponha que y; é
uma solucao ndo nula conhecida de (6.41) definida em . Considere

uma segunda solucdo de (6.41) da forma y2(x) = y1(z)u(zx), assim

Yo = 'y +uy;

Yy = u"y1 + 2u'yy + uyy.
Substituindo essas expressoes em (6.41), obtemos
s+ Pyp+ Quz =0 & u'yr + 2u'yy +uy{ + Plu'yr +uyi] + Qugn] = 0
S u'y1 +u2y1 + Pyi] +uly! + Pyi + Q) =0

< u'yp +u/[2y] + Pyi] =0

uma vez que y{ + Py1 + Q = 0 (pois y1 € solucdo da E.D.O.

homogénea). Fazendo v’ = w, temos
yiw' + [2y) + Pyilw = 0 & w' + [2y] /y1 + Plw = 0.

p 1 d
De onde obtém-se 42 + [25—1 + Pldr = 0= 9 + 290 + Pdx = 0.
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Integrando segue que In|wy?| = — [ Pdz + ¢ e assim
CeffP(m)d:E
w=—5—
vi (x)

Entao, como w = v/, temos

( ) /e—fP(a:)dacd p
u(x) =c | ———dx +d.
yi(z)

Portanto, uma vez que ys(z) = u(x)yi(x) segue

( ) / e~ jP(z)dmd p ( )
Y2(x) = cy ———daxr + ayi(r).
’ ) '

Escolhendo d =0 e ¢ = 1, temos
e~ J P(z)dz
y2(x) = yl(ll?)/iQ dx. (6.42)
yi ()
Observe que no decorrer do processo o problema se reduziu a re-
solver uma E.D.O. uma unidade a menos do que a E.D.O. ini-
cial, ou seja, tudo se reduziu a calcular a solucao da E.D.O. w’ +

[2y]/y1 + Plw = 0.

Vamos aplicar esse método 7

Maos a obra Ache a solugao geral da E.D.O. zy”—1 = 0 sabendo

que y = 1 é uma solucao dessa E.D.O..

6.4 Conclusao

Na aula de hoje vimos todo o aparato tedrico que nos aju-
dara a resolver equacoes diferenciais lineares mais adiante. Vimos
que essas equacoes dispdem de propriedades importantissimas as
quais possibilitam que esse conjunto de equacdes possa ser melhor

explorados e, em alguns casos, as solugoes encontradas.
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Na aula de hoje aprendemos algumas propriedades das equacgoes

diferenciais lineares, tais como:

e Combinagdo linear de solugdes de uma E.D.O. linear ho-
mogénea é sempre uma solucdo dessa E.D.O.. Além disso,
a solucao geral para esse tipo de E.D.O. é dado por uma
combinacdo linear de fung¢des que pertencem a um conjunto

fundamental dessa E.D.O..

e A solucao trivial é sempre solucao de uma E.D.O. linear

homogénea.

e [ possivel obter a solucio geral para uma E.D.O. linear
homogénea de segunda ordem conhecendo-se apenas uma
solucdo dessa E.D.O.. Esse processo é conhecido por redugao
de ordem para E.D.O.’s lineares homogénea de segunda or-

dem.

e O processo de reducdo de ordem pode ser aplicado a E.D.O.
lineares de ordem superior, seja ela homogénea ou nao ho-

mogénea.

Além disso, aprendemos um critério para identificarmos se um de-
terminado conjunto de solugoes de uma E.D.O. linear homogénea
é linearmente independente ou nao, para isso usamos o conceito
de Wronskiano desse conjunto de solugoes. Vimos que basta que
o Wronskiano desse grupo de fungoes seja diferente de zero em al-
gum ponto do dominio dessas func¢Ges para que esse conjunto seja

L.I.
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PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula comecgaremos expondo de fato os métodos

para resolucao de E.D.O. lineares de ordem maior do que um.

ATIVIDADES

Atividade. 6.1. Verifique se pode ser encontrado um membro da
familia de solugoes y = c1e® cosx + cee” sinz da EDO y” — 2y +

2y = 0 que satisfaca as condigoes de contorno y(0) = 1,y/(7) = 0.

Atividade. 6.2. Verifique se a familia de funcdes a dois para-

metros
Yy =c1cosT + casinx + xsinz + (cosx)ln(cosx),r € (—m/2,7/2)

¢ a solucao geral da EDO linear ndo homogeénea y” + y = sec .
(Lembre-se que uma solugao geral de uma E.D.O. linear
nao homogénea é a soma de uma solugao de uma solugao
geral de uma E.D.O. linear homogénea com uma solucao

particular dessa E.D.O. nao homogénea)

Atividade. 6.3. Use reducao de ordem para encontrar uma se-

gunda solugao y2(x) para
y" + 16y = 0;y1(x) = cos4x

tal que y1 e y2 sejam L.L

Atividade. 6.4. a)Construa uma EDO de la. ordem linear da

forma xy’ + ag(z)y = g(x) para a qual y. = c/a3 e y, = a3,

onde y. ¢ a solucao geral da equacao homogénea associada e y, é
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uma solucao particular da E.D.O. nao homogénea dada. Dé um 6

intervalo no qual y = 22 + ¢/2? seja uma solucdo geral da EDO.

b)Dé uma condi¢ao inicial y(zg) = yo para a EDO encontrada no

item a) de tal forma que a solucdo do PVI seja y = 23 — 1 /3.
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