AULA

Variacao de parametros

META:

Descrever o método conhecido por variacdo de parametros usado
para resolver equacoes diferenciais ordinérias lineares nao homogéneas.
Além de apresentar o oscilador harménico.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

Aplicar eficazmente o método de variacao de parametros.

Resolver problemas referentes ao oscilador harménico.
PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos da aula 6.
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8.1 Introducao

Caros alunos essa é a nossa oitava aula. Na aula de hoje a-
presentaremos mais um método de resolucao de equacgoes lineares.
Esse método é destinado a resolver equagoes lineares ndao homogénea,
ele é um pouco mais abragente do que o aprendido na aula anterior
pois possibilita resolver equacoes lineares ndo homogéneas com co-
eficientes nao constantes quando se conhece uma solugao geral da

equacao homogénea associada.

8.2 Resolvendo equacoes lineares nao homogéneas.

O método que apresentaremos aqui é conhecido por variagdo de
parametros.

Considere a E.D.O. linear
an(2)y™ + -+ a1(2)y + ao(2)y = g(=),

onde a,(x), -+ ,ao(z) e g(x) sdo fungdes continuas numm intervalo

I, com ap(x) # 0 em i. Quando n = 1 obtemos

y' + P(x)y = f(2),

onde P(x) = ap(z)/ai(x) e f(x) = g(x)/a1(z). Vimos que a
E.D.O. homogénea associada y’ + P(z)y = 0 tem solugdo geral
dada por y.(x) = ayi(z) = cre=J P@dz - Para acharmos Yp(z)
usaremos o método de variacdo de pardmetros, o qual consiste
em encontrar uma fungao u;(x) tal que y,(z) = wi(z)yi(x), onde
y1 € solucao da E.D.O. homogeénea associada, seja uma solugao

particular de y' + P(x)y = f(x).
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Substituindo y,(z) = w1 (z)yi(z) na E.D.O. temos 8

& sy + P@)lunga] = f(2) & yaod + walyf + Plahn] = £(z),

Como y; é solucdo da E.D.O.homogénea a ultima igualdade se

reduz a
= f(x uy(x) = f(@) T
ylul_f( >:> 1( ) yl(x)d :
Assim,
i@

Logo, a solugao geral é
y(q;) = cle_fp(m)dm + e—fP(x)dm/f(x)ef P(x)d:pdx'

Observe que essa expressao é a mesma obtida quando resolvemos,
na aula 4, a E.D.O. linear de primeira ordem utilizando fator in-

tegrante.

Quando n = 2, temos

y' + P(x)y' + Q(z)y = f(x),

onde P(z) = a1(z)/ax(z), Q(z) = ao(z)/az(x) e f(x) = g(x)/az().
Suponha que y;(x) e y2(x) formam um conjunto fundamental para

a E.D.O. homogeénea associada

Y+ P(z)y + Q(z)y = 0.

Assim, procedendo analogamente ao caso anterior, para acharmos
uma solugao particular, y,, da E.D.O. nao homogénea tentemos

encontrar funcées wuy(z), ug(z) tais que y,(x) = ui(x)yi(z) +
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ug(x)y2(x) seja a solugao particular procurada da E.D.O. néo ho-

mogénea y" + P(z)y’ + Q(x)y = f(x). Derivando y,, obtemos

Y, = w1y + uays + uyy1 + uhys

Yp = uiy1 + 2uy) + 2upyh + uayy + usye + uzyy

Sustituindo essas expressoes na E.D.O. nao homogénea, temos que

Yp + P(2)y, + Q(z)yp = f(z)
é equivalente a

ufyr 4 2uiyr + 2usys + wayl + usys + ueys + P(x)[uayl + uays + uiyr + usys]

+Q(z)[uays + uzye] = f(x).

E, organizando, temos

iyl + Pyt + Q@)yr] + uays + P(x)ya + Q(2)y2] + P(z)[uryr + uays

Fuiys + vyt + udys + usys + uiy) + usys = f(x).

Finalmente,

P(x)[uyynr + uhyo] + fE[ufyr + ubya] + why + ubyh = f(2).
(8.47)
Observe que para obtermos a dltima igualdade usamos o fato de
y1 e yo serem solucoes da E.D.O. homogénea associada, ou seja
Yl + P(x)yy + Q(x)y1 = 0 e yy + P(2)yy + Q(x)y2 = 0.
Como queremos achar duas funcoes desconhecidas uq e ug pre-
cisamos de duas equacgoes que as relacionem. Observe que podemos

obter essas duas equacoes tomando como hipdtese que

uyy1 + uhys = 0.

(132
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Dessa maneira, a equagao (8.47) se reduz a 8

uly) + uhyy = f(x).

Portanto para acharmos as duas funcdes u; e ug basta resolver o

sistema

iy + ubys =0

uyy + upyy = f().
O sistema acima pode ser resolvido pela regra de Cramer, a qual
nos da

= 0Ly = B2

T W W

onde W é o Wronskiano das fungbes y; e ys, ou seja

W = det Y1 Y2
YL Yo
E,
0
W1 = det vz 5 W2 = det y
f(x) vy vy f(x)

Integrando as expressoes obtidas para u) e uf, obtemos as fun¢oes

u1, ug procuradas.
Exemplo 8.1. Resolva a E.D.O.
Y’ + 4y = sec(x), —7m/2 < x < /2.

Lembre que antes de qualquer calculo a equacgao deve ser
colocada na forma padrao, como esta jia estA na forma
padrao, prossigamos com os calculos.

Sabemos que uma solugao geral para essa E.D.O. é da forma
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y(z) = ye(x) + yp(z), onde y. é a solugao geral da E.D.O. ho-
mogénea associada e y, uma solugao particular da E.D.O. nao
homogénea dada. Comecemos com a parte homogénea.

Uma vez que a E.D.O. homogénea associada y” + 4y = 0 tem
coeficientes constantes, podemos resolvé-la achando as raizes da

equacao auxiliar

m?+4=0.

Veé-se que as raizes dessa equacao auxiliar sao complexas, as quais
880 m1 = 2i,my = —2i. Assim, a solu¢do geral para a E.D.O.

homogénea é

yc(UC) = (1 €c0os 2% + cosen 2x.

Para resolvermos a parte ndo homogeénea, como a funcao indepen-
dente secx nao é uma funcdo polinomial nem nenhum dos tipos
exigidos pelo método dos coeficientes a determinar, temos que usar,
neste caso, variacdo de pardmetros. Dessa maneira, procedamos
como foi explicado acima. Suponha que a soluc¢ao particular procu-
rada seja da forma y,(x) = u1y1 + uay2, onde y1, y2 sao as funcoes
que aparecem na solucdo geral da E.D.O. homogénea, a saber
y1 = cos2z e yp = sen2x. Assim, derivando y, e substituindo

na equagao, obtemos o seguinte sistema

u} cos 2z + upsen 2z = 0

—2u) sen 2x + 2ul, cos 2x = secz.
Dai,

, Wi —sen2xsecx , Wy cos2zsecz
ul = e —— u2 = = —

W 2 w 2
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uma vez que 8

0 sen2x
W1 = det = —sen 2x secx,

secx 2cos2x

Cos 2x 0
Wy = det = cos 2z sec x
—2sen2x secx

e
cos 2x sen 2x 9 9
W = det = 2cos” 2z + 2sen” 2x = 2.
—2sen2x 2cos2x
Portanto,
2
Uy = —/Mdm = —/sen:ndx =cosx
e
2 1 1 sen? 1
us :/wdx :/—cos:r:d:p—/—sen Tdr = —[2sen x—In|sec z+tan z||.
2 2 2 cosx 2

Portanto, uma solugao geral da E.D.O. dada é

1
y(x) = c1 cos 2a+casen 2x+-cos 2x cos w+sen 2 [sen x— iln\ sec z+tan x|].

8.2.1 Equacoes de ordem superior
O método também se aplica a E.D.O. linear de ordem superior
y™ + Pyi(2)y™ Y - Py(2)y + Po(z)y = f(=).

Se ye(z) = c1y1(x) + - - - + cpyn(x) € a solucdo geral para a E.D.O.

homogénea associada, entdo y,(z) = u1y1 +- - - +upyn. As funcoes

ui, % = 1,--- ,n sdo obtidas integrando as solugdes do sistema
w4+ UL yn =0
uryy e Uy =0
iy + -+ Uy, =0
-1 -1
"+ ™Y = f(@),
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Pela regra de Cramer, temos que

W,
u; = Wz,z =1,---,n
onde
1 0 Yn
/ 0 /
W; = det . I ,i=1,---,n
0
—1 —1
R (ORI
T
I- ésima coluna
e?
1 Yi Yn
/
Yy Y; Y
W = det .1 .Z .n ,i=1,'--,n.
-1 -1 -1
N IR (R

Exemplo 8.2. Resolva a E.D.O.
y" + 4y = sec2x.

Uma vez que a E.D.O. estid na forma padrao, procedamos como
no exemplo anterior, calculemos uma solucao geral para a E.D.O.
homogeénea associada y"”' + 4y’ = 0. A equagdo auxiliar nesse caso
é
3 _
m° +4m =0,
cujas raizes sdo my = 0,mg = 2i,m3 = —2i. Assim, a soluc¢ao

geral é dada por

Ye(x) = 1 + co cos 2z + c3sen 2x.
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E por variacao de pardmetros tentemos obter uma solucao particu-
lar y, para essa E.D.O.. Suponha que y, = u1y1 +u2y2+u3zys, onde
y1 = 1,y9 = cos 2z, y3 = sen 2x. Neste caso, temos que resolver o

seguinte sistema

u) + uf cos 2z + uhsen 2x =0
0 — 2ubsen 2z + 2uycos2x =0
0 — 4uf cos 2z — 4ufsen 2z = sec 2z

Assim, uma vez que

0 Ccos 2x sen2x 1 0 sen2x
Wi = 0 —2sen2x 2cos2z |, Wa=|0 0 2cos2x
sec2x —4cos2x —4sen2x 0 sec2x —4sen2x
e?
1 cos 2x 0 1 cos 2x sen2x
W3 =1|0 —2sen2x 0 W=|0 —2sen2z 2cos2z
0 —4cos2x sec2x 0 —4cos2x —4sen22x
temos que
U/1 _ se(f:c’u,2 _ —1/4,ug _ _tar;Z:c.

Integrando, obtemos

1 1
up = gln| sec 2z + tan 2z|, ug = —x /4, uz = gln| cos 2z|.

Assim, uma solugdo geral da E.D.O. dada é

1 1
y(z) = c1+4c2 cos 2z+cgsen 2z+ gln\ sec 2z+tan 2x|—§ cos Zx—i—gsen (2z)In| cos 2x|.

I
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8.3 Modelagem matematica em E.D.O. lineares
de ordem superior com coeficientes cons-

tantes

8.3.1 O oscilador harmoénico

Estudamos na aula 1 que a equacao diferencial que modela o movi-
mento de um corpo de massa m presso a uma mola considerando

a inexisténcia de forcas de amortecimento e de forcas externas é
r=—-——u,
m

onde k é a constante de elasticdade da mola e m é a massa do corpo

presso a mola. Aqui trataremos desse problema com mais detalhes.
Oscilador harmoénico livre nao amortecido.

Consideremos um corpo de massa m presso a uma mola, cuja cons-
tante de elasticidade é k, livre de amortecimentos e forcas externas.
Se o corpo ao ser presso na mola deslocou-a s unidades de compri-
mento, segundo a lei de Hooke sabemos que a mola exercerd uma
forca restauradora proporcional ao deslocamento sofrido e oposta
a0 mesmo, ou seja, Frest = ks. Ao deslocar a mola s unidades de
comprimento o corpo se encontra parado e dizemos que o sistema,
massa-mola se encontra em equilibrio, ou seja, a forga peso é igual
a forca restauradora da mola, mg = ks.

A forca exercida pela mola terd sinal negativo, pois ela age no
sentido oposto ao movimento. Convencionaremos que os desloca-
mentos medidos abaixo da posicao de equilibrio serdo positivos e

0s acima serdo negativo, como mostra a figura abaixo.
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I ;

POSICAD DE EQUILIBRIO

Figura 8.1: Sistema massa-mola.

Num certo instante de tempo t o corpo é puxado para baixo dis-
tendendo a mola z(t) unidades de comprimento, a qual foi solta
em seguida. Pela segunda lei de Newton esse movimento obedece
a seguinte equagao mg — k(s + x) = ma, onde mg é a forga peso
e k(s + x) é a forga restauradora da mola quando esta é disten-
dida de s unidades (quando o corpo foi presso a mola, lembre que
ks = mg) mais z unidades quando o corpo foi puxado para baixo.
Assim, obtemos a seguinte equacao diferencial
d*x

m—
dt?

=mg — k(z+s) = —kx

ou podemos escrever a equacao que modela o movimento do corpo

livre de amortecimento e forcas externas da seguinte maneira

d’x

2

— +wz=0 8.48

= , (3.49)
onde w? = k/m. Esse movimento é chamado movimento har-
monico simples ou movimento livre nao amortecido. Ob-
serve que a equagao (8.48) é uma equagdo de segunda ordem do
tipo linear homogénea. Assim, ao resolvermos a equacao auxiliar
encontramos duas raizes complexas dadas por my = wt, mg = —wi.

Portanto, a solucao geral de (8.48) é

z(t) = c1 coswt + casenwt, w = \/k/m. (8.49)
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Amplitude de movimento
do corpo presso a mola é a
maior distancia do corpo a
sua posigao de equilibrio.

140

Observe que z(t) ¢ uma fungdo periddica, de periodo T = %” e,

consequentemente, sua frequencia ¢ f = 1/T = 3=. (observe que
como w? = k/m deverfamos ter w = 4+/k/m matematicamente
falando, contudo w tem um significado fisico e, por isso, adotare-
mos w sempre positivo.)

Se ¢; = 0 ou ¢o = 0 podemos facilmente tracar o grafico da solucao
obtida e, dessa maneira, podemos extrair mais informacoes sobre a
solucdo. Contudo, se ¢; # 0 e ca # 0 extrair algumas informagcoes
se torna um pouco mais dificil. A fim de contornar tal fato, pode-

mos escrever a solucao (8.49) de uma outra forma. Dessa maneira,

afirmamos que a equacao (8.49) pode ser escrita na forma
x(t) = Asen (wt + wy), (8.50)

onde A = \/c} +c3 e senwy = &, coswy = 4. De fato, sabemos
que Asen (wt 4+ wo) = A[senwt coswy + sen wg coswt]. Assim, a

fim de que
c1 coswt + cosen wt = Alsen wt cos wgy + sen wg cos wt]

temos

Acoswy = cg, Asenwy = cy.

Logo, da relagdo acima concluimos que as constantes A e wq sao
tais que A = +/c] + 3 e senwy = %, coswg = F.

Portanto, da expressao (8.50) é facil ver que a amplitude de movi-
mento do corpo presso & mola é A. Concluimos que o movimento
de um corpo de massa m presso a uma mola de constante elas-

tica k livre de amortecimento e sem forca externa é periddico,

de periodo T' = 2my/m/k e a amplitude maxima desse corpo é
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A= \/m, ou seja, um corpo nessas condicoes tenderd a os-
cilar indefinidamente periodicamente. Abaixo apresentamos o gra-
fico que descreve o movimento do corpo ao longo do tempo, onde
a amplitude de movimento é 5 e periodo igual a 2w. O grafico da
direita estd defasado 2 unidades de tempo, ou seja, wg = 2. No

grafico da esquerda wg = 0

Figura 8.2 Movimento Figura 8.3: Movimento
livte nao amortecido livre nao amortecido com
defasagem de 2 unidades de

tempo.

Considerando o gréafico da esquerda como exemplo, observe que
os pontos onde o grafico corta o eixo horizontal (eixo do tempo
t) nos mostram os momentos em que o corpo de massa m passa
pela posicdo de equilibrio, x = 0, os pontos do grafico que estao
abaixo do eixo t (ordenada negativa) sdo os pontos cujas orde-
nadas nos ddo a posicao do corpo acima da posicao de equilibrio,
sdo as posigoes correspondentes a compressao da mola e, os pontos
do gréfico que estao acima do eixo t (ordenada positiva) sao os

pontos cujas as ordenadas nos dao a posicao do corpo abaixo da
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posicao de equilibrio, sao as posicées correspondentes a distencao

da mola.
Oscilador harmoénico livre amortecido.

Nesse caso consideramos a situac¢ao anterior sujeita a um amorte-
cimento seja ele causado pelo vento, pelo atrito com alguma super-
ficie ou por outro motivo qualquer. Na fisica as forcas de amorteci-
mento que atuam em um corpo sdo, em geral, proporcionais a uma
poténcia da velocidade instantanea. Aqui, consideraremos que a
forca de amortecimento é proporcional a poténcia unitaria da ve-
locidade, ou seja, a forca de amortecimento tem a expressao vd—f,

onde v é uma constante. Assim, a equacdo de movimento para

esse caso é

A2z dzx

R
a2 T

(O sinal negativo na forca de amortecimento ou atrito deve-se ao
fato que forcas de atrito sdo forcas contrarias ao movimento.) As-
sim, organizando a equagao acima obtemos a seguinte equacao, a
qual modela 0 movimento do corpo com amortecimento mas livre

de forcas externas

2
Iz 5592

2 2
72 7 +wx =0,20 =v/m, w* =k/m (8.51)

Esse movimento é denominado por movimento livre amorte-
cido. Observe que essa E.D.O. é também uma E.D.O. linear
homogénea e, desta maneira, sua solugao geral é obtida por meio

do célculo das raizes da equacao auxiliar

m? + 26m 4+ w? =0,
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a qual nos dam; = —0+vd%2 — w2 emy = —0 — /62 — w2. Assim,

2

teremos trés tipos de solucdo, a depender se 62 —w? é maior, igual

ou menor do que zero. Comecemos com o caso 62 — w? > 0.
CASOI: 62 —w? >0

Se 62 —w? > 0 temos m; = =0 +V02 — w2 e mg = —5 — /62 — w?
nimeros reais e, nesse caso, pelo exposto na aula anterior, a solugao

geral é dada por

2(t) = e e eV W 4 gy VO

Esse caso ¢ chamado movimento livre superamortecido.

Figura 8.4: Movi- Figura 8.5: Movi- Figura 8.6: Movi-

mento livre super- mento livre super- mento livre super-
amortecido y(x) =  amortecido y(z) = amortecido y(x) =
et fe 2, e — 3e72%, —e7% 4 2e72%,

CASO IL:62 —w? =0
Se 62 — w? = 0, temos my = mo = —§. Assim, pelo contetdo da

aula anterior, a solucao geral é
z(t) = cre % + eote ™.

Esse caso é chamado movimento criticamente amortecido.
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Figura 8.7: Movi-
mento livre critica-
mente amortecido

y(x) =e * +xe .

E, finalmente

Figura 8.8: Movi-
mento livre criti-
camnete amorte-
cido  y(z) =

4e™% — 3xe %,

CASO III:6? — w? < 0
Se 62 —w? < 0, temos my = —6 +ivVw? — 62, mg = 6 —ivw? — 62.

Asgsim, pelo conteido da aula anterior, a solucao geral é

Figura 8.9: Movi-
mento livre critica-
mente amorte-
cido y(z) =

—e T 4+ 2xe %,

z(t) = e c; cos Vw? — 62t + casen /w? — 62t].

Esse caso é chamado movimento subamortecido.

Figura 8.10: Mov.
livre subamortecido
y(x) = e *[—cosda—

sen4x].

Figura 8.11:
Mov. livre sub-
amortecido y(z) =

e~ "cos 4x + 2sen 4x).
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Oscilador harmonico forcado. 8

Consideremos agora uma forca externa agindo sobre o corpo de
massa m. Aqui cabe observar que se esta forca for a favor do
movimento ela entrard nas equacoes com sinal positivo, caso con-
trario o sinal serd negativo. Podemos, por exemplo, pensar nessa
forca externa como sendo uma forca periddica que uma pessoa faz
puxando o corpo para baixo toda vez que ele passar pela posi¢ao
de equilibrio. De qualquer forma, seja qual for a forca externa
exercida, a equacao diferencial de movimento do corpo se con-
siderarmos além da forga externa, a forca de amortecimento sera
d?z

meg = —kx — fy‘é—f + f(t). Organizando a equagao, obtemos

d?x dx
— 4+ 20— +wlr = F(t
dt2+ dt+wx (1),

onde 20 = v/m, w? = k/m, F(t) = f(t)/m. Se o sistema sofrer
a acao de uma forca externa, mas for livre de forcas de amorteci-
mento, teremos a equacao

d’x

W +U)2:E :F(t)

Note que as equacgdes acima sao do tipo linear de segunda ordem
nao homogénea. Assim, se a fungao F(t) for do tipo polinomial,
exponencial ou das formas senazx,cosaxr ou combinagao desses,
podemos usar coeficientes a determinar para achar uma solugao
geral, caso contrario a Unica opc¢ao que resta é tentarmos resolver

por variacao de parametros.
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8.4 Conclusao

Da aula de hoje, concluimos que podemos resolver quaisquer
equagoes diferenciais lineares nao homogéneas, bastando para isso
conhecermos a solucao geral da equacao homogénea associada.
Para acharmos a solu¢do particular da E.D.O. nao homogénea

usamos um método conhecido por variagao de pardmetros.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos o método conhecido por variagao de L

parametros, cujo objetivo é encontrar uma solucao particular da
E.D.O. linear nao homogénea. As equacoOes lineares estao ligadas
a varios problemas reais, nesta aula também estudamos detal-
hadamente o oscilador harménico como uma aplicacao para tais

equacoes.

PROXIMA AULA )

Até agora s6 aprendemos a resolver E.D.O.’s lineares homogéneas
com coeficientes constantes. Em nossa préxima aula veremos como
resolver um tipo especial de equacdes lineares com coeficientes va-

ridveis: a Equagao de Cauchy-Euler.

ATIVIDADES

Atividade. 8.1. Resolva cada equagdo usando variagao de parame-

tros

a) vy’ +y = secx

b)y' +y = cos’x

)y —4dy= esz

d) y" + 2y —8y =2e"* — e, y(0) = 1,5/(0) = 0

e) vy +y = tgx.

Atividade. 8.2. Uma mola estd presa ao teto. Quando uma

massa de 30kg é atada & mola, esta distende-se em 12 cm. A

( 147;;
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massa é removida e uma pessoa segura a extremidade da mola e
comeca a balancar para cima e para baixo com um periodo de 1

segundo. Qual o peso dessa pessoa?

Atividade. 8.3. Um peso de 0,5 kg é atado a uma mola de 1,5
m de comprimento. Na posicao de equilibrio, o comprimento da
mola é de 2,48 m. Se o peso for suspenso e solto a partir do re-
pouso de um ponto 2 m acima da posicao de equilibrio, encontre o
deslocamento x(t) se é sabido ainda que o meio ambiente oferece
resisténcia numericamente igual & velocidade instantanea. Clas-
sifique o sistema em amortecido, sub ou super amortecido. Dé a

amplitude desse movimento.

Atividade. 8.4. Uma massa de 2 kg ¢ atada a uma mola cuja
constante vale 32 N/m. Uma forcaigual a f(t) = 68¢ =2 cos 4t atua
no sistema a partir de t = 0. Encontre a equacao de movimento

na auséncia de atrito.

Atividade. 8.5. Uma massa de 0,5 kg é atada a uma mola que
tem constante de elasticidade igual a 6 N/m. A massa parte do
repouso 2 m abaixo da posicao de equilibrio e o movimento subse-
quente estd sujeito a uma forga de amortecimento igual a metade
da velocidade instantdnea. Encontre a equacdo de movimento se

o0 peso sofre a agao de uma forca externa igual a f(t) = 10 cos 3t.
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