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CALCULO NUMERICO Aula 1

Os numeros e o computador

META

Associar os conceitos de algoritmo, representacédo dos
nimeros no computador e implementar célculos
usando algoritmos.

OBJETIVOS

Identificar os tipos de algoritmos, as propriedades e a
forma de armazenamento na memaria do computador.

lino@ufs.br




CALCULO NUMERICO Aula 1

1.1 Introducéo

Com o aparecimento dos computadores na década de 40, muitos problemas
foram resolvidos através da aplicacdo de métodos numéricos, 0 que antes sem a
utilizacdo das maquinas eram inviaveis pelo grande esfor¢o de calculo manual.

Os homens, através do tempo, preocupam-se com formas de facilitar os
calculos, exemplos: o &baco, inventado pelos babilénios, e os kipus inventado pelos
incas.

KIPUS

Kipus

A tecnologia dos computadores foi avancando cada vez mais, em termos de
exatiddo e tempo de execucdo das instrucdes, porém as propriedades da aritmética
Real ndo sdo validas quando sdo executadas no computador, pois a memoria do
computador é finita.

A matematica aborda estes problemas no ramo da Analise Numérica e
Célculo Numérico.

A UFS como outras universidades federais, tiveram computadores desde os
anos de sua fundacado, do tipo IBM, 1130, 360, 3090, e computadores pessoais
Cobra, Itautec e outros. S6 para ter uma idéia o IBM 1130 tinha 8 Kb de memdria
Ram, mas nessa configuracéo, rodava-se o sistema académico, folha de pagamento
e vestibular, claro o nimero de usuérios era bem menor. Epocas do cartéo perfurado,
a linguagem utilizada era o FORTRAN Comercial.

ST
CEE 313

IBM 3090

O estudo da matematica pode ser visto sob dois grandes aspectos:

Matematica Pura e
Matematica Aplicada.

Dentro da matemética Aplicada encontra-se a Matematica Computacional.
Esta usa como ferramenta o computador e utiliza-se da Teoria da Computacdo, da
Teoria da Informagéo e da Teoria dos Algoritmos.

A matematica computacional pode ser dividida em trés areas:

Matematica Simbdlica

Matematica Grafica
Matematica Numérica

lino@ufs.br




CALCULO NUMERICO Aula 1

A matemética Simbdlica trata dos dados em forma literal, obtendo uma
solucdo exata ndo numérica. E também chamada de matematica ndo-numérica. Por
exemplo, provar teoremas utilizando o computador para construir ou verificar
sequéncia de inferéncia l6gica que conduzam a demonstracao.

A matemética Gréfica trabalha com dados de forma grafica e o resultado
também € um gréfico. As aplicacbes podem ser divididas em trés areas:
Processamento de imagens, Reconhecimento de Padrdes e computacdo Grafica
Gerativa.

A mateméatica Numérica trata da solucéo de problemas matematicos através
do computador e dar como resultado aproximacées numeéricas. Ela engloba varias
disciplinas, tais como: Céalculo Numérico, Andlise Numérica, Aritmética
Computacional, Algebra Numérica, Estatistica Numérica, etc.

O Calculo Numérico usa métodos construtivos para a solucdo dos
problemas, e utiliza s6 operacdes aritméticas elementares { +, -, *, / } e através delas
sdo implementadas as demais operacdes mais complexas. A forma como é
implementada no computador, o processo de calculo para a solucdo do problema
denomina-se Algoritmo.

Algoritmo, em geral, € uma sequéncia finita de passos e operacdes
ordenadas que levam a solugcéo de um problema.

Os algoritmos podem ser numeéricos e ndo numericos. Os algoritmos
numeéricos sao aqueles que utilizam operacgdes aritméticas.

Exemplos de algoritmo ndo numérico:

e Uma receita de bolo
e Trocar um pneu de um carro
e Construir uma casa

Exemplos de algoritmo numérico

e Multiplicar duas matrizes Anxp * Bpxm
e Calcular o sen(x) por uma soma de Taylor
e Calcular as raizes de um polinémio de grau 2

Um algoritmo de boa qualidade deve ter as seguintes caracteristicas:

Inexisténcia de erro l6gico

Inexisténcia de erro operacional
Quantidade finita de calculos

Critério de exatidao

Independéncia da maquina

Os limites do erro devem convergir a zero
Eficiéncia

NogahkwNpE
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CALCULO NUMERICO Aula 1

1.2 Tipos de Algoritmos

Algoritmo por computacao discreta
E obtido por uma seqiiéncia de computacdes elementares.
Exemplo: Algoritmo de Baskara

Algoritmo por enumeragéo
E o tipo de algoritmo que experimenta todas as possiveis respostas em uma
certa ordem para encontrar a melhor solugéo do problema.
Exemplo: Busca do melhor caminho em grafos.

Algoritmo iterativo
O algoritmo iterativo ou repetitivo encontra uma série de respostas
aproximadas que gradualmente vao se aproximando da resposta cor reta até que um
critério de parada seja atingido por exatiddo ou numero de repeticdes.
Exemplo: Gera em forma repetitiva uma sequéncia de valores, que
devera se aproximar a solugdo. Tera essa seqUéncia uma propriedade de
convergéncia. Algoritmo de Newton para zeros de funcgodes.

Algoritmo por divisdo e conquista

O problema é dividido em varios subproblemas do mesmo tipo, mas
menores, que podem ser resolvidos diretamente ou subdivididos novamente, usa-se
esta técnica, até que todos os subproblemas possam ser resolvidos.

Exemplo: Dado um intervalo [a,b] onde uma funcdo continua troca de
sinal, f(a)*f(b) < 0. Encontrar o f(c)=0. O algoritmo da bissec&o divide o intervalo na
metade e verifica nas partes onde continua trocando de sinal, descartando a outra
parte.

Algoritmo por tentativa e erro
Este algoritmo procura uma possivel solugcdo(tentativa). Caso esta nao
seja (erro), volta a busca segundo novos critérios. E assim por diante.
Exemplo: Encontrar o menor n tal que (n2 +1)/n! < 10-5, paran Z,

Algoritmo guloso
Este algoritmo é usado em problemas de combinatéria, onde se busca uma
solucéo rapida. Em um processo de escolha sempre € eleito o mais barato.
Exemplo: Na busca de caminhos em grafos por camadas, em cada
expansao de um no escolhe-se 0 menor se é custo, ou 0 maior se € lucro. A solucéo
ndo é a melhor, mas ela é sub-6tima.

lino@ufs.br
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1.3 Solucéo de um Problema usando o Computador

Para resolver um problema utilizando o computador devemos seguir pelo
menos as seguintes etapas:

1. Selecionar a area onde se encontra o problema no mundo real.

2. Formalizar o problema, levantando informagdes relevantes ao
sistema, com a finalidade de estabelecer um modelo que se
aproxime ou simule tal problema.

3. Modelagdo do problema, neste nivel deve ser feita a abstracao
dos dados, identificando-se objetos, operacdes, e variaveis.

4. Escolha do algoritmo eficiente, definindo a estrutura légica do
algoritmo.

5. Implementagdo do algoritmo, neste nivel escolhe-se a maquina e
a linguagem a ser utilizada para a definicdo fisica e programacao
do algoritmo.

6. Validacao dos resultados.

1.4 Representacao dos numeros no computador

O computador é construido ao redor de uma Unidade Central que
compreende:

Memoria Central

Unidade de Caélculo (aritmética e l6gica)
Unidade de Controle

Unidades de entrada e saida

A memaria central estd composta de um conjunto de células elementares
idénticas (BIT), agrupadas em numero de capacidade fixa; cada grupo representa um
BYTE de oito pontos magnéticos; estes grupos estdo numerados de zero a n, e 0
numero de cada um deles € denominado endereco.

O armazenamento dos numeros é feito nestes grupos de células. Numa
maquina digital, cada célula tem dois possiveis estados, que podem ser
representados como positivo e negativo, ligado ou desligado e 0 ou 1.

Na memodria do computador cada niamero € armazenado em um conjunto
fixo de bits, sendo o primeiro o bit de sinal.

h_l
=yl Eb)

woad [1i-ths. Tyl

Bit e Byte

Existem dois modelos de representacdo dos numeros: Ponto fixo e Ponto
flutuante.

lino@ufs.br °
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O sistema de ponto fixo € representado em duas partes; uma parte inteira e
outra fracionaria em uma certa base numérica. A notacdo é P(b,n,f) onde b é a base
utilizada, n o numero de digitos da parte fracionaria f.

Este sistema ndo funciona para nUmeros muito grandes ou muito pequenos.
Por exemplo, o nimero de Avogadro 0.60225x1023 moléculas por mol ndo poderia
representar-se neste sistema. A implementacédo desta representacdo como produto
de uma fragcéo e poténcia de 10 esta no sistema de ponto flutuante.

Definicéo 1. - Um nimero X que é representado em ponto flutuante tem a forma:
X=mbe;m(-1,-0.1]1[0.1,1) ;e Z
onde:

m € a parte fracionaria chamada mantissa
b é a base numérica utilizada
e € 0 expoente ou caracteristica

Exempilo:
Se N=234,789, X=0,234789 x 103 ou X=0,00234789 x 105

Definicdo 2. - Um nuamero ponto flutuante esta na forma normal (normalizado) se o
valor da mantissa m pertence ao intervalo (-1,-0.1] [0.1,1).

Exemplo:

Se X =0.0154 x 10-2, a forma normalizada € igual a 0.154 x 10-3

Definicdo 3. - Diz-se que um numero representado em ponto flutuante estad na
“Forma Standard t digitos na mantissa” se ele esta normalizado e esta mantissa tem
exatamente t digitos. Se a mantissa tiver mais de t digitos entdo arredondar o digito
t+1 assim:

Se o (t+1)-ésimo digito for igual ou maior que 5 entdo o t-ésimo digito é
incrementado em 1.

Em outro caso, os t primeiros digitos sdo considerados como mantissa.

O sistema de ponto flutuante é representado por F(b,t,el,e2) onde:

b é a base

t o nimero de digitos na mantissa
el é o menor expoente

e2 é 0 maior expoente

Exemplos:

1. Seja t=8, N=0,8934572834 o0 numero esta normalizado t digitos na
mantissa como X=0,89345728 x 100

2. Sejat=5, N=3,14159 entdo X=0,31416 x 10

lino@ufs.br
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Como se pdde observar nestes dois casos 0S numeros originais néo
puderam estar representados completamente para esses computadores hipotéticos,
por tanto os valores armazenados sao aproximados.

1.5 Resumo

Nesta aula, vocé verificou que o armazenamento dos nimeros nem sempre € exata
guando eles sdo transformados para uma base diferente da decimal. Isto acarreta
uma aproximacgdao, por tanto ha existéncia de erro, assunto que veremos na proxima
aula.

1.6 Atividades

1. Seja o0 numero N = 56783945783245 e um computador com t=8, qual é a
representacéao em ponto flutuante, precisdo simples, e em precisédo dupla?

2. Verifique se as duas expressdes a seguir podem ser usadas para calcular a
abscissa da intersecao da reta,que passa pelos pontos (x0,y0) e (x1,yl) , com o
eixo X. x=(x0yl — x1y0)/(y1-y0) e x=x0- [(x1-x0)y0]/(y1l-y0)

3. Usar os pontos (1.31, 3.24) e (1.93,4.76) e t=3 digitos, calcule o x usando as
formulas do exercicio 2. Comente.

4. Cada computador tem o “t” numero de digitos que trabalha, o algoritmo que segue
calcula este numero (resultado em j)
Pl.e=1
P2.j=1
P3. Enquanto 1+e > 1
=i+l
e=e/2
Fim enquanto
P4. Mostrar |

A implementacédo na linguagem do Scilab

e=1;

=L

while 1+e > 1
=i+,
e=e/2;

end

j

lino@ufs.br
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1.7 Comentario das atividades

Os exercicios 1 a 3 é para fixar as definicdes de ponto flutuante.
O exercicio 4 é interessante para descobrir o nimero t e também um 6timo exercicio
para iniciar na programacao no software ScilLab.

1.8 Referéncias

CUNHA, Cristina. Métodos Numeéricos. 22 Ed. Campinas SP: Editora da UNICAMP,
2003. ISBN: 85-268-0636-X , CDD — 620.00151
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CALCULO NUMERICO Aula 2

Erros

META

Conceituar o erro, as fontes e formas de expressar
estes erros, propagacdo dos erros em operacdes
aritméticas formula geral e problemainverso.

OBJETIVOS

Resolver problemas praticos de erros em fun¢gfes de n
varidveis e calcular a cota para o erro em processos
infinitos.

2.1 Erros

lino@ufs.br
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Na aula anterior vimos que nem sempre a aritmética computacional coincide
com a aritmética real.

Por exemplo, o numero 11, namero irracional com infinitos digitos, ndo é
possivel ser armazenado na memoria do computador por ela ter tamanho finito e fixo.
Ao armazenar este na forma standard, ocorre uma aproximacéo do valor exato. Logo
existe um erro. Neste caso, de arredondamento.

2.2 Tipos de Erros
Pela fonte onde sao produzidos estes erros podemos classifica-los como:

Erros de modelacdo

Erros inerentes aos dados de entrada
Erros de arredondamento

Erros de truncamento

Os erros de modelacdo sédo provenientes da simplificacdo das situacdes
reais que se faz através do modelo, ignorando-se certos aspectos do mundo real.

Os erros inerentes séo os erros cometidos nos valores dos dados, causados
pela inexatiddo das medidas tais como distancia, tempo e temperatura, e que Sao
medidos por instrumentos limitados, por enganos pessoais ou pela natureza.

Os erros de arredondamento sdo o resultado da representacdo de um
numero numa maquina.

Os erros de truncamento sdo erros cometidos pela aproximacdo de um
calculo infinito por outro finito.

Definicdo 4. - O erro absoluto € definido como a diferenca do valor exato e valor
aproximado.

€=Ve-Va
onde:
€ € 0 erro absoluto
Ve € o valor exato
Va é o valor aproximado
O médulo do erro absoluto (erro absoluto maximo) é o valor absoluto de:
|e|=|Ve-Val|
O erro relativo é representado como o erro absoluto dividido pelo valor exato
d=¢/Ve =~ e/ Va

Obs. Usa-se o valor aproximado Va se nédo se conhece o valor exato Ve

lino@ufs.br
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O erro percentual é representado como:

P =1000

2.3 Propagacéao do erro nas operacdes aritméticas

2.3.1 Erro na soma e diferenca

P1. Seja Vaz = Va; = Va,

P2. Seja Vesz = Ve; = Ve,

P3. g = Ve - Va, , i= 1,2,3

P4.Vasz + €3 = (Va1 + 81) + (Vaz + 82)
P5.e3=¢1 ¢

P6. [e3| = |€1 £ €9

P7. |es| < |e1| + |€2

2.3.2 Erro no produto

P1. Seja Vaz =Va; . Va,

P2. Seja Vez = Ve; . Ve,

P3. & =Ve;- Va;, i= 1,2,3

P4.Vas +e3=(Va; +€1) . (Va, + ¢)
P5.Vaz+ez3=¢€l.¢,+€;.Va,+Va, . €+ Va; Vay
P6.e3=¢1.€6+Vay. e +Va;. &
P7.e3/Vaz=(Vay. &1 +Vay. e, +€;1.€)/ Vas
P8.03=0,.0,+0;1+ 0>

P9. |63| = |61 .0+ 01 + 62|

P10. 03] = |01] . |[O2] + |01] + |02

2.3.3 Erro na divisdo

P1.Seja Vaz =Va; / Va,

P2.Seja Ves = Ve: / Ve,

P3.£i =Ve;- Va;, i= 1,2,3

P4Vaz + e3 = (Va1 + 81) / (Vaz + 82)
P5.Vaz+€3=(Val+¢).(1/Vay).(1+¢e/Vay)*
P6.Vaz + g3 = (Va1 /Va, + €1/ Vaz) . (1 -/ )
P7.€3=(Va2.¢1-Val.e€2)/(Va2)

P8.€3/Va3 =(1/Va3).(Va2.el-Val.e2)/(Va2)

P9. 83 =01-02

P10.|163 | = |61 - 82|

P11.183] < |61] + |82]
Exemplo 1:

lino@ufs.br

(Hipétese)

(Hipétese)

(def. de erro absoluto)
(P2 e P3)

(P4,P1)

(definicdo de modulo)
(desigualdade triangular)

(Hipotese)

(Hipotese)

(def. de erro absoluto)
(P2 e P3)

(P4)

(P5eP1)

(def. de erro relativo)
(def. de erro relativo)
(def de médulo)
(desigualdade triangular)

(Hipotese)

(Hipotese)

(def. de erro absoluto)
(P2 e P3)

(P4)

(PS)

(P6)

(P7)

(P8 def. erro relativo)
(P9 Mdbdulo)

(P10 desig. triangular)
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Sejam 0s nameros irracionais m = 3.1415926535897931159980...e
V2 = 1.4142135623730951454746 ... (valores dados pelo SciLab , %pi e sqrt(2) com
format(25)), que devem ser armazenados em uma maquina de t=8 digitos na
mantissa. Qual é o erro absoluto para ™+ V2 e param* V2 ?

Os valores de m = 0.31415927 * 10! e 2 = 0.14142136, estdo na forma
standard normalizada.

Observe que as mantissas foram arredondadas. Pela definigdo de erro
absoluto:

&r = 3.1415926535897931159980 ... — 3.1415927 = —0.0000000464102067887495 ...
e7 = 1.4142135623730951451746 ... — 1.4142136 = —0.0000000376269049251476 ...

Eniyz) = &n + &z = —0.0000000464102067887495 ... — 0.0000000376269049251476 ...
= —0.0000000087833018636019 ...

Eqwz) = M*E7 + \/E*en+ Ex * &3
= 3.1415927 = (—0.0000000376269049251476) + 1.4142136
* (—0.0000000464102067887495) + (—0.0000000376269049251476)
% (—0.0000000464102067887495) = 0.0000927299886941268531

Exemplo 2:
Qual o erro maximo para um namero x com t digitos na mantissa, se ele e
arredondado?

O digito t é acrescentado uma unidade se o digito t+1 = 5 , em outro caso
nao se modifica. Entdo os valores do digito t e digito t+1 poderdo sert0,t 1,t 2t 3 out
4 ou (t-1)5, (t+1)6, (t+1)7, (t+1)8 ou (t+1)9, fazendo parte do valor exato, e 0s
respectivos erros €o,€1,€2,€3,€4,€5,€6,£7,68,€9 S€rdo menores que 0.5x10™,

2.4 Formula geral para Erros

Seja uma funcéo diferenciavel y = f(x).
Uma variacao de x em um (x) faz que mediante a funcéo f haja uma variacao
dey, assim:

Aly) =[x+ () ]-f(x),

considerando A(x) um valor muito pequeno, ou seja, uma quantidade que
represente um erro em x. Utilizando f teremos uma variacédo de y, chamada de A(y), e
gue representara o erro emy ou da funcgéo f.

Se em A(y) =f[ x + A(X) ] - f(X) multiplicando e dividindo o segundo membro
por A(X) temos:

Aly) ={f[x+A(X) ] - f(x) } AX) / A(X)
Aly) ={f[x+AX) 7 AX) - f(x) / A(X) } A(X)
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A(y) = f(X) Ax, considerando Ax muito pequeno
ley | = [F(X)] [ex]

Em geral seja:
u =f (X1, X2, X3,..., Xn)
seja:
&, parai=1,2,3,...,n
0s erros absolutos dos argumentos de f, entdo o erro absoluto de u é:
€u = (0f / 0X1) €x1 + (0F ] OX2) €x2 + ... + (O / OXN) €xn
leu| = [(OF 1 OX1) €x1 + (OF [ OX2) €x2 + ... + (OF / OXn) Exn
leu] = [(OF 1 0X1)| |exa| + |(BF / OX2)| |€xe| + ... + |(OF I OXn)| |€xnl
Ou < |(0f / 0xa/u) €l + [(OF / OX2/u) €xo| + ... + |(OF ] OXn/U) Exn
Exemplo:
Achar o maximo erro absoluto e relativo do volume de uma esfera se o
diametro D = (3,7 £ 0,05) cm, I = 3,14.
V =1/6 N D*=V(MN,D) (funcdo em duas variaveis)
Observe que é considerada uma variavel porque tem erro.

ep 0,05 en =0,0016

oV /an =1/6 D° = 1/6 (3,7)° = 8,4421666
oV /aD = 1/2 N D? = (1/2) 3,14 (3,7)* = 21,4933

ev = (0V /oMen + (0V / 0D)gp =
< 8,4421666 (0,0016) + 21,4933 (0,05) =
< 0,01350746656 + 1,074665 = 1,08817246656 cm®

Sv < 1,08817246656 / 26,508403 = 0,041050 ou

dv < (1/6 D® e +1/2 N D? £p)/(1/6 M D)

OovsOn+30p

Sv < (0,0016/3,14) + 3(0,05/3,7) = 0,0005095 + 0,0405405 = 0,04105

2.5 Problemainverso do Calculo de Erros

O problema inverso do calculo de erros consiste em encontrar 0os erros dos
argumentos de uma fungéo dado o erro da funcéo.

Seja a funcéo:
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U =f (X1, X2, X3, X4, ..., Xn)

dado o erro em u determinar 0s erros para Xi, Xz, X, Xa, ..., Xn.

Este problema ndo tem solucdo analitica exata, jA que temos n incégnitas
para uma Unica equacao.

Para poder dar uma solugcdo a este problema h& que se considerar
restricbes a fim de reduzir o problema a uma equagéo e uma incognita.

Uma alternativa para esta redugao é considerar “O principio de Efeitos
iguais”, hipotese que usa-se em estatistica. Este principio supde que as leis fisicas
atuam da mesma maneira para uma acao produzindo efeitos iguais.

Extrapolando esta idéia para o problema inverso do calculo de erros surgem
as seguintes hipéteses:

| . Os erros absolutos séo iguais para X1, X2, ..., Xn.

Il. Os erros relativos sao iguais para X1, X2, ..., Xn.
[1l. A funcdo u contribui no erro total.

2.5.1 Hipotese |

Pl. g =€x =63 =...= xn =Kz (Hipotese)
P2. ¢, € conhecido (Hipotese)
P3. e, =) (0f /0xi) &,1=1,2,...,Nn (def. de €)
P4. g, = ky Y.(0f / 0xi) (P3, P1)
P5. k; = €,/ X,(9f / 0xi) (P4)

2.5.2 Hipotese |l

P1.0x1=0x2=...=0xm=ko (Hipotese)
P2. ¢, é conhecido (Hipotese)
P3.e,= ) (0f /0xi) & ,i=1,2,...,n (def. de ¢€)
P4.e, =Y (0f /Oxi)eg xi/xi,i=1,2,..,n (P3)
P5.e,=)(0f /oxi)xi&,i=1,2,...,Nn (P4)
P6.e,=k2 Y (of /oxi) xi,i=1,2,..,n (P5, P1)
P7.ky=¢,/ % (0f Joxi)xi,i=1,2,..,n (P6)

2.5.3 Hipotese lli

P1. (of / 9x1) x1 = (0f / 0x2) x2 =... = (9f / 9xn) xn = k3 (Hipotese)
P2. g, € conhecido (Hipotese)
P3. g, = Y (0f /0xi) & , i=1,2,..,n (def. de €)
P4.e,=nKks (P3, P1)
P5. ks=¢,/n (P4)

2.6 Erros de Truncamento
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Erro cometido ao aproximar um célculo infinito por outro finito.
Exemplo 1:
X01 X11 X21 X31 ery Xn, Xn+1,

X1 = F(Xo)
Xo = F(X1)

Xn+1 = F(Xn)
Xp = X*

Seja ¥ uma solucdo aproximada da sequéncia { X, } que converge a x* no
limite.

X — valor aproximado
x* — valor exato

X* = 1lim,,_ X,

X0y X1, X2, veny X, oo = X*

£=Ve'Va=X*'f
onde € é o erro de truncamento.

Exemplo 2
Seja uma funcéo f(x), n vezes continua e diferenciavel, num intervalo [a,b].

f(x) = ¥ fll,(la) (x — a) Série de Taylor
se a =0, Série de Mac-Laurin

Célculo da funcéo sen x, isto é, expressar como uma série de poténcias

Solucéo:
f(x) = sen x f”(x) = -cos x
f(x) = cos x f”’(x) = sen x
f(x) = -sen x f7”(x) = cos x

funcdo trigonométrica ciclica

Paraa=0:
f(0)=0 f7(x)=-1
f(0) =1 f’(x)=0
°(0)=0 f7’(x) =1

0 1 0 1 0
—_ _ 0 _ _ 1 _ _ 2 _ _ 3 _ _ 4
senx = 0!(x 0)° + 1 (x—0) +2!(x 0) +3!(x 0) +4! (x—0)*+

lino@ufs.br




CALCULO NUMERICO Aula 2

‘
\

x3  x®
Senx—x——+§—---

Zl+1

senx = ——(-1){, x —radianos

izo (2i+1)!

—(-Di=V

i=o (21+1)I

( )l_

o (21+1)I

x21+1

£:Ve Va— i= k+1m(_1)i

Estima o erro - Encontrar uma cota superior para o erro.

Teorema: “Seja a série Y- ,(—1)* , tal que |uo| > |us| > |uz| > |ua| > ... > |Un| > |Unaa] > ...
alternada e convergente, entdo Y2 ,(—1)" < |Uk+1]

2i+

Para a série sem x : U =~ 0 < x < /4
(2i+1)!
x2i+1 x2i+3 x2i+1x2
> =
i+ ! 2i + 3! QRi+D!Ri+2)(2i+3)
x2i+1 x 21+1
Qi+ DRI+ 2)(2i+3) (21 +1)!
Para a funcéo sem x:
x2k+3
< |Gk +3)!
Exemplo:
Determinar o erro de truncamento para o calculo de sen 30° pela formula de
Taylor.
Solucéo:
x3 x° x7 x°
Senx—x—— E—? g
300 = o T T _@/6)  (m/6)°(n/6)’
S S T T T 6 6.20
x7 B (71'/6)37

e <TIT Te

S():x
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S =2 =5 1
17 32 0'3.2( )
X3 X2 2
S, =—.—=8.—(-1
273245 14.5( )
x> x2 x2
53—_'.5—52.5(_1)

X2
5j

=S+ Y

Célculodo e :

f(x) = *
Fazerx=1-1f(1) =e
f(x) = e f’(x) = e"...

B 1
e= ).
i=0

f0)=e®=1
f0)=e’=1

Parax=1-e=1+~+—+—-+—+-+
o! 1! 2! 31 4l

«+=1+1+0,5+0,1666

e = 2,6666
er=Vi-Vo= ) =
i=k+1
L xl xk+1 xk+2 xk+3
,_Zlﬂz(k+1)!+(k+2)!+(k+3)!+"'
L xk+1 X X2
= 1
(k+1)!l AT
x3
+(k+2)(k+3)(k+4)+"'l
1 1

k1 2Dk+3) GhrD*L2)
1

(k+2)(k+3)(k+4)

STk + Dk +2)

xk+1 X x
<(k+1)![1+k+2+(k+2)2+(k+2)3+'

XG>, x Ve 1

| A—
<(k+1)!Z(k+2) Za_1—a’se|“|<1
i=0 =0
Sea=-x<1
k+2

x < k+2
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Se k=0, x<2
xk+1 1
er < .
k+1D!'{1__X
Y.
Sex=1,
1 k+2 k+2

T GFDIk+2-1 k+DI(k+ D
3+2 5 5

414 244 96

Exemplo:
Quantos termos da série de Taylor sdo necessarios para que o numero “e”
tenha um erro menor que 0,01.

Solucéo:
£r<0,01
< kot 2 < 0,01
TSI+
=04 _ 4
parak = 2: P,
parak:3:i=i
414 96
parak:4:i=i

) 5!5 100 .
O numero de termos € 6.

2.7 Atividades

1.Se 1000 aproxima x com erro menor que €. Mostre que 1/1000 aproxima 1/x com
erro absoluto menor que |€| /| (1000 + ¢ )?|

2. A altura H e raio R da base de um cilindro sdo medidos com aproximacao de
0.5%. Qual é o maximo erro absoluto e relativo ao calcular o volume. n = 3.14

3. Um cilindro de aluminio com diametro da base d = 2cm + 0.01cm altura h = 11cm
+ 0.02cm e peso p = 93.4gf = 0.001 gf. Determinar o erro relativo do peso
especifico pe = p/v

4. Determine a série de Taylor para a funcéo f(x) = sen x , e a cota do erro de
truncamento. Quantos termos da série sdo necessarios para cometer um erro
menor que 0.01. x=0.8

5. Um cilindro de aluminio com diametro da base d = 2cm + 0.01cm altura h = 11cm
+ 0.02cm e peso p = 93.4gf £ 0.001 gf. Determinar o erro relativo do peso
especifico pe = p/v .
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Zeros de Funcoes

META

Resolver o problema: dada a funcao f(x), continua em
um intervalo I=[a,b], encontrar um x* tal que f(x*)=0.

OBJETIVOS

Estudar diferentes algoritmos, encontrar solucdes e
verificar qual € o mais eficiente e em que condicdes.
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3.1 Zeros de Funcgdes

Um problema comum em engenharia, ou em geral nas diversas areas das
ciéncias exatas, é determinar solu¢cdes em equacdes ndo lineares. Equacbes estas
gue envolvem fungdes transcendentes.

No problema seguinte:

Um cabo telefonico suspenso entre dois postes tem um peso de ¢
quilogramas—forca por metro. A tensdo T no meio do cabo é obtida pela resolucdo da
equacao (2T/¢) senh(¢pL/2T) = S, onde S é o cumprimento do fio, L € a distancia entre
os postes e ¢ o0 peso especifico do fio por metro linear.

Os métodos numericos, expostos nesta aula, sdo utilizados para encontrar
solucdes aproximadas para equacdes deste tipo de problema.

Seja a fungéo f(x) = 0.

Um zero da fungéo € um x* € R tal que f(x*) = 0.

Para um intervalo | = [a,b], se f(a).f(b) <0 c/f(c) = 0.

f deve ser continua em | = [a,b].
/\ x)

N x

1 - L]
Solucdo x

3.2 Método da Bissecao
O método é baseado no teorema do valor intermediario que diz:

“Se uma fungdo é continua no intervalo I=[a,b] e satisfaz a condicao
f(a)*f(b)<0, entéo existe pelo menos um x*€[a,b] tal que f(x*)=0.”

O método também denomina-se de pesquisa binaria, e consiste em dividir o
intervalo inicial em subintervalos que contenha o zero procurado. Divide-se o intervalo
inicial e se descarta o intervalo onde a funcdo néo troca de sinal, prosseguindo com o
intervalo que satisfaz a condicao de troca de sinal.

3.3 Algoritmo

P1. Dada a fungéo continua f(x) no intervalo I=[a,b], definir uma tolerancia ¢ e verificar
se f(a)*f(b) < O.

P2. c=(at+b)/2

P3. Se [f(c)| < € entdo pare. Solugao aproximada c.
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P4. Se f(a)*f(c) < € entédo
b=c
se nao
a=c

P5. Volta ao P2.

Exemplo
Encontrar uma solugdo para a equacéo f(x)=2*-4*x, no intervalo [0,1] usando
0 programa a seguir.

3.4 Programa no Scilab

function y=f(x)

y=2"X-4*X
endfunction
format(15)
a=0;
b=1;
[e]=input("Digite a tolerancia Ex.0.0001: ");
c=(ath)/2;
fc=abs(f(c));
while fc > e
if f(a)*f(c) < 0 then
b=c;
else
a=c;
end
c=(ath)/2
fc=abs(f(c));
end
c

3.5 Métodos lterativos para a Solucdo do Problema

Um método iterativo € um método repetitivo, que gera normalmente uma
sequéncia de valores.

Para que a sequéncia de valores seja gerada deve existir uma férmula
recursiva.

Se a sequéncia gerada nos leva a solucdo, entdo € uma sequéncia
convergente.

O método iterativo possui uma férmula recursiva, uma regra de parada e
condicdes de convergéncia para a sequéncia gerada.

A regra de parada é dada pelo valor de g, chamado também de zero
numérico. E um valor pequeno, nomeado de tolerancia, que indica o grau de exatid&o
da solucéo. E definido por fora.
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3.6 Método de Iteracdo Simples ou iteracao linear

Um numero p é um ponto fixo se, para uma funcédo dada g(x), g(p)=p
Exempilo:

g(X)=x>—2x+2
0s pontos - 2 e 1 sdo pontos fixos porque

9(-2)=-2eg(})=1
9(-2)-(-2)=0eg(1)-1=0

Dado um problema f(x)=0 , pode-se definir uma funcéo g(x) de tal forma que
9(x)=x-f(x) e f(x)=x — g(x)

Se g(p)=p entéo g(p) — p =0 e f(p)=0 e p sera um zero.

F(x)=x’-2x+2

3.7 Algoritmo

PO. Transformar a funcao f(x) = 0, tal que g(x) —x = f(x) =0
P1. Para j=0

Escolher um valor inicial qualquer x; em [a,b]
P2.j«—j+1

X < g(X}-1)
P3. (Regra de Parada)

Se |x;— X1 | < € ent&o x; € solugéo aproximada.

Se néo Voltar a P2

A sequéncia gerada é Xo,X1,X2,..ccccvvnnnnn. Xy XD Ly eeeeenss
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Onde x3=g(Xo), X2=0(X1), X3=9(X2).+"v".... Xn=0(Xn-1)
Exempilo:
fx)=x>-2x-1  1=[1,2]

f1)=1-2-1=-2
f(2)=8-4-1=3
f(1).f(2) < 0 £=0,01

PO: g(x) / g(x) - x = f(x)
x2-2x-1=>x=32x+ 1

9(x) - x=1(x)
g(x)-x=32x +1

P1:j« 0,% €1=[1,2]
Xg=1

P2: x1 = g(Xo) = g(1) = ¥/3
x1 = 1,44334957

P3: |x1 - Xo| = |1,44224957 - 1| > 0,01

P2: xo = g(x1) = g(1,44224957) = /(1,44224957).2 + 1
X; = 3/3,8845 = 1,571973

P3: |X2 - X1 = |1,571973 - 1,442251| > 0,01

P2: x3 = g(x2) = 9(1,571973) = 3/2(1,571973) + 1
X3 = 1,0622

P3: |xs - Xe| = |1,60622 — 1,571973| = 0,034 > 0,01

P2: x4 = g(xs) = F(1,60622) = 3/2(1,60622) + 1
X4=1,6150

P3:11,6150 — 1,6002| = 0,0088 < 0,01

X4 = 1,615 Solucdo aproximada

3.8 Condicbes de Convergéncia
DVxe |l &g(x) e |

II) F(X) deve ser continua no intervalo I;
[II) O valor absoluto da derivada da fungéo
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|g’'(x)] <1 VXxEL

A sequéncia { x, } gerada pelo algoritmo de iteracdo simples convergira a
solucéo x*, isto é, lim,,_,. x, = x* ou { Xp } =x*.

Exemplo:

Verificar as condicdes de convergéncia para g(x) = 2x + 1.

1)V x € [1,2], entdo g(x) € [1,2]
Para x =1:g(1) = 1,4422 € [1,2]
Parax=2:9g(2)=1,71 € [1,2]
Porque a funcéo é crescente no intervalo entdo g(x) € [1,2]

2) hmx—>x0 g(x) = g(xO)
N&o h& pontos de descontinuidade no intervalo
3) g(x) = (2x+1)*"

1 -2 2 -2 2
g (x) = §(2x+ 1)32x+ 1) :§(2x+ 1)3 =

33/(2x + 1)2

e gy 2 2( 1
x=1:g'(1) _3%_3(2,08)<1
0 () = 2 _2( 1
x=2:9'(2) =333 3(2,924) <1
Porque a fung&o derivada g’(x) € decrescente no intervalo

Observacao: O intervalo podera ser relaxado para satisfazer as condices

3.9 Consideracdes das condi¢cbes de Convergéncia

) VX€legx) € 1=[a,b]
f(x) =0 = g(x) - x = f(x)

1) g(x) € continua
Condicao ) e Il) garantem a existéncia de solucéo

1)a<g(a) (1acondicéo)
2) b = g(b) (1acondigéo)
3)0=<g(a)-a="f(a) (1, def. de g(x))
4) 0 =g(b) - b =f(b) (2, def. de g(x))
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5 f(a)=20~f(b)<0 (3, 4)
6)d ce [a,b]/f(c)=0 (5, def. de zero de funcgéo)

m |gx)|v<1x€l
Também conhecida como condig&o de Lipchitz

|lg’(x)|sL,L<1,Vx€ |
€ equivalente a dizer que para dois pontos g.q. | vale o seguinte:

X X1 € 1 entdo [g(Xk) - g(Xe)| < L [Xc = X

D|gx)|<L,L<1,¥Vx€Il=]ab] (Hipotese)
2) Seja x. e X, pontos pertencentes ao intervalo | (def. x € 1)
3) Existem g(x.) € g(X«.) € | (def. g(x))

4) Pelo Teorema do Valor Intermediario:
3 ¢ [Xk, X+1] / 9'(C)

Xg— Xx+1
gxp)— g(Xk41)

5) g’ ()] = p— (4,def. de valor absoluto)
6) Comoce |,entdog’(c)<L (5,1)

7) [ < oy |g(ae) — 9 (Her)]| < Ll — Xieua |
Xk—Xk+1

= g(xg) - g(Xg+1)

As Condicdes Ill) e IlI) garante a unicidade da solucéo.

g (x)sL,L<1,vx€ |
— |9’ (Xk) - @'(Xk+1)| £ L.| Xk - Xk+1 | para q.q. Xg, Xx+1 € 1 (Hipotese)

2) Suponhamos que existem duas solucgdes s;, S, diferentes.

3)s1=9(s1) " s2=9(s2) (def. de Solucéo)
4) s1,52 € |, entdo |g(s1) - 9(s2)| S L |s1 - s2|(def. eq. a cond. de Lipchitz)
5)Is1-s2| <L |[s1- sy 3, 4)

6) Como s; é diferente de s, — s; - s, #0,1logo 1 <L | contradicdo com
a hipotese, constante de Lipchitz menor que 1
7) —S1=S»

3.10 Interpretacdo geomeétrica a condicao i

|g’(x) | <1
[tg 6 |=g'(x) <1
|tg 45°| =1
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b ~TrTTTTTTTTAN T

As trés condicdes garantem convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo

Provar que:
limx, = x*
ou

lim|x, —x*| = 0
1) [xn - x*|
2) [xn - x*| = |g(Xn-1) - g(x*)| (def. algoritmo e x* solugéo)
3) [9( Xn-1) - 9(x*)| < L.|Xp-1- X*| (condicéo 3 equiv.)
4) [Xn1 - x*| = 1g(Xn-2) - 9(x*)|
5) [Xn - X*| € L.|Xn-1- X*| £ L.L.|Xp-2- X*| (2, 4)

Xn - X*| < L |Xn-2— X*|
6) [Xn2 - X*| = Jg(Xn) - 9(x*)| < L.[Xn-3 - X*|
7) Xn - X*| < L°.[Xn-3 - X*|
8) [Xn - X*| < L".|Xo0 - Xx*|
9) limn_w |XN - x* < Jlimn L".|Xo - X*|
10) limpw L™ X0 - X* | = [Xo - X*| . limp_ e L"
11) limp.. L"=0 porquelL <1
12) limpoe |Xn-X*=0

3.11 Erro de truncamento para n passos

Valor exato: x*
Valor aproximado: x,, n qualquer.

X01 le X21 X31 ey Xn—l, Xn
e=Ve-Va=x"-x,

1) [X* - Xp| = liMmoeo | Xm = Xn |, m>n

2) |Xm - an = IXn - Xml = |Xn - Xn+1t Xn+1- Xp+2 + Xpe2 - oo = Xm-1- Xml
3) Xn = Xn+1] + [Xn+1 = Xne2| + [Xns2 = Xnaz| + oo+ [Xmo1 = Xim|

4) XN - Xn+1| = [g(Xn-1) - 9(n)| < L [Xn-1 - Xn|

5) [Xne1 - Xnsz2| = [9(Xn) - 9(Xns1)] S L [Xn - Xnsa| S L [Xn1 - Xl

6) [Xne2 - Xnsa| = [9(Xn1) - G(Xn+2)| S L | Xne1 - Xnrz | S L [Xna - Xl
7) Xn - Xm| £ | Xn1- Xo| [ L+ L2+ L3+ L +...+ L™"]
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8) liMmee [Xn = Xm| < M mse [Xnet - Xm| X727 L
9) xn - X*| S X" - X"| B2, L
10) [Xn - X*| S X" - X LE2 LE = X1 - Xo| L—

1-L
11) |Xn - X*| < L'x";%x"'Cota do erro

3.12 Atividades

51/3

1. Encontre uma aproximacéao para 2 com precisdo de 10™ usando o algoritmo da

bisseccéo

2. Achar uma funcéo de iteracdo para encontrar um zero diferente de x = 4 de 2X =
4x

3. Dar uma cota do erro de truncamento ao usar n iteragbes no método de iteracao
simples. A cota deve estar en fungdo dos valores | Xg - X1| € a constante de

Lipchitz L

4. Demonstre que Xp+1 = Xn (2 - K xpy) converge a 1/K quando n tende ao infinito

3.13 Referéncias

CUNHA, Cristina. Métodos Numéricos. 22 Ed. Campinas SP: Editora da UNICAMP,
2003. ISBN: 85-268-0636-X , CDD — 620.00151

BURDEN, L. Richard, J. Douglas Faires Analise Numérica SP: Editora Pioneira
Thomson Learning, 2003. ISBN 85-221-0297-X CDD - 515
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Zeros de Funcoes
(continuacéao)

META

Resolver o problema: dada a funcao f(x), continua em
um intervalo I=[a,b], encontrar um x* tal que f(x*)=0.
Usando o Método de Newton.

OBJETIVOS

Estudar diferentes casos do especiais do Método de
Newton.
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4.1 O Método de Newton

O método de Newton pode ser visto com um caso particular do método de
iteracado linear, onde a funcao g(x) € construida para ser uma funcéo de iteracao. Isto
€, que satisfaca as trés condi¢cdes de convergéncia.

Seja a funcao f(x) uma func&o continua em | = [a,b], e f(a).f(b) < 0, com f(x) # 0
no intervalo .

Construcao da fungao g(x) de tal forma que x — g(x) = f(x)

Dfx)=0
2) I® _ o por ser f(x) # 0

f'(x) -
f(x
4) X — X + =
)X X @) 0

5 x=x- jf,((’;)) = g(x) , onde g(x) é igual ao segundo termo
6) g(x) satisfaz as condicbes de convergéncia do método de iteracéo

linear.

4.2 Interpretacdo geomeétrica
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(%)
10 T )
(%)

XIl+1 = XIl _f,(X )
n

Exemplos:
1°) Raiz quadrada de um N>0

Seja f(x) = x2 -
xp—N 1lx§+Nl

Xn41 = X —

2x, 2 X

Exemplo:
V2 =?

Xo =1 ,
0 = s =3 —1 shedl-3

1

x1—F(X1)——[ [ = E[ ]_1416666
x1 = F(xp) =

2°) Raiz K-ésima de um N>0

f(x) =xk— N
xn+1:xn_;zn—_— |(k_1)x + Nl
4.3 Algoritmo

PO. Dada a funcao f(x) continua em I=[a,b], f(x) # 0 em [a,b], f(a).f(b) < 0, € (tolerancia)

P1. Escolher um Xq inicial em [a,b], j «— O

P2. )« j+1, Xj= Xj1— f(Xj_l)/f’(Xj_l)

P3. (Regra de parada) Se |xj-X;-1| < € ou |f(xj)| < €, entdo pare. Solugao aproximada x;
Se néo volta ao passo P2.

1.4 Programano SciLab

deff('ly]=g(x)",'y=2"x-4*X)
deff('[z]=dg(x)','z=log(2)*2"x-4")
x0=0;

x1=0.5

format(20)

eps=0.00001
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while abs(x0-x1) > eps
x0=x1;
x1=x0-(g(x0)/dg(x0))
end

x1

1.5 Casos Especiais
Caso 1.

N&o se pode garantir que a funcdo f(x) seja diferente de zero em todo o
intervalo i=[a,b].

Seja f'(xp) # 0, X0 € [a,b]

Considerar f'(xo) = M constante para todo o calculo da seqténcia.

w =y —JG)
n+1 n f,(Xn)
P(x0)#0Vn
f(Xxo) =M # 0
T
n+1 — 4n M
Caso 2.

A derivada da funcéo é complexa.
Aproximamos a derivada pelo quociente do limite.

f(xn) _f(xn—l)

f/(Xn) = (Xn—l(irg-ll)_’o Xn — Xn-1
f'(x,) = [ () :f(xn_l)
Xn — Xp-1
T e
n+1 n f(Xn) — f(Xn—l)
Xn — Xp-1

Férmula também conhecida como método da secante.

Caso 3
Método de Newton aplicado a polinémios
Seja 0 polindmio Pp(x) = ag + a1.X + ax.x* + ... + an.X"

_ Pn(xk)
xk+1 - xk - P,(xk)
n
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Para cada iteracdo, é necessario calcular o valor numeérico do Pn(xx) € Py’ (Xk).

Exempilo:

P5(X) =Qap+ap.X+ a.z.X2 + ag.X3 + a4.x4 + a5.x5
Ps(r) = ag + ar.r + ao.r* + as.r*+asr* + as.r’

N° de somas =5

N° de produtos = 15

Para Py(r):

N° de somas = n

N°de produtos=1+2+3+4+5+...+n=n

Ps(r) =ap + r(a; + r(az + r(az + r(as + as))))
N° de produtos =5

(n=1)

Esguema de Ruffini-Horner ou Divisdo Sintética

as as as az ai ap
by J5.r + tL.r + Lj,.l’ + |::2.r + L1.F + \

| bs " ba b3 " b2 b1 bg

r

Pn(x) X-r

R Qn—1(){)
1. Pr(X) = Qn-1(X)(x-n+R
para x =r:
2. Pr(r) = Qra(n(r-nN+R
3.Py(nN=R
4. Pp(X) = Qn-1'(X)(x-1)+ Qn.1(X)
5. Py'(r) = Qn1'(r)(r-r)+ Qn-1(r)
6. Pr'(r) = Qn-1(r)
bs ba b3 bz b1
r Cs.r Ca.T Ca.r Co.r
| Cs Cyq C3 ) Cq
7.c1=Pn'(r)
Exemplo:

Ps(x) = 8 - 2x + 4x% - 7 + 5x* + x°

1 5 -7 4 -2 8
2 2 14 14 36 68

1 7 7 18 34 76
2 2 18 50 136

1 9 25 68 170
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Ps(2) = 76
Ps'(2) =170
Férmula Recursiva:

b, =a,
bj=bsir+a,j=n-1,n-2,n3,..4,3,21,0
P(r) = bo

cn= by
Ci=Ciir+bj,j=n-1,n-2,n-3,...,4,3,2,1
P'(r)=c1

Localizacdo de zeros

Seja a funcéo f(x) e seja um x suficientemente pequeno.

) 0 40
O problema de localizagéo é encontrar um intervalo | = [a,b], tal que f(a).f(b) < 0.

Raizes positivas:
f(0), f(Ax), f(2AX), ..., f(kAX), ...
Testar se f(iAX).f((i+1) AX) <0 — i = [iAX, (i+1) AX].

Pode-se saber o numero de raizes reais de um polinémio:
Regra de Descartes

Exemplos:

P4(x) = 1+ 3x — 5x2 +4x3 + 8x*

N° de raizes reais positivas: 1 +1 =2
P4(x) = 1- 3x — 5x2 -4x3 + 8x*

N° de raizes reais negativas: 1 +1 =2

4.6 Atividades

1. Verificar que o método de Ruffini Horner tem complexidade linear para encontrar
o valor numérico de um Polinbmio de grau n

2. A equacdo x* -10cosx = 0 tem duas solucdes: +1,3793646. Utilize o método de

Newton para encontrar as solugdes aproximadas, com precisdo de 10, usando
valores iniciais X iguais a -100, -50, -25, 25, 50, 100
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4.6 Referéncias
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Interpolacao Polinomial

META

Resolver o problema: dada a funcéo f(x), continua ou
um conjunto de pontos, aproxima-la por um polinédmio
de grau n.

OBJETIVOS

Estudar os principais algoritmos de construcao destes
polinbmios.
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5.1 Introducao

Seja uma funcado f(x), continua, uma das idéias mais antigas em calculo
numeérico é aproximar esta funcao por um polinémio.

Um Polindmio é facil de manipular, encontrar suas derivadas, integrais e
suas raizes com relativa facilidade.

O teorema de Weierstrass afirma que “Toda funcdo continua pode ser
arbitrariamente aproximada por um polinbmio.”

Os meétodos a serem estudados como uma aproximagdo para uma fungéo
f(xX) poderéo ser aplicados quando, ndo conhecemos a fungéo, apenas sabemos 0s
PONLOS Xg, X1,X2,X3; eeeeeeereen Xn. Situagdo muito comum na pratica quando se trabalha
com dados experimentais.

Se os pontos do paragrafo anterior forem distintos, determina-se um
polinémio P,(x) de grau no maximo n, tal que

Seja o conjunto de pontos (X1, Y1), (X2, ¥2), (X3, ¥3),--., (Xn, Yn)

O problema de interpolagéo € encontrar um X paraum y € [ Xo, Xn |.

5.1 Interpolacao Linear

Seja 0 par de pontos (Xo, Yo)(X1, Y1), @ equacao da reta que passa pelos
pontos é:

Yo = Qo t+ A1Xg

= ap + aix, tal ue{
y= 8T & W =a+ax,

|1 J/o| Yo J’ol
11y _lyi
al 11 Xo al - 1 X0

1 X1 1 X1

5.2 Interpolacé&o Quadratica

Para 3 pontos (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, Y2) hdo-colineares.
Seja P»(x) polindbmio de grau 2:

P,(X) = ao + aiX + axx?
Yo = Pa(Xo) = a0 + aiXo + asXo”

_ _ 2
y1 = Pa(X1) = ap + aixs + alez
Y2 = Pa(X2) = ap + a1xz + azx

1 xo %0°| [ao Yo
1 x; x° .\%‘ = \Jﬁ‘
1 x x22 a Y2

2
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5.3 Interpolagao para um polinédmio de grau n

Para n+1 pontos (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, ¥2),... ,(Xn, Yn) NA0O-colineares.
Seja Pn(X) polindbmio de grau n:

Pn(X) = @ + arx + ax+ ... + anx"
Yo = Pn(Xo) =Qapt+aiXpt a2x02+ . anxo”

Y1 = Pn(Xl) =Qapt+axs + aQX12+ . anxln

Yn = Pn(Xn) = ao + a.]_Xn + aZXn2+ + aann

1 x0° .. x3] ra, Yo
1 x% .. xI .lal‘ = l%‘
1 x,2.. x| L% Vn
O problema de encontrar o polinbmio que passe pelos pontos dados

equivale a resolver o sistema de n+1l equacdes com n+1 incognitas. Estudaremos
métodos que resolvem esta situacdo em forma implicita.

S

5.4 Método de Lagrange

Este método € construtivo que engenhosamente pensé Lagrange, e que
tentaremos reproduzir supondo quatro pontos dados ...
Sejam os pontos . (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, ¥2), (X3, Y3).

Etapa 1l
Seja o polindbmio de grau 3 construido da forma seguinte:

P3(X) = YoLo(X) + yiL1(X) + y2La(X) + yala(X)

Este polinbmio sera de grau 3 sO se Lo(x), Li(x), Lo(X) e L3(x) forem
polindbmios de grau 3, estes polinbmios chamaremos de Polindmios de Lagrange.

Etapa 2
O polinbmio deve passar pelos pontos dados, ou seja, P3(Xo) = Yo, P3(X1) = 1,
P3(X2) =y2€ P3(X3) =Y.

Para isto acontecer:
P3(X0) = Yo, Lo(Xo) = 1, Ll(Xo) = 0, Lz(Xo) =0e |_3(X0
P3(X1) =V, Lo(Xl) = 0, L1(X1) = 1, |_2(X1) =0e L3(X1
P3(X2) =Y, Lo(Xz) = 0, L1(X2) = O, Lz(Xz) =1le L3(X2
P3(X3) = V3, Lo(Xg) = 0, L1(X3) = O, L2(X3) =0e L3(X3

1 i#j
Li(xj):{() l.:/:;' 4y

)
)
)
)

R OOOo
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Etapa 3
Os Li(x) sao polindbmios de grau 3.

(x —xq)(x — x) (x — x3)

Lol = Gy = oe0) (o — 22 (0 — 22)
() = o )
Lo(x) = (,f:__ ;00))((92_—2))((22_ - i)
Ly(x) = XX )

(23 — x0) (x5 — x1) (x5 — x7)

Podemos verificar que depois destas trés etapas o polinbmio pode ser
encontrado sem ter que resolver o sistema 4x4.

5.5 Formula Geral

Em geral para (x;y;) i=0,1,2,3,4,5, ...,n
Teriamos que resolver um sistema de n+1,n+1
A férmula geral é dada pelas equacdes seguintes:

P,(x) = Z Vi Li(x)
i=0

(x—x;)
=0 (xo — j)

i*j

Li(x) =

Exemplo:
Determinar o polindmio que passe por: (0,3) (1,5) (3,7) (4,9) e estimar o valor
de y quando x=2

Solucéo:
P3(X) = 3L0(X) + 5|_1(X) + 7|_2(X) + 9|_3(X)
x-D&x-3Nx-49_ E-D&x-3)x-4

L =0 -Do-30-2 - 12
(-0 -3)x-4) (x-0)&-3)Ex-4
L®=-ha=a-2 6
-0 -Dx-4  x-0-DE-49
L™ =G=hGE-Do-2 6
-0 -Dx-3) x-0-Dkx-3)
L™ =G—ha-Da-3 12
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3x—1D(x—-3)(x—4) N 5x—0)(x —3)(x—4)

P3(x) = > 6
7x—0)(x—-1D(x—-4) 9(x—-0(kx—-1(x-23)
- 6 * 12
P.(2) = 3(1)(1;)( 2)+5(2)( 61)( 2)_7(2)(2)( 2)+9(2)(112)( 1)
1 10 14 3 24 4
=4+ —-="———-=8-2=6

2 3 3 2 3 2

5.6 Algoritmo de Lagrange
O algoritmo € a implementacao logica das duas formulas dadas em 5.5

P1. Fornecer os valores de (xiyi) i=0,1,2,3,4,5............ ,n, e o valor a interpolar x*,
verificar se xi #Xj
P2.soma «— 0
P3. Parai=0atén
prod «— 1
para j=0 até n
Sei#]j
prod « prod*(x*-xj)/(xi-xj)
fim se
fim para
soma « prod*yi
fim para
P4. Mostrar soma // é o valor interpolado

5.7 Programa de Lagrange no SciLab

O programa foi feito para mostrar o polinbmio e calcular apés o valor
interpolado:

/I Lagrange

n=input('numero de pontos :');

[X]=input('Digite os valores de x(i),i=1 n entre colchetes:');
[y]=input('Digite os valores de y(i),i=1 n entre clochetes:');

for i=1:n
for j=1:n
if i <>
if x(1)==x(j)
abort
end
end
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end
end
xb=poly(0,"x");
yb=0;
for i= 1:n
p=L;
for j=1:n
if i <> j then
p=p*(xb-x(}))/(x(1)-x());
end
end
yb=yb+p*y(i);
end
yb
xp=input('valor a interpolar :");
horner(yb,xp)

Outros meétodos que veremos a seguir baseiam-se no fato dos pontos
estarem igualmente espacados, iSt0 € Xi1-Xp=X2-X1=X3-X2= ......... =Xp-Xn-1=h , e
necessitamos definir um operador que facilite a notagéo das férmulas que encontraréo
0s polinémios.

5.8 Diferencias Finitas

Seja o conjunto de pontos (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, Y2),..., (Xn, Yn), tal que
Xi=Xo+i.h, parai=0,1, 2, ..., n.
Definimos o operador diferenca A incremento h, como:

flf(x) - ﬁ(x3 x4+ 1) = [(x+ )3 — 20 + h) + D] — [x3 — 2x + 1]

=x3+4+3x?h+3xh*+h®—-2x—2h+1—x3+2x—1
= 3x%h + 3xh?+ h® - 2h

5.9 Propiedades do operador

PL: A(F(0) +9(0) = 4 (0 + 2g(x)

P2: flc =0, cconstante

P3: ﬁc. Flx) = cz.flf(x)
pa: 2lr() = 4 f ()

.AmAn

_Am+n +
P5: b hf(x)_h f(x), meneZ
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A
h

An+1
P74 P(x)=0

n
P6:~ P,(x) =c, cconstante

5.10 Tabela de diferencias

X y Ay A’y
X0 Yo 1
AYo
X1 Y1 1 2&2 yo -
Ay1
2

X2 Y2 1 ATy

" A"yp — Termo geral

Xn-2 Yn-2 1 /ﬁzym
> fﬁYn-1<> yd
"> &2 Yn

Xn-1 Yn-1 J
AYn

Xn Yn

Exemplo:

0,1)(1,2) (2,9) (3, 28)

Solucéo:
X y Ay A’y A'y
0 1
1
1 2 6
7 6 —» A’y
2 9 12
19
3 28
Termo Geral da Tabela
n n
h Yo, h y]
Ay, =y1— Yo
Az)’o = A(4y,) = A1 —yo) = Ays — Ayo = (V2 — ¥1) — (1 — Yo)
=Y, —2Y1 + Yo

As)’o = A(AZYO) = Ay, — 2y1 +¥o) = Ay, — 24y, — Ay,
=Wz —y2) =200, —y) + (1 —Y0) =¥s =3y, +3y1 — Yo
Ay =y, — 4ys + 6y, — 4y, + Y,
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n

2y =y () o (-1

i=0

5.11 Atividades

1. Determine o tamanho do h = xix1 - X;  para a construgdo da tabela de f(x) = e*
em [0,1] para que o erro de truncamento na interpolagdo linear seja menor que
0.005

2. Dado f(x) = sen x, f(0.1) = 0.09983 ; f(0.2) = 0.19867 Determine o valor f(0.16) e
calcule o erro de truncamento

(X-Xo0) (X-X1)

ST (01, () = max {| f'(x)| }
t 2 X

3. Paraf(x) =5 obtenha f(0.3) e o erro de truncamento se  f(0.5) = 2.23608

5.11 Referéncias
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Interpolacao Polinomial

META

Resolver o problema de interpolacdo para pontos
igualmente espacados, gerando um polinémio de grau n.

OBJETIVOS

Estudar os algoritmos de Newton para a construcao
destes polindmios.
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6.1 Introducao

Os métodos seguintes usam as diferengas finitas na sua estrutura. Portanto,
0s pontos devem estar igualmente espagados.

6.2 O metodo de Newton para interpolacéo

Seja 0 conjunto de pontos (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, ¥2),..., (Xn, Yn) igualmente
espacados:
X1 =X +i.h, 1=0,1,2,...,n

O polinébmio de interpolagédo de Newton de grau n que passa pelos pontos
dados é:

Pn(X) = ap + a1(X - Xg) + ax(x — Xo)(X — X1) + az(x — Xp)(X — X1)(X =X2) +... +
an(X — Xo)(X = X1)(X = X2)... (X = Xn-1)

Pa(x)=vVi, i=0,1,2,..,n

Pn(Xo) = Yo = ao

Pn(X1) = y1 = a0+ ai(X - Xo)

Pn(X2) = y2 = ag+ ai(X - Xo) + a2(X — Xo)(X — X1)

Pn(Xn) = -yn = ap + a1(X - Xp) + az(X — Xo)(X — X1) +... + an(X — Xo)(X — X1)(X — X2)...
(X — Xn-1)

1=¥0) _ Ayo

= + =
Y1 =VYo al.h — aq h h

Y2 = Yo + a1.2h + a,.2h.h

- —2y1+Yo+ A?
y2 — y0 + (J/1hJ/o).2h + a2.2h2 —a, = Y1t+Yot+Y2 _ A%)Yo

2h?2 © 2h2

_ A%y,
T

_ Ay,
LTI
P — Ayo A%y, Ay,

n=>Yo T T(x - on)n+ T (x —xo)(x —x1) + e (x —x0)(x —x)(x — x7)
Y
+ -+ o h?‘ (x—x0)(x —x)(x — x3) oo (X — Xpq)
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6.3 Notacdao fatorial decrescente

(X = Xo)(X = X1) = (X = X0)?

Significa que tem-se dois fatores de base (X - Xo) decrementando o outro
fator em h.

(X = Xo)(X = X0 - h) = (X = Xo0)(X = X1)
Em geral:

X" = x(x—h)(x—2h)(x - 3h)..(x— (n—1)h)

6.4 Primeira Formula de Newton

A primeira formula de Newton pode ser escrita em forma compacta usando a
notacéao fatorial geral decrescente.

P09 = 2 G- %)

¥, Primeira Formula de Newton ou Newton

Progressiva

Exemplo:
x |y | ay | Ay | Ay
0 1 1 6 6
1 2 7 12
2 9 19
3 28
h=1

1 6 6
P(X) = 1+E(X_xo)+ﬂ(x_xo)(x_xl)+ 317 (X=X )(X=X)(X—X;)
P(X) = 1+ X+ 3X(X =D + X(X = 1)(X—2) = 1+ X+ 3x* —=3x+ x> = 3x* + 2x =

=x’+1

6.5 Segunda formula de Newton

Seja o conjunto de pontos igualmente espacgados:

(X0, Yo) (X1 Y1) (X3,Y5) - (X0sY3)

lino@ufs.br




CALCULO NUMERICO Aula 6

tais que:
Xx=%X+.h , i=123..,n
Pa(X) = a5 +ay (X=X, ) + 8, (X = X, )(X = X, ;) + 85 (X=X, )(X= X ) (X=X, ,) +
+..4a, (X=X, ) (X=X, ) (X=X, ,)...(X=X,)
P(Xi) =Yi Vi

P(Xn) = yn = a0
P(Xn—l) =Y =t al(xn—l - Xn)

P(X,) =Yo =ay +a,(Xg — X,) +a,(Xy = X, ) (X = X, )+ +

+a, (XO - Xn)(XO - Xn—l)"'(xo - Xl)

aO =yn

Y1~ _ Yo = Yo _ Ayn—l
h h h

Yoa=a,+a,(-h) - a=-
Yoo = 8y +a,(~h) +a,(=2h)(-h)

A2yn—2
a'2 = 2h2

Aiyn—i
TN

A2yn—Z
21h?

Ayn—l

1h (X—=X,)+

Pn (X) = yn + (X - Xn)(x - Xn—1)+"'+
A'Y,
n'h"

+ (X=X ) (X=X 1) (X = %)

6.6 Notacéo fatorial crescente
(X_ Xn)(x_ Xn—l) = (X_ Xn)|2| = (X_ Xn)(X_ Xn +h)
Em geral:

X" = x(x + h)(x + 2h)(x + 3h)...(x + (N =1)h)
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n Ai ) .
P00 = X0,

6.7 Método de Aitken

Este é um outro método para encontrar um polindbmio que passe pelos
pontos dados. E estes podem estar desigualmente espacados.
Seja o conjunto de pontos (X,,Y,) (X,Y.) (X5,Y,) ... (X,,Y,) nao

necessariamente igualmente espacados.
O polinbmio linear interpolante para o par de pontos (X,,Y,) , (X;,Y,) €:

P(X) =Y, -—— Ly, ——2  (Férmula de Lagrange)
1X) =Y, Xg — X, Y1 X, — X grang
AY,(X—X
P.(X) =Y, +M (Férmula de Newton)
1 X=X
Pl(X) — 0 yO
1~ %o =X Y,
Tabela de Aitken
X v X - X P
Xo Yo X - Xo
> Po1(x)
X1 Y1 X=Xy Po12(x)
P
X2 Y2 X=Xz v_'_,__::ﬁiii-'-" Po123..n(X)
P123(x)
Pn-2 n(X)
/Pn-l n(X) /
Xn Yn X = Xn

Poi(x) € um polindbmio de grau 1 que passa pelos pontos

(X0:Y0) » (X1,¥1)-
P12(x) € um polindbmio de grau 1 que passa pelos pontos

(Xu Y1) » (X3,Y5).
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Pou(X) = 1 | X% Yo Po(X0) = Yo
01 Xl _ XO X— Xl yl P01(X1) = yl
Poo(X) = X=X ¥ Pra() =Y,
12 = X2 _ Xl X — X2 y2 P12(X2) = y2

O polindmio Po12(x) definido como:

1

X, =X

X=X, Py(X)
X=X, Pp,(X)

Pos2(X) =

€ um polinémio de grau 2 e que passa pelos pontos (Xo, Yo) (X1, Y1) (X2, Y2).

1
P012 (Xo) = X [(Xo - XO)'PlZ (Xo) - (Xo - Xz)-P01(Xo )] = P01(Xo) =Y
2 0
1
P012 (Xl) = [(Xl - XO)'PlZ (Xl) - (Xl - Xz)-P01(X1)] =
X, — X,
1 2.h.
- hy, - (-h)y]= = oy,
X, — X, 2.h
1
I:'012 (Xz) = X [(Xz - Xo)-P12 (Xz) - (Xz - Xz)-P01(X2)] =
2 0
1
= (X, =%0).Y, =Y,
X; =X
1 X=Xo  Poiz n1(X)
P X) =
0123"“( ) Xy = Xo | X=X, P123...n—1(x)

6.8 Interpolacao Inversa

Seja 0 conjunto de pontos (X,,Y,) (X, Y1) (X5,Y5) - (X, Y,)-
Dado um y determinar o X.
O polinbmio deve passar pelos pontos (Y., X,) (Y5, X,) ... (Y,,X,) , isto €,

Pn(yi) = Xi'

Solucao por Lagrange:

Py = D L)

S
o

y'Yi
L.(y)= —
(y) Lo vy

J

o
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6.9 Atividades

1. Determine :

a) A¥ « by A ™
1 h

c) A sen x d) A f (x+h)
1 1

e) A x! £) A(x + n) Inl

2. Encontre a formula geral para um elemento da tabela de diferencas finitas.
3. Determine log 4.5 da tabela a seguir pelo método de Aitken
X 4.0 4.2 4.4 4.6 4.8

log x 0.60206 0.62325 0.64345 0.66276 0.68124

6.10 Referéncias

CUNHA, Cristina. Métodos Numéricos. 22 Ed. Campinas SP: Editora da UNICAMP,
2003. ISBN: 85-268-0636-X , CDD — 620.00151

BURDEN, L. Richard, J. Douglas Faires Analise Numérica SP: Editora Pioneira
Thomson Learning, 2003. ISBN 85-221-0297-X CDD - 515
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Aproximacao por Minimos
Quadrados

META

Resolver o problema de aproximacdo usando métodos
de otimizacéo.

OBJETIVOS

Estudar os algoritmos de Minimos quadrados para
diferentes tipos de funcdes.
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7.1 Introducao

A aproximagdo por minimos quadrados € um método de otimizacdo. Dados
um conjunto de pontos (x;y;) i=0,1,2,3,4,......... ,n, a priori € definida uma fungcédo que
tende a aproximar os pontos dados. Pode ser um polinbmio, uma funcgéo logaritmica,
exponencial ou trigonométrica. Escolhe-se uma métrica que meca os pontos dados a
funcao, e escolhemos os parametros da melhor funcéo que se ajusta aos pontos.

7.2 Método de Minimos Quadrados

Seja o conjunto de pontos (X,,Y,) (X, Y;) (X5, Y,) ... (X, Y,)-
Seja uma fungéo f(x) que ajustara os pontos dados, através de uma métrica d..

Exemplos de métricas:

d, =f(x)-V

|di |=| f(Xi)_yi |
(di)2 Z(f(xi)_Yi)z
min > d,

min Zn: d’?
i=0

Minimos Quadrados

Seja f(x) =P,(X):

P.(x)=a, +a,.x

di = Pl(xi)_yi

d, =a, +a.x -V,

min Y d*=min Y (a, +a.x - y;)?
i=0 i=0

G(a07a1) :Z (ao Ta;.X — yi)z

i=0

B(3,.3) _,
Ry

&;(aO’ai) =0
e
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Zn: 2(a, +a,.x, - y;)Q) =0

Zn: 2(ay +a;.X; — ¥;)(%) =0

dag+a ), X;—> y; =0
3. X +a Y X =Y X.y, =0
(n+Da, +a, > X =Y,
3 X T3> X =D X,
‘Z Yi in n+1 ZYi ‘
DRIIPRS 2% DX
(n+1) > x (n+1) > x
2% inz D% zxiz

0=

Se o polinémio for de grau 2:
P,(X) =a, +a,x+a,x’
d, =PR,(X)-V;

n
min > (a, +ax, +a,x’ —y,)?
i=0

G(ay, a,8,) =Y. (8 +aX +a,x’ —y;)
i=0

B B, B _g
a, ay a,

z 2(ao +aX +azxi2 - yi)(l) =0

i=
n

0
z 2(ao +a; X +a‘2Xi2 - yi)(xi) =0
0

s 1

o

2(ay +a,x +a,%" —y;)(%)> =0

2

%;(1 %;(iz %;‘(is 20 %(yly /_, Matriz Simétrica
, : i . L | = iYi

inz ins in4 a, inz'yi

lino@ufs.br a




CALCULO NUMERICO Aula 7

Em geral:

n+1 DR DB BE 2
in Z'Xiz Z.Xis '“z).(inﬂ . 6:1 _ Z)fi'yi

_zxin zximl inmz .“inmn_ an zxin.yi

7.3 Atividades

1. O volume de alcool anidrico em fungcdo da temperatura esta dado pela tabela
abaixo:

Temp (Graus C) 13.9 43.0 67.8 89.0 99.2
Volume(cm3) 1.04 1.12 1.19 1.24 1.27

Fazer um ajuste para v(t) = 1 + bt + ct2
Construir a tabela v = v(t) para t = 20(5)40

2. Dada a tabela
x 1.0 105 1.1 1.15 1.2 125 1.3 1.35
y 1.0 1.01 1.02 1.04 1.05 1.06 1.065 1.08

Estimar f(1.22) por regresao linear.

7.3 Referéncias

CUNHA, Cristina. Métodos Numéricos. 22 Ed. Campinas SP: Editora da UNICAMP,
2003. ISBN: 85-268-0636-X , CDD — 620.00151

BURDEN, L. Richard, J. Douglas Faires Analise Numérica SP: Editora Pioneira
Thomson Learning, 2003. ISBN 85-221-0297-X CDD - 515
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Integracdo Numérica

META

Resolver uma integral usando aproximacao polinomial.

OBJETIVOS

Estudar os algoritmos que resolvem em forma
aproximativa a integral de uma funcao e estimar o seu
erro.
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8.1 Introducao

Os métodos de aproximacdo polinomial sdo usados para integrar
numericamente uma funcao y=f(x) num intervalo dado [a,b] ou mesmo um conjunto de
pontos (xi,f(y;)) i=0,1,2,3,4,......... .

Casos em que a funcao é dificil integral ou ndo tem solucdo analitica, um
polinbmio sempre é de integracdo imediata.

f(x)

v

A area fechada em vermelho representa a integral definida do polinbmio, e a
linha em azul é a funcgéo.

8.2 Integracdo Numérica

Seja a integral definida da funcéao f(x):
b
j f (x)dx

A integracdo numérica € utilizada quando ndo conhecemos a funcgéo, e sim
pontos dela, ou a funcédo ndo é uma funcéo integravel analiticamente.

Solucéo:
b b
j f (x)dx ~ j P, (x)dx

Aproximacao Linear:

b
j(ao +a,.x)dx=[a, +a,x/2]> =a,b+(a, b’ /2)-a,a-(a.a*/2)
Dados dois pontos de f(X): (X,,Y,) € (X3, Y,)-
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A
P(X) =Y, + z %(x—x,) (Newton Progressivo)
onde :
h= (X, —X,)
AYo =Y1— Yo
a=x,
b=y,

X _
Xo

.[Pl(x) dx = j[yo +%(x—xo)]dx = yo.x+%(x2 12—XX,)

A AY, X,
= YO-X"‘%(Xf /2_X1-Xo)_ YoXo _%(%_on) =

= Yo (% _XO)+%(X12 12— %%, +X02 12) =

Ay, 1 Ay, .h?
R A Ul

:Ayzo'h+yo-h=h[yo+yl;y"j:(zy“yl_y"j'h:

2
Yt Dy iy
2 2 0 1

=Yoh+

' h
[RO)dx=1yo +vi]

A=y, + Y1]g , A= Areado Trapézio
Para (X, Yo) (X1, Y1) (X5, Y2) :
If(x)dx ~ ]Pz(x)dx

b LAY Ay
X{f(x)dxzx{[yz () + o (k) T

h

X,

Sejat=
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Para x=x, — t=

Para x=%x, — t=

(X_ Xz)‘z‘ = (X_ Xz)(x_ X, + h) =
= (X=X, )(x=(x, —h)) =
= (X—Xz)(X—Xl)

(X=%,)"  (X=%,) (X=X%)
2 ~ h  h

=t(t+2

dt=%dx L dx=h.dt

+AYt+ —22tt +DJhdt=h[y,t + ==+ —22| —+—]°, =
Joz -yt =R DIyt S5 e I
Ay, (-8 4
[2y, Yi 2 (3 2]
Ay, 2
:h2 —ZA — 0. =
[2y, Y1 5 3]
2
~hi2y, - 24y, - =20 -

1
=§h[6y2 - 6Ay, — A’y ]=

1
=§h[6y2 -6y, +6y, —A’y,]=

1 1
zgh[6y1 +Y, _2y1 + yo]zgh[6)’1 +Y, _2y1 + yo]

8.3 Férmula Geral (Newton - Cotes)

Seja 0 conjunto de pontos (X, Y,) (X, Y1) (X5, Y,) -« (X, Y,)-

tIf(x)dx ~ bIPl(x)dx

P,(X) = z y..Li(X) (Férmula de Lagrange)
i=0

Sejam os pontos igualmente espagados:
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(x) = (X = X )(X = X )(X = X )-ere(X = Xi_ J(X = Xiyg ) (X = X;)
Y (% = X)X = X)(% = X5)--(Xi = Xi ) )X = Xi0) (X — X))

Se X, =X, +ih:

(x) = (X=X )X = X )(X = X, ) (X = X )(X = Xip ) (X = X,)
YT =1).h.(i - 2).h...h(=h).(=2h)... — (n—i).h

X=X,

Seja S= - , entdo:
X_Xl_x_(xo+h)_X—X0—h_S_1
h B h N h -
X=X, _X=%-2h o
h h
L ()= SE-DE-2(E-3)..6 ~(-D)E - +1)..6 -n)

.(-1).0-2)..1.(-1).(2)....0-1)
_ S (n+1) (_1) n—i
5= e o

Xo = Xp

Para x=x, — S= =0

X, — X
X=X, — S= "h L=n

ds =%dx  dx = h.dS

S (n+1) (_1) n-i .
it(n—i){(S —i)

h]P(S)dS: hjz y..L,(S)dS = hi y. j

Sen=1 — Trapezoidal
n=2 — Simpson
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n 1 S (2) (_1)14 ~ 1 S (2) (_1)170 1 S 2) (_1)171
h2Y (;[i!(l—i)!(s Ty 8s= e JO!(l—O)!(S Tty 5[]_'(1—1)!(8 )

"S@ —5(S-1)"

= hly, 1j(s ~D(-Dds+y, 1j50|s] =

0

ds] =

1 1

S? 1 S°
= h['yOTO + yos|0 + Y17

0

~HEyel - T -

-mkw+ﬁ=—m+n]

8.4 Método de Romberg para Integracdes Numéricas

Seja o conjunto de pontos (X,, Yo )(X;, Y1 )(X5, Ys) o (X5 Vi)

X]f(x)dx

A idéia de Romberg é repetir formulas que implicitamente geram polindbmios
de interpolagéo de grau n.

a+h

jf (X)dx = j f(x)dx + j f (x)dx

a+h, a+2h, a+3h,

jf(x)dx_ _[f(x)dx+ [feodx+  [f(xdx+ jf(x)dx
j f (x)dx = 2nzla+(l+jl)fh(x)c1x

As integrais sdo aproximadas pela Trapezoidal:
: h
n=0 — [f(x)dx,h=b-a - T, =L@+ )]
h, h,
n=1 —» T, =?[f(a)+ f(a+h1)]+?[f(a+ h,)+ f(b)]=
h

h _h
:E[f(a)+2f(a+h1)+ f(b)], h, = >
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n=2 — T, =h?2[f(a)+ f(a+ hz)]+h—22[f(a+ h,)+ f(a+2h,)]+

h

+h?2[f(a+2h2)+ f(a+3h2)]+h—22[f(a+3h2)+ f(b)], h, =?1

k1

n=k > T, :h?k[f(a)+22f(a+ihk)+ f(b)]

Para entender a idéia de Romberg € necessario saber o erro na férmula
Trapezoidal.

bjf(x)olx ~ g[f(a)+ f(b)] ,h=b-a
bjf(x)dx:ve e g[f(a)+ f(b)]=V,

g =V, -V, = bjf (x)dx—%[f (@) + f (b)]

a+h

e (h) = jf(x)dx—g[f(a)+f(a+h)]
g = f(a+h)—2[f'(a+h)]—%[f(a)+ f(a+h)]
g =f'(a+ h)—g[f"(a+h)]—%f'(a+h)—%f'(a+h)

g = —g f"(a+h)
f*(5) = max{f"(a+h)}

OE

h ..
Ef (f)‘
& () <2 1)
2
f&"; (nydh< j—gf"(f)dh

£ (h)s-% f"(£)+c

Se h=0:

€0)<0+c — c¢=0

g'(0)= f(a+0)-g[]—%[f(a)+ f(a+0)]=0
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[&'(nydh < j—TZ f"(&)dh

g(h) s—;‘—z (&) +c
he .,
g(h) S—Ef ()

O erro é calculado somente se conhecer a funcao f(x).
: h
jf(x)dszo :E[f(a)+ f(b)]
h=b-a
’ h
J'f(x)deTl :?1[f (@+2f(a+h)+ f(b)]

h® ..
1) e, =_Ef )

Dz, =2 17(5) 2 17()
9 1) =max{1(5). ()}

2.h°

Ao === 1)

(2h,)°
12

5)h, =g entao &; =-

(<) (1)

8h,’
12
7)De(4)e(6)
2h’ .
€, =~ 12 (&
4.2h®

D)
= 48T1

6) e =-

(<) (5)

(9
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b b
&g, = [T()dx-T, ‘ £y, = [F(Qdx-T,

t]f ()dx-T, = 4[?f (x)dx-T,]

b
4T, =T, =3[ f (x)dx

b
jf(x)dx=%

4T, = 4[%(f(a)+2f(a+h1)+ f(b))]

T =g[f(a)+ f(b)]=27hl[f(a)+ f(0)]

4T, =T, =2h,((f (@) +2f (a+h) + f(b)))—h,((f (a) + T (b))) =
=h ((f(@)+4f(a+h)+ (b))

AT, T

o _ N
— =3 [f(a)+4f(a+h)+ f(b)]:

Foérmula de Simpson

8.5Tabela de Romberg
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T1 _ 4T10 — T(?
0 3
1_ 4T29 — Tlo
! 3
1_ 4Ti$l — Tuo
! 3
. 16T -Tp
0 15
2 _ 16Ti}-1 - Ti1
! 15
3 _ 4° T12 — To2
0 43 _ l
Em geral:
AT T
TJ _ I+:!. |
' 4 -1

8.6 Atividades

1. Determinar formulas para integrar

fomf(x)dx e fomf(x)dx usando aproximacdes de f(x) por polindbmios de

interpolacdo Newton progressivo e regressivo.
2. Calcular a integral _Ee‘xdx utilizando a formula trapezoidal para n=10 e estimar o
erro.

3. Calcular as seguintes integrais pela formula trapezoidal e Simpsom com erro
menor que 0.01. Determine o h que faz o erro menor que 0.01

a) [dx/(1+x°) b) [xInxdx

¢) [e* /xdx d) [cosx/xdx

4. Encontre a férmula geral para a regra trapezoidal n intervalos igualmente
espacados

5. Sezja o intervalo hp = b-a, hy = ho/2,...... hn = hn.1/2 Encontre as trapezoidais T°, T+,
TS e T"

6. Determine a féormula de T' em funcéo de T
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8.7 Referéncias
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Solucao de Sistemas Lineares

META

Resolver o problema de equacdes lineares de qualquer
tamanho.

OBJETIVOS

Estudar os diversos algoritmos, analiticos e
aproximativos e sua implementacdo no computador.
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9.1 Introducéao

Muitos problemas de engenharia e pesquisa operacional sédo resolvidos
usando a algebra linear. Isto é, matematicamente s&o reduzidos estes problemas a
um sistema de equacdes lineares. Por exemplo: Célculo da tensdo em estruturas da
construcéo civil, solucado de equacdes diferenciais parciais, determinar o potencial em
redes elétricas, problemas de otimizacéo, etc.

Quando o sistema é de grande porte, devemos ter cuidado de preservar ao
maximo a melhor exatidao e precisao.

9.2 Solucao de Sistemas Lineares

Seja o sistema:

Ax=Db
onde:

A=) X =(X;),b=(b;)
i=0,1,2,..,n
j=0,1,2,...,n

ou
a;;, d, ag a, X bl
d,; 3y, Ay a,, X, bz
d; dp Adg as, X3 |= bs
_anl anZ a'n3 ann_ _Xn_ _bn_
ou

a, X, +a,X, +a,X;+. .. +a, X, =b,
Ay Xy + Xy + 8y X +.. 4+, X, =D,

2n’*n

Ag Xy + 83X, + g X+, .+, X, =D,
a,, X, +8,,X, + 83X +... 48, X, =D,
ou

Yagx;=hb,i=1,23..,n

j=1
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7z

Um sistema linear nxn que admite uma Unica solugdo é chamado de
determinado, se admite véarias solugbes é dito de indeterminado, e se ndo admite
solucéo ele é impossivel.

9.3 Solucao algébrica:
Ax=Db
1) Se o determinante de |A| = 0, ent&o existe inversa da matriz A, A™.
2) Multiplicando a esquerda por A™:

AtLAx=A"b
Ix=A"b

3) x=A"b (Solucio tedrica)

Na pratica, se o sistema for de ordem n>5, ha dificuldade de resolver em
forma manual.

9.4 Método de Eliminacdo Gaussiana

Seja o sistema:

A1X; +a5,X; + 83X A X, =85
Ay Xy + 8y Xy + 83Xz + 8y Xy = 85
A3 Xy + 85 X; + 833X3 + Ay X, = 8z
Ay Xy + 8%, +8y3X3 + Ay X, = Ayg

O método consiste em transformar o sistema Ax=Db em outro sistema
equivalente Dx = f, tal que, D é uma matriz triangular superior.

Para isto, utilizam-se as propriedades das equacoes:

P1: Se multiplicamos por uma constante uma equacao a equacao nao varia.

P2: A soma de duas equacdes € linearmente dependente as equacdes
somadas

A transformacéo ocorre usando estas duas propriedades

Ax=b — Dx=f

A matriz D resultante é triangular superior.
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Exemplo de matriz triangular superior:

2 1 2 3 -1
01 -2 3 7
D=0 0 5 -2 0
00 0 -1 1
00 0 0 3

9.5 Algoritmo de triangularizagéo
Passo 1. Se a;; =0 entdo “Troca linha 1 por linha i, i = 2, 3, 4

linhal<«linhal

linha 2 < -%j-linhalninhaz
all

linha 3 < -EJ-linhaluinhas
a'll

linha 4 « -Ej-linhal+|inha4

Passo 2: Se az =0 entédo “Troca linha 2 por linhai, i = 3, 4”

linhal « linha1l
linha2 « linha?2

a
linha 3 « [—ﬁ}linha 2+linha 3

a'22
. a, | . .
linha4 « [-—]-Ilnha 2+linha 4
a22
Passo 3: Se azz= 0 entdo “Troca linha 2 por linhai, i = 4”

linhal « linhal
linha2 « linha 2
linha3 <« linha3

a
linha 4 « (—ﬁj-linha 3+linha 4

a33
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Para encontrar o termo geral definimos trés indices.
indice para o Passo: k=1, 2, 3;

indice para a linha: i = k+1,....,4;

indice para a coluna: j = k,......... 5.

Algoritmo:

Parak=1,2,3
Se a,, =0 entdo Rotina Troca
Parai=k+1 até 4
Paraj=k até 5

aik J
a=|-7 |ty
akk
Fim
Fim
Fim
Para qualquer N:
k=1até N-1
i =k+1 até N
j=k até N+1

X, = Qy5 /a44
X3 = (835 —8gsX%,) [ A,
X, = (azs —yX; — 3.24X4) / a,,

X, = (315 — X, — QX — a14x4) / a;

Termo geral:
Xn=ann+1/ @nn
N
Xj = (aj N+1 Zairxr)/ajj
r=j+1
J=N-14,0-2, e 3,21
Exemplo:
j —3X, + Xy =2
X +X, +X; =3
X, —2X,+%X; =0
Solucao:
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Passo1l: k=1

0O 31 -2 1 1 1 3

1 1 1 3 Linha2 o Linal o g 3 1 _o

1 210 1 210

1 1 1 3 1 1 1 3
0 -3 1 -2 Linha3 « (Unha OcDitinha o 9 3 1 _o
1 210 0O -3 0 -3

Passo 2: k=2

1 1 1 3 1 1 1 3

0 -3 1 -2 Linha 3 « (Linha 2)(-1)+Linha 3 s 0 -3 1 -2

0 3 0 -3 0O 0 -1 -1
jxl+x2+x3=3 Xy =1
-3X, +X; =-2 = X, =1
—X;=-1 X, =1

9.6 Método de Gauss-Jordan

Seja Ax=D.

O método para a solucdo do sistema consiste em transforma-lo em outro
sistema identidade Ix = b, usando as mesmas propriedades das equacdes aplicadas
no método de triangularizagao.

Para uma matriz 3x3:

Passol: Sea;=0 = RotinadeTroca i=1,2,3

linhal « linhal/a,
linha2 « (-a,).linhal + linha 2
linha 3 « (-a,).linhal + linha 3

Passo2: Se a,,=0 = Rotinade Troca i=2,3

linha2 « linha2/a,
linhal « (-a;).linha2 + linha 1
linha 3 « (- a,,).linha2 + linha 3
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Passo 3. Se a;,;=0 = Rotinade Troca i=3

linha 3 « linha 3/a,,
linhal « (-a;).linha3 + linhal
linha2 « (-a,).linha3 + linha 2

Passo — k= 1, 2,3
Linha —i=1,2,3
Coluna—>j=1,2,3,4

Algoritmo:

Parak =1 até N
Se a,, =0 entdo Rotina Troca
Parai=1até N
Se i =k entdo
Paraj=k até 5
a; =a;/a,
Fim
Senao
Paraj=1 até N+1
aij = (aik)'akj + aij
Fim
Fim
Fim
Fim

Solucdo do sistema:

X =au.,1=123 .., N

Exemplo:

j0x1—3x2+x3 =-2
X+ X, +X; =3
X, —2X,+X; =0

Solucao:
0O 31 -2 1 1 1 3
1 1 1 3 Linha 1 <> Linha 2 R O _3 1 2
1 -2 1 O 1 -2 10
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1 1 13 1 1 1 3
O _3 1 2 Linha 3 « (Linha 1)(-1)+Linha3 5 0 _3 1 2
1 210 0O -3 0 -3
1 1 1 3 1 1 1 3
0 _3 1 2 Linha 2 « Linha 2/(-3) 5 O 1 _1/ 3 _2 / 3
0O -3 0 -3 0 -3 0 -3
1 l 1 3 Linha 1 « Linha 2(-1)+Linha 1 1 O 4 / 3 7 / 3
O 1 _1/ 3 -2 / 3 Linha 3 « Linha 2(3)+Linha 3 N 0 1 _1/ 3 -2 / 3
0 -3 0 -3 0O 0 -1 -1
1 0 4 / 3 7 / 3 II::HEZ? : II::REZ gE:tll)/3)+Linha 1 1 0 O 1
0 1 _1/ 3 _2 / 3 Linha 2 « Linha 3(1/3)+Linha 3 O 1 O 1
00 -1 -1 0 0 11

9.7 Atividades

1. Resolva o seguinte sistema de equacdes pelo método de eliminacdo gaussiana
usando as fun¢des do SciLab.

X-y-2z=-4 w+ x+y + z=10
5x -4y +3z=-12 2w+ 3x+y +5z=31
2x+ y+ z=11 -W+ X-5y+3z=-2

3w+ xX+7y-2z2=18

2X+6y-z= 2
5x- y+2z2=29
-3x-4y+ z=18

2.- Resolver pelo método de eliminacdo gaussiana , método Gauss-Jordanl, o
seguinte sistema tridiagonal ou matriz banda, usando as fun¢des do Scilab.

2x1 - x2 =1
-x1 + 2x2 - X3 =
- X2+ 2x3 - x4 =

- X3+ 2x4 - x5 =1

-x4+2x5- x6 =1

-x5 +2x6 =1
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Solucao de Sistemas Lineares
(continuacéao)

META

Resolver o problema de um sistema linear, de qualquer
tamanho.

OBJETIVOS

Estudar os algoritmos de fatoracdo LU e métodos
iterativos.
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10.1 Introducao

Os métodos de fatoracdo sdo especialmente Uteis quando se tem que a
matriz A pode ser expressa em um produto de matrizes LU, onde L € uma matriz
triangular inferior e U uma matriz triangular superior, definidas adiante.

Se os valores iguais a 1 estdo na diagonal L, o método é chamado de
método de Doolittle e se os valores 1 estdo na diagonal U , o método é chamado de
meétodo de Crout.

Os métodos iterativos sdo aproximacdes sucessivas de vetores solugdo que
tendem ao valor exato no limite. Requerem uma condi¢c&o de convergéncia.

10.2 Fatoracgé&o L.U.

Seja o0 sistema Ax = b.
O método consiste em transformar a matriz A em um produto de matrizes
triangulares:

A=LU
A:(aij)nxn
1, 0 0 .. O]
L, 1, .. 0
L=l 1y ly ... O
—Inl In2 |n3 Inn—
—1 U, Ug; uln_
0 1 wuy U,,
u=0 0 1 Uy,
10 O 0 1]

Ax=b =>LUx=b =>fazendo Ux =z

Lz = b Sistema triangular inferior resolvido em forma recursiva e:
Ux = z outro sistema triangular resolvido recursivamente.

la,, a, ... a | |_I11 0 ... 0l[1 u, uy, |

|a21 Ay ni I 0 i|0 1 u2n|

| : e SN a

a2y e ) hl Cello 0 1)
A L U
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I11 =ay,
|11-u12 =a;,; > U,=3a, ”11 ) |11 #0

“Multiplica cada linha de L com todas as colunas de U”

10.3 Métodos lIterativos para a Solucao de Ax = b
Seja o sistema Ax = b.

Passo 0:
Transformar o sistema Ax = b em outro sistema equivalente de forma :

X=CX+f
Passo 1:
Valores iniciais:
X0 =1
j< 0
Passo 2:
j<«j+1
X; = Cx 4+ f
Passo 3:

Se |x/-x" <& Vi
entdo Solucdo aproximada x’
Sendao Volta ao Passo 2

O algoritmo gera uma sequéncia {X} - X* como solucéo.

{3=x°%,%%,%%,...,%
X
S
X< %
| :
F

10.4 Condicdes de Convergéncia

Para que a sequéncia gerada, {X'}, seja convergente, é necessario que
Ic] <1 (||| - norma da matriz).
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Norma da matriz C

|} = min{[c,. |c].3
ICll, = norma da matriz linha

”C”| = miax {lecul}
]:

”C”c = mjaX { |Cij|}
i=1

Icl <1

“Ou a soma de todos os elementos das linhas ou a soma de todos os
elementos das colunas deve ser menor que 1”.

|F1/3 1/2 oTl

Exemplo: A= 0 1/2 O
L1/4 1/4 1/4J
Solucéo:
|A] = mingJA],.|A| 3

o3} ) ) -

Seja o sistema Ax = b, sistema Diagonal dominante, entéo:

A X +aLX, +a X+ A X, = Ay
Ay Xy + Ay X, + Ay X+, A, X, = Ay

A, X +,,X, + 85X+ 43, X, = a

n
al> 3a)

nn+1
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Exemplo:
j3x1—x2—x3=1
X, +4X, —X; =4
X, —X,—5X; =5
Solucéo:
1
x1=0x1+§x2+§x3+§
1
X, _ZX1+OX2+ZX3+1
1 1
x3:§x1—gx2+0x3+1
IFXJI lF 0 13 1/31| |Fxﬂ |F1/3T|
X, |=]-1/4 /4%, 1+ 1
bl Lus s 2 bl 14 ]

X=Cx+f

[C]l=min{ic],. ]}
o226
N L ()

||C||=m|'n{g,l} 1
312

10.5 Método de Jacobi:

F1/3T|
Passo 1: )”(T 1J . =01
1
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Passo 2:

Passo 3:
Regra de Parada

10.6 Método de Gauss-Seidel:

Passol:

N —— |

e

>
Il
1

Passo 2:
X=CxXO+f
X= 0%+ 1t le s =1
13 3 3

xl——1~1+0x +£~1+1—1
27 4 274 B

1 1
Xé =§-1—§-1+0X3+1=1

10.7 Atividades
1. Transformar as matrizes em fatores LU

1 2 3 1 2 3
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2 4 6 3 5 7

3 5 7 2 4 6

2. Escrever o algoritmo, e as formulas gerais para o método do elemento maior que
funciona igual ao método de Gauss-Jordan sendo que a escolha do elemento
pivd é o maior elemento da coluna em valor absoluto, entre as linhas que néo
contém elementos pivos escolhidos. Fazer trocas de linhas para arrumar o
sistema.
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