Probabilidade

AULA 7

Aula 7 — Probabilidade

Nesta aula vocé aprenderd a definicao de probabilidade, estudara os
axiomas e propriedades de uma lei de probabilidade e fard revisao dos seguintes

conceitos de analise combinatoria:

e permutacao;
e arranjo;

e combinagao.

Definicao classica de probabilidade

Na aula passada, vimos que o espago amostral para o experimento
aleatério do langamento de um dado é Q = {1,2,3,4,5,6}. Vimos também
que ¢ usual supor que o dado seja equilibrado, o que equivale a dizer que
todos os resultados sao igualmente provaveis. Entao, se jogarmos o dado
varias vezes, aproximadamente um sexto das ocorréncias resultara na face
3, bem como metade das repeticoes resultara em um nimero par. Estamos
analisando a chance de ocorréncia dos eventos A = “face 3” e B = “face par”.
O evento A é um evento elementar, enquanto o evento B é um subconjunto
com 3 elementos, o que representaremos por #4A =1 e #B = 3. Essa é uma
terminologia usual para representar o nimero de elementos de um conjunto,
que lemos como “cardinalidade de A ou B”. E intuitivo dizer que A ocorrera
é das vezes, enquanto B ocorrerd % = % das vezes. Define-se, assim, a
probabilidade de um evento A como a razao entre o numero de elementos
de A e o nimero de elementos de §2. Vamos nos referir aos elementos de A
— o evento de interesse — como sendo os “casos favoraveis”, enquanto os

elementos de €2 sao os “casos possiveis”, o que nos leva a seguinte definigao.

Definicao classica de probabilidade
Seja A um evento de um espago amostral €2 finito, cujos elementos sao

igualmente provaveis. Define-se a probabilidade do evento A como

numero de casos favoraveis  #A
Pr(A) = =

= 7.1
numero de casos possiveis #Q (7.1)
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Naturalmente, nessa definicao estamos supondo que #2 > 0, ou seja,
que €2 tenha algum elemento pois, se nao tivesse, nao teriamos o que estudar!
Esta foi a primeira definicao formal de probabilidade, tendo sido explicitada
por Girolamo Cardano (1501-1576). Vamos nos referir a ela como a defini¢ao

classica de probabilidade. Note que ela se baseia em duas hipdteses:

1. H& um ntumero finito de eventos elementares, isto é, ) é um conjunto
finito.

2. Os eventos elementares sao igualmente provaveis.

Embora essas hipoteses restrinjam o campo de aplicagao da definicao,
veremos que ela é muito importante e varios exercicios serao resolvidos basea-

dos nela.

Propriedades da definicao classica de probabilidade

A definigao classica de probabilidade satisfaz as seguintes propriedades

bésicas:

1. Pr(A) > 0 para todo evento A C Q
Demonstracao:

Como #A > 0 e #0Q > 0, Pr(A) é a razao de dois niimeros nao-
negativos, entao, Pr(A4) > 0.

2. Pr(Q) =1.
Demonstracao:
Q
Por defini¢ao, Pr (Q2) = % =1

3. Se A e B s@o eventos mutuamente exclusivos, entdo Pr(A U B) =
Pr(A) +Pr(B).

Demonstracao:

Se A e B sao mutuamente exclusivos, resulta que AN B = &. Neste
caso, # (AU B) = #A + #B (veja a Figura 7.1). Logo,

#(AUB) _ #A+#B _#A  #B _

Pr(AUB) = 70 70 —#0 T #a

Pr(A) 4+ Pr(B)
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Figura 7.1: Cardinalidade da uniao de eventos mutuamente exclusivos.

4. Pr(@) =0
Demonstracao:
%] 0
Como #@ = 0, resulta que Pr(@) = % = o) =0

Essa propriedade pode ser obtida também utilizando-se apenas as 3

primeiras. Para isso, note que podemos escrever
N=QUo

Como 2 e @ sao mutuamente exclusivos, podemos aplicar a Propriedade

3 para obter
Pr(Q) = Pr(QU @) = Pr(Q) + Pr(2)
Mas
Pr(Q) = Pr(Q) + Pr(@) = Pr(@) = Pr(Q) — Pr(Q) =0
5. Pr(A) =1— Pr(A)

Demonstracao:

Vimos na aula anterior que
N=AUA

Como A e A sdo mutuamente exclusivos, podemos aplicar a Propriedade
3 para obter que
Pr(Q)) = Pr(A) + Pr(4)

Mas, pela Propriedade 2, Pr(€2) = 1. Logo,

1 =Pr(A) + Pr(A) = Pr(A) = 1 — Pr(A)
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Figura 7.2: Diferenca de dois eventos A — B = AN B.

6. Pr(A — B) = Pr(AN B) = Pr(A) — Pr(AN B)

Demonstracao:
Veja a Figura 7.2 para visualizar melhor esse resultado.

Temos que
A=(A-B)U(ANB)

O primeiro termo ¢ a parte sombreada mais escura, e o segundo termo
¢é a parte sombreada mais clara. Podemos ver que essas duas partes

nao tém intersecao. Logo, pela Propriedade 3, podemos escrever:
Pr(A) =Pr(A—B)+Pr(ANB) = Pr(A— B) =Pr(A) - Pr(ANB)

Volte & Figura 7.2 para ver que o evento B — A = BN A corresponde

a parte nao sombreada da figura e que

Pr(B — A) = Pr(BN A) = Pr(B) — Pr(AN B)

. Para dois eventos A e B quaisquer, Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) —

Pr(AnN B)
Demonstracao:

Note que esse resultado generaliza a Propriedade 3 para dois eventos
quaisquer, ou seja, nao estamos exigindo que A e B sejam mutuamente

exclusivos. Veja a Figura 7.3.
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Figura 7.3: Uniao de dois eventos quaisquer.

Toda a parte sombreada representa a uniao dos dois eventos, que pode
ser decomposta nas duas partes com diferentes sombreamentos. A parte

mais clara é B — A, e a parte mais escura é A, ou seja:
AUB=AU(B-A)

Como essas duas partes nao tém interseccao, pela Propriedade 3, pode-

mos escrever

Pr(AU B) =Pr(A) + Pr(B — A)
Mas na Propriedade 6, vimos que Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B).

Substituindo, obtemos que

Pr(AU B) = Pr(B — A) + Pr(A) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)

. Se A C B entao Pr(A) < Pr(B).
Demonstracao:

Veja a Figura 7.4. Se A C B, entao AN B = A; essa é a parte

sombreada da figura. Nesse caso, usando a Propriedade 6, temos que
Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(An B) = Pr(B) — Pr(A)

mas, pela Propriedade 1, a probabilidade de qualquer evento é nao-

negativa. Logo,

Pr(B—A) > 0= Pr(B) —Pr(A) > 0= Pr(A) < Pr(B)
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Figura 7.4: Tlustragao da propriedade 8: A C B.

9. Pr(A) <1 para qualquer evento A C €.
Demonstracao:

Usando as Propriedades 8 e 2, temos que

ACQ=Pr(A) <Pr(Q)=1=Pr(4) <1

Resumo das propriedades

Vamos apresentar os resultados vistos anteriormente para facilitar o seu

estudo.

Propriedades da probabilidade

0<Pr(Ad) <1
Pr(Q) = 1
ANB =@ = Pr(AUB) =Pr(A) + Pr(B)
Pr(@) =0
Pr(4) = 1 — Pr(A)

Pr(4 — B) = Pr(A) — Pr(AN B)
Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B)
Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)
A C B = Pr(A) < Pr(B)
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Exemplos

1. No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de se obter face

maior que 47
Solugao:

Sabemos que #£ = 6 e também que o evento de interesse é A = {5,6).

2 1
Logo, Pr(A) = 5= 73

2. Considere um baralho usual composto de 52 cartas divididas em 4
naipes: ouros, copas, paus e espadas, cada naipe com 13 cartas. As
cartas dos 2 primeiros naipes sao vermelhas e as dos dois ultimos naipes,
pretas. Em cada naipe, as cartas podem ser As, 2,3,4,5,6,7,8,9,
10, Valete, Dama e Rei. Estas trés ultimas sao figuras que representam
a realeza. Retirando-se ao acaso uma carta desse baralho, qual é a

probabilidade de que seja uma figura? Uma carta preta?
Solucao:

Como héa 52 cartas ao todo, #£2 = 52. Vamos denotar por F' o evento
“carta retirada é uma figura” e por P o evento “carta retirada é preta”.
Em cada um dos 4 naipes ha trés figuras. Logo, o numero total de

figuras é 4 x 3, ou seja, #F = 12. Logo, a probabilidade de retirarmos
12 3 ,

= — = —. Metade das cartas ¢é de cor preta; logo,
52 13 % 1

a probabilidade de que a carta seja preta é Pr(P) = 5= 5

3. Um ntmero é escolhido entre os 20 primeiros inteiros, 1 a 20. Qual

uma figura é Pr(F)

é a probabilidade de que o nimero escolhido seja (i) par? (ii) primo?

(iii) quadrado perfeito?
Solugao:

Vamos denotar por P o evento “ntimero par”, por R o evento “nimero
primo” e por @ o evento “quadrado perfeito”. Entao, A = {2,4,6,8,
10,12,14,16,18,20}; P = {1,3,5,7,11,13,17,19}; Q = {1,4,9,16}.

Logo, Pr(P) L Pr(R) = 8 = g; Pr(Q) = 4 — 1

20 2 20 5 20 5

4. Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 8 bolas verdes.
Uma bola é escolhida ao acaso desta urna. Qual é a probabilidade de
que (i) a bola nao seja verde? (ii) a bola seja branca? (iii) a bola nao

seja nem branca nem verde?
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Solugao:

Temos um total de 6+2+8 = 16 bolas. Logo, #£2 = 16. Vamos denotar

por P, B,V os eventos bola preta, branca e verde, respectivamente.

(i) Queremos a probabilidade de V, ou seja, do complementar de V.

o 8 8 1
i P =1-P =l-—=—==

Vimos que Pr(V) r(V) 16 16 2
B #B 2 1

(i) Pr(B) 40 16 8

(iii) Se a bola nao é branca nem verde, ela tem que ser preta. Note que
estamos pedindo Pr(BNV). Pela lei de De Morgan e pelas Propriedades

3 e 4, temos que

Pr(BNV) = Pr(BUV)=1-Pr(BUYV)
2 8 6
= 1—-[Pr(B)+P =1—-—=—-—==—
[Pr(B) + Pr(V) 1616 16
3
= —=Pr(P
= = Pu(P)

5. Consideremos novamente o lancamento de dois dados. Vamos definir
os seguintes eventos: A = “soma das faces par”, B = “soma das faces
maior que 9”7, C' = “soma das faces impar menor que 9”. Vamos calcu-
lar a probabilidade de tais eventos. A visualizacao do espaco amostral
desse experimento pode ser vista na tabela a seguir, na qual, para cada
par possivel de resultados, apresentamos também a soma das faces:

Dado 2
1 2 3 4 ) 6
1 (Ly)—-2((,2)—=3|(1,3)—4|(1,4)—5 | (1,5 =6 |(1,6)—7
21 (2,1)—=3](2,2)—4](2,3)—5](2,4—6 |(25—-7 | (2,6 —8
Dado | 3| (3,1)—4 | (3,2)—5|(3,3)—6|(3,4)—>7 | (3,5 =8 |(3,6)—9
1 4] (A1) —5](4,2—6|(43)—7]| (4,4 —8 | (45 —9 | (4,6)— 10
50(5,1)—6|(5,2) 7] (53 =8| (54 —9 | (55 —10 | (56)— 11
6| (6,1)—7] (6,2 —8|(63) —9|(64) —10] (6,5 — 11 | (6,6) — 12
Podemos ver que :
(((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6
o) (B:1.6.2.63.6.9.6.9.6.6. | _ o
(41),(4,2),(4,3), (4,4), (4,5) , (4,6).
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),

((1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),
A=< (3,1),(3,3),(3,5),(4,2),(4,4),(4,6), p = #A=18
[ (5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6)
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B ={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)} = #B =6

C(1,2),(1,4),(1,6),2,1),(2,3), (2,5), -
C_{(3,2),(3,4),(4,1),(4,3),(5,2),(6,1),}$#0_12
Logo,

PriA)=o =3 Pr(B)=g =5 Pr(0)=r =1

. Em uma urna ha 4 bolas brancas e 3 bolas verdes. Duas bolas sao
retiradas dessa urna, seqiiencialmente e sem reposicao. Qual é a proba-
bilidade de obtermos (i) 2 bolas brancas? (ii) 2 bolas verdes? (iii) 2

bolas de cores diferentes?
Solucao:

Vamos indicar por By, By, B3 e B4 as quatro bolas brancas e por Vi,
V5 e V3 as trés bolas verdes. O espago amostral para este experimento

é
Q= {(01’02)7 01702:-81732’33734"/1"/2"/3; Ol #02}

A primeira bola pode ser qualquer uma; logo, ha 7 bolas possiveis.
Como a extragao é sem reposicao, para a segunda bola s6 ha 6 possi-

bilidades. Assim, o nimero total de pares é 7 x 6 = 42.

(i) O evento A = “2 bolas brancas” é

A BBy, B1B3, B1 By, By By, Bo B3, Bo By,
| BsBi, BsBy, BsBy, ByBy, B4By, B4Bs

12 2
L Pr(A) = — =-.
Og07 r( ) 42 7
(ii) O evento B = “2 bolas verdes” ¢é
B = {ViVa, ViV3, VaV1, VaVs, V3Vi, VsVa}
6 1
L Pr(B)=— =~
Og07 r( ) 42 7
(iii) O evento C' = “bolas de cores diferentes” ¢ o complementar do
evento D = “bolas de cores iguais”. Por sua vez, D = AU B e como A
2 1 3
e B sao mutuamente exclusivos, Pr(D) = Pr(A)+Pr(B) = = + 5=
4
Logo, Pr(C) = 1 — Pr(D) = 1 — % -2

Note o trabalho que da listar todos os elementos de um evento!
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E interessante notar o seguinte fato sobre a extragao das bolas: em
vez de fazermos extracoes seqiienciais, podemos retirar 2 bolas simul-
taneamente. Em ambos os casos, as extracoes sao sem reposicao, ou
seja, a mesma bola nao pode sair duas vezes. O que muda, entao? Nas
extragoes simultaneas, nao podemos diferenciar a ordem das bolas; por
exemplo, os pares ViV, e VoV) sao os mesmos. Dessa forma, a cardi-
nalidade do espago amostral fica reduzida por 2, que é 2!, nimero de
maneiras de organizar as 2 bolas. Se fossem 3 bolas, ficaria reduzido
por 3! = 6. Para ajudar na compreensao dessa diferenca, vamos listar

o espaco amostral nos dois casos, bem como os eventos que estudamos.

Evento | Extragoes seqiienciais Evento | Extragoes simultaneas
2 bolas | B1By, B, B3, B, By, 2 bolas | By By, B, B3, BBy,
brancas | By By, ByBs, B, By, brancas | ByBs, B, By,
BsBy, B3Bsy, B3 By, B3 By,
BBy, B,Bs, B,Bs,
2 bolas | ViV, V V3, 2 bolas | V1V,, V V3,
verdes VoV, Vi, Vs, verdes | V5V,
V3Vi, ViV,
Branca | B1Vy, B V,, B, V3, Uma By, B, Vs, B, Vs,
e verde | ByVi, BoVa, ByVs, branca | ByVi, ByVs, B,yVs,
B3V, B3Vs, B3 Vs, euma | B3Vy, B3Vs, B3V,
B,Vy, B, V,, B, Vs, verde By, BV, B, Vs
Verde V1B,V By, VB3,V By,
e VoB1,V 4By, VB3, V,By,
branca | V3B,V 3By, V3B, V3B,

Note que as probabilidades sao as mesmas em ambos os casos:

Pr(2 verdes) Pr(2 brancas) Pr(cores diferentes)

Extracoes seqiienciais =

Extragoes simultaneas

6 12 _ 24 _
42 42
6 12

21 21

12
3
21

= =
ENIIENTIN
RN

7. Em uma prova cairam dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acer-

taram o primeiro, 86 erraram o segundo, 120 acertaram os dois e 54
acertaram apenas um. Sorteando-se ao acaso um desses alunos, qual é

a probabilidade de que

(a) nado tenha acertado qualquer um dos dois problema?

(b) tenha acertado apenas o segundo problema?
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Solugao:
Vamos denotar por P; e P, os eventos “acertar problema 1”7 e “acertar
problema 2”7 respectivamente. Os dados do problema nos dao que:
#PNPk) = 120 (acertar os 2)
#P = 132 (acertar o primeiro)
#P, = 86
#[(PANP)U(PINP)] = 54

(errar o segundo)
(acertar apenas um)
O numero de alunos que acertaram apenas a primeira é
# (PLNPy) =#P — #(P N Py) =132 — 120 = 12
Logo, o nimero de candidatos que acertaram apenas a segunda ¢
#(P1NPy) =54—12 =42
Dai segue que o nimero de alunos que acertaram a segunda questao ¢é

#P, = #(Py N Py) + #(P, N Py) = 42 4+ 120 = 162

Essas cardinalidades estao ilustradas na Figura 7.5.

74

Figura 7.5: Espaco amostral do exemplo sobre acerto de duas questoes.

Logo, o nimero total de alunos é
#Q = #(P,UP,) = #P, +#P, = 162 + 86 = 248
(a) Pela lei de De Morgan, tem-se que

Pr(Flﬂﬁg) = PI'(P1UP2):1—PI'(P1UP2):

= 1- [PI'(Pl) + PI"(PQ) - Pl"(Pl N PQ)] =
132 162 120

218~ 248 T 248
74 37

248 124
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Azioma

1) Premissa imediatamente
evidente que se admite como
universalmente verdadeira
sem exigéncia de
demonstragao.

2) Proposigéo que se admite
como verdadeira porque dela
se podem deduzir as
proposigoes de uma teoria ou
de um sistema légico ou

matematico.
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(b) Pela Propriedade 6, tem-se que:

162 — 120 42

21
248 248

124

Pl"(PQﬂFl) :Pr(PQ)_Pr(lePQ):

Atividade 7.1

1. Em um arquivo hé 4 balancetes de orgamento e 3 balancetes de custos.
Em uma auditoria, o auditor seleciona aleatoriamente um desses bal-
ancetes. Qual é a probabilidade de que seja um balancete de custos?

E de orcamento?

2. Considere a situagao anterior, sé que agora o auditor retira seqiiencial-
mente 2 balancetes sem reposicao. Qual é a probabilidade de serem
sorteados (i) 2 balancetes de custos? (ii) 2 balancetes de or¢camento?

(ili) 2 balancetes de tipos diferentes?

Definicao axiomatica de probabilidade

Anteriormente, vimos que a definicao classica de probabilidade se res-
tringe a espagos amostrais finitos onde os eventos elementares sao equipro-
vaveis. Em tal contexto, mesmo com essas restricoes, podemos observar o
seguinte: a probabilidade é um nimero que associamos a cada evento de um
espago amostral €2 e esse nimero - chamado probabilidade - satisfaz deter-
minadas propriedades interessantes, que foram deduzidas (ou demonstradas)
a partir das trés primeiras. Vemos, assim, que probabilidade é uma funcao
definida no conjunto de eventos de um espago amostral. Na Figura 7.6
ilustra-se o conceito de probabilidade como uma funcao, construindo-se um
grafico de barras para representa-la. Isso nos leva a definicao axiomadtica de

probabilidade.
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Lei de probabilidade
h

@ P(®)
P

iy~ ol

»

Ev;ntos

Espaco amostral

Figura 7.6: Definicao axiomatica de probabilidade.

Definicao axiomatica de probabilidade
Seja ) um espago amostral associado a um experimento aleatério. Proba-
bilidade é uma funcao, denotada por Pr, que associa a cada evento A de 2

um numero real Pr(A) que satisfaz os seguintes axiomas:
Axioma 1 : Pr(A4) >0

Axioma 2 : Pr(Q2) =1
Axioma 3 : ANB =@ = Pr(AUB)=Pr(A)+ Pr(B)

E importante que vocé observe que os trés axiomas correspondem as trées
primeiras propriedades vistas para a defini¢ao classica de probabilidade. Para
a defini¢ao classica, a demonstracao da validade dessas trés propriedades é
imediata — e ébvia — a partir da teoria de conjuntos. No caso geral, elas
formam o conjunto de aziomas da probabilidade. Como todas as outras
propriedades foram deduzidas a partir dessas trés propriedades, elas conti-
nuam valendo no caso geral, ou seja, a partir dos trés axiomas deduzimos as

seguintes propriedades:

Pr(A—B) = Pr(A)—Pr(ANB)
Pr(B—A) = Pr(B)—Pr

S
o)
=

AULA 7
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Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)
AC B=Pr(A) <Pr(B)

Pr(4) <1

Exemplos

1. Dados © = {1,2,3}, A = {1}, B = {2}, C = {3}, Pr(4) =
Pr(B) = 5, calcule:

Solugao

(a) Como Pr(Q2) =1, resulta que Pr(C') =1 —Pr(4) — Pr(B) =

1
5
(b) Como A e B sao mutuamente exclusivos, Pr(AU B) = Pr(A) +

Pr(B) = 2.

(c) Pr(A) =1—Pr(A) = 2.

(d) Pela lei de De Morgan, temos que Pr(AN B) = Pr(AUB) =

1-Pr(AUB)=1—-2=1.

(e) Pela lei de De Morgan, temos que Pr(AU B) = Pr(ANB) =
1-Pr(ANB)=1-0=1.

2. Dado que Q = {—1,0, 1}, verifique se é possivel definir uma medida de
probabilidade em (2 tal que

Pr({-1,1}) = 0,6
Pr({0,1}) = 0,9
Pr({-1,0}) = 0,5

Justifique sua resposta.
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Solugao: Note que o evento {—1,1} = {—1} U {1}. Logo, as probabili-
dades dadas se transformam no seguinte sistema de 3 equagdes com 3

incégnitas:

Pr(—1)+Pr(1) = 0,6
Pr(0) + Pr(1) = 0,9
Pr(—1) +Pr(0) = 0,5

Da primeira equacao, obtemos que Pr(1) = 0,6 — Pr(—1). Substituindo

na segunda, obtemos o seguinte sistema de 2 equacoes e 2 incognitas:

Pr(0) + 0,6 — Pr(—1) = 0,9
Pr(—1) 4+ Pr(0) = 0,5

ou

Somando termo a termo, resulta que
2 x Pr(0) =0,8= Pr(0) =0,4
Substituindo, obtemos que
Pr(-1)=0,5—-Pr(0) =0,5-0,4 = Pr(—-1) =0,1
Substituindo novamente, obtemos
Pr(1)=0,6 — Pr(—-1)=0,6—0,1=0,5

Como todos os valores obtidos estdo no intervalo (0,1) e somam 1, a

atribuicao de probabilidade dada ¢é valida.
. Prove que:
Pr[(AnB)U (AN B)| = Pr(A) + Pr(B) — 2Pr(AN B)

Os dois termos da esquerda dao, respectivamente, as probabilidades
dos eventos “apenas A ocorre” e “apenas B ocorre”. Logo, a afirmacao
trata da probabilidade de que exatamente uwm dos eventos A ou B

ocorre.
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Solugao:

Pela Propriedade 6, temos que

Pr(ANB) = Pr(A)—Pr(AnB)
Pr(ANB) = Pr(B)—Pr(ANB)

Somando essas igualdades termo a termo, obtém-se que:
Pr(ANB)+Pr(AnB) =Pr(4) —Pr(ANB)+Pr(B) —Pr(ANB)

Como AN B e AN B sao mutuamente exclusivos, a soma de suas

probabilidades é a probabilidade da sua uniao, ou seja,
Pr(ANB)+Pr(ANB)=Pr[(ANB) U (ANB)]
Logo,

Pr[(ANB) U (ANB)] =Pr(A) + Pr(B) — 2Pr (AN B)

Note que, pela definicao classica de probabilidade, isso significa que

#[(ANB)U(ANB)]  #A+#B-2x#(AND)
#Q B #Q

e, portanto,

#[(ANB)U(ANB)] = #(A) +#(B) —2x #(ANB)

Atividade 7.2

. Se Pr(A)=1/3 e Pr(B) =1/4, A e B podem ser mutuamente exclu-

sivos?

. Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos tais que Pr(A4) = 0,5 e

Pr(B) =0,4.

(a) Calcule Pr(AuU B).
(b) Calcule Pr(B N A).
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Resumo da Aula

Nesta aula voce estudou a definicao classica e a definicao axiomatica

de probabilidade.

e Definicao classica de probabilidade: Para um espaco amostral
finito €2 em que os eventos elementares sao igualmente provaveis, define-
se a probabilidade como
#A

T #Q

e Definicao axiomatica de probabilidade: Probabilidade é uma funcao

Pr(A)

que associa a cada evento A de um espago amostral {2 um nimero Pr(A)

que satisfaz os seguintes axiomas:
Axioma 1 : Pr(A) >0
Axioma 2 : Pr(Q) =1
Axioma 3 : ANB=@ = Pr(AuUB) = Pr(A)+ Pr(B)

e Propriedades da probabilidade:

Pr(@) =0
Pr(A) =1 — Pr(A)
Pr(A— B)=Pr(A) — Pr(ANB)

Exercicios

1. Em uma urna hé 15 bolas numeradas de 1 a 15. Trés bolas sao retiradas

da urna sem reposicao. Qual é a probabilidade de que:

(a) o menor nimero seja 77

(b) o maior nimero seja 77

2. Usando as propriedades ja vistas, mostre que
Pr(AuBUC) = Pr(A)+ Pr(B)+Pr(C)
—Pr(ANB)—-Pr(ANC)—-Pr(BNC)
+Pr(ANBNC)
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Sugestao: Note que, pela propriedade associativa, vocé pode escrever
AUBUC = AU (BUC). Pense que A e BU C sao dois eventos
e aplique a Propriedade 7, que d& a probabilidade da uniao de dois

eventos.

3. Usando a Propriedade 6, mostre as seguintes igualdades:

(a) Pr(ANBNC)=Pr(ANB)-Pr(ANBNCO)

(b) Pr(ANBNC) =Pr(A)—Pr(ANB) —Pr(ANC)+Pr(ANBNC)
4. Em uma cidade ha trés clubes A, B, C. Em um grupo de 1000 familias

constatou-se que 470 sao sécias do clube A; 420 sao sécias do clube

B, 315 sao soécias do clube C'; 110 sao sécias dos clubes A e B; 220

sao sécias dos clubes A e C'; 140 sao socias dos clubes B e C' e 75

sao socias dos 3 clubes. Escolhendo-se ao acaso uma familia, qual é a

probabilidade de que ela

(a) nao seja socia de qualquer um dos clubes?
(b) seja socia de apenas um clube?

(c) seja socia de pelo menos dois clubes?
5. Em um levantamento em um bairro de 1.000 moradores, verifica-se que:

e 220 tém curso superior;

e 160 sao casados;

e 100 estao desempregados;

e 50 tém curso superior, sao casados e estao empregados;
e 60 tém curso superior e estao desempregados;

e 20 tém curso superior, sao casados e estao desempregados.

Escolhe-se ao acaso um morador desse bairro. Qual é a probabili-

dade de que ele

(a) tenha curso superior e seja casado?
(b) ou tenha curso superior e seja casado ou esteja empregado?

(c) ou tenha curso superior ou esteja desempregado?

6. Um lote é formado por 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com
defeitos graves. Um artigo é escolhido ao acaso. Ache a probabilidade

de que:
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(a) ele nao tenha defeitos;
(b) ele nao tenha defeitos graves;

(c) ele seja perfeito ou tenha defeitos graves.

7. Quatro bolsas de estudo serao sorteadas entre 30 estudantes, dos quais
12 sao do sexo masculino e 18 sao do sexo feminino. Qual a probabili-

dade de que haja entre os sorteados:

(a) uma pessoa do sexo masculino?
(b) no maximo uma pessoa do sexo feminino?

(c) pelo menos uma pessoa de cada sexo?

Solucao das Atividades

Atividade 7.1

1. Vamos denotar por C' o evento “balancete de custo” e por O o evento

“balancete de orcamento”. Temos:
#0O =4 #C =3 #O =7

Logo,

2. O espaco amostral para o experimento do sorteio seqiiencial de 2 ba-

lancetes sem reposicao é

( )

0102, 0103, 0104, 0201, 0203, 0204,
0301, 030, 0304, 0401, 0402, 0403,
0101, 0103, 01C3, 0201, 0203, 020,
Q= 0301, 0305, 03C3,04C1, 04Cy, 04C3,
C101, €102, G103, G104, G201, G203,
C203, 0304, €301, C50,, C303, C304,
C1Cy, C1C5, CoCh, C2Cs, C3C1, O304

Logo, # = 42.

(i) Seja A = “dois balancetes de custos”. Entao,

A == {01027 CY16(37 02017 02037 03017 0302}
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(i) Seja B = “dois balancetes de orgamento”. Entao,
B— 010270103701047020170203702047
0301, 0302, 0504, 0401, 0403, 0403
12 2

(iii) Seja C' = “dois balancetes de tipos diferentes”. Entao

01017 0102, 01037 OQCla 02027 0203”
03017 03027 03037 04017 04027 04037

O —
CY1017 C(1027 CY1037 C(1047 02017 C(2027
02037 C(2047 CY3017 C(3027 CY3037 C(3047
24 4
(& PI’(C) == E = ?

Atividade 7.2

. Pr(B) = 1—Pr(B) = 2. Se A e B fossem mutuamente exclusivos,

terfamos que ter Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) = : + 32 = 2 > 1. Logo,

A e B tém que ter intersecao.

2. Do enunciado, concluimos que AN B = &. Logo,

(a) Pr(AUB) =Pr(4) +Pr(B)=0,5+0,4=0,9
(b) Pr(BNA) =Pr(B—A)=Pr(B)—Pr(ANB)=0,4—0=0,4

Solucao dos Exercicios

1.

(a) Se o menor ntmero é 7, isso significa que uma das bolas é a de
nimero 7 e as outras 2 tém numero de 8 a 15 e a ordem nao
importa. A probabilidade de sortear a bola 7 é 5 Se a bola
7 é sorteada, sobram 14, das quais 8 tém nimero maior que 7.

A probabilidade de sortear duas com ntmero maior que 7, nesse

3

1) maneiras

caso, ¢ — X —. Como a ordem nao importa, existem (

de sortear essas 3 bolas. Logo, a solucao é

1 8 7 3 4
7,>7,> 7 em qualquer ordem — Bxﬁxl_?)x(l) = %5
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1 6 5) 3 3
(b) 7,<7,< 7 em qualquer ordem — TRV (1) =51

2. Aqui vamos usar a Propriedade 7, que da a probabilidade da uniao de

2 eventos e também a propriedade distributiva da intersecao e uniao,

vista na aula anterior.
Pr(AUBUC) = Pr[(AUB)UC]=
= Pr(AUB)+Pr(C)—-Pr[(AUuB)NC] =
= [Pr(A)+Pr(B)—Pr(AnB)]+Pr(C)—
—Pr{(AnC)u(BNQC)]
= Pr(A)+Pr(B)—Pr(ANB)+Pr(C)—
—{Pr(AnC)+Pr(BNC)-Pr[(AnC)N(BNC)|}
Mas (ANC)N(BNC)=AnBnNC. Logo,

Pr(AUBUC) = Pr(A)+Pr(B)+Pr(C)
—Pr(AnNB)—-Pr(AnC)—-Pr(BNC)
+Pr(ANBNC)

Note que, como todos os termos estao divididos por #€2, esse resultado

vale também para a cardinalidade da uniao de trés eventos — basta

substituir Pr por #.
3. A Propriedade 6 nos diz que Pr(ANB) = Pr(A—B) = Pr(A4)—Pr(ANB)
(a) Esse resultado trata da probabilidade de ocorrer A e B, mas nao
C. Usando a propriedade associativa, temos que
Pr(ANBNC)=Pr[(ANB)NC] =Pr(ANB) —Pr(ANBNC)
Veja a Figura 7.7. Toda a parte sombreada corresponde a ocor-

réncia de A e B, ou seja, AN B. A parte sombreada mais escura é

o evento de interesse: AN BN C e a parte sombreada mais clara

eANBNC.

Figura 7.7: Ocorréncia dos eventos A e B mas nao de C' - Exercicio 6a.
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(b) Esse resultado trata da probabilidade de ocorrer apenas A, dentre
os trés eventos. Usando as propriedades comutativa e associativa,

mais o resultado da letra (a), podemos escrever

Pr(ANBNC) = Pr
= Pr(ANC)-Pr(ANCnNB)

I
-
.

=

|
-

J=4
N
D)

Q

|

'TU'

J=4
N
D)

C)

|
-
=
N
>
w
>

Q

= Pr(A)—Pr(AnC)—-Pr(ANB)+Pr(ANBNC)

Veja a Figura 7.8. Toda a parte sombreada corresponde ao even-
to A. A parte sombreada mais escura corresponde ao evento de
interesse: AN B N C. Note que se subtrairmos AN B e AN C,
estaremos subtraindo duas vezes A N B N C; ai, temos que somar

AN BNC uma vez para compensar.

Figura 7.8: Ocorréncia de A, mas nao de B e C - Exercicio 6b.

4 #A =470  #B=420 #C =315
#(ANB)=110 #(ANC)=220 #(BNC) =140
#(ANBNC)=T75  #Q=1.000

Veja a Figura 7.9

>
w

Figura 7.9: Solucao do exercicio sobre os 3 clubes de uma cidade.
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(a) Note que o evento A U B U C corresponde ao evento “familia

sorteada ¢ socia de pelo menos um clube”. O problema pede “nao

é sécia de qualquer clube”, ou seja, AN BN C. Pelas leis de De

Morgan e do evento complementar, temos que

Pr(ANBNC)=Pr(AUBUC) =1-Pr(AUBUC)

Mas,
Pr(AUBUC) =

e, para o problema,

Pr(A) +Pr(B) + Pr(C) —Pr(ANB)—Pr(ANnC)
—Pr(BNC)+Pr(ANnBNQC)

Pr(AUBUC) = 1-Pr(AUBUC)=

= 1-0,47-0,42—0,315+0,11 40,22+ 0,140 — 0,075

= 0,

O problema pede

19

Pr[(ANBNC)U(ANnBNC)U(ANBNC)]

Como os trés eventos sao mutuamente exclusivos, temos que

Pr[(ANBNC)U(AnBNC)U(ANBNC)]
= Pr(ANBNC)+Pr(AnBNC)+Pr(AnBnNC)

O primeiro termo se refere aqueles que sao sécias apenas de A,

o segundo termo, apenas de B e o terceiro termo, apenas de C.

Usando a letra (b) do exercicio anterior, temos que

Pr(A) = Pr(ANB) —Pr(ANnC) +

+Pr(ANBNC) (7.2)
0,47 — 0,11 — 0,22 + 0,075
0,215 (7.3)

Analogamente, prova-se que

Pr(ZﬂBﬂ@)

Pr(B) —Pr(AnB) —Pr(BNC) +

+Pr(ANBNC) (7.4)
0,42 — 0,11 — 0,14 + 0,075
0,245 (7.5)

AULA 7
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Pr(ANBNC) = Pr(C)—Pr(ANC)—Pr(BNC)+

+Pr(AnBNC) (7.6)
= 0,315—0,22—0,14+ 0,075
= 0,03 (7.7)

e a probabilidade pedida ¢é 0,215 + 0,245 + 0,03 = 0, 49.

(¢) Como s@ao 3 clubes, uma familia pode ser sécia de 3, 2, 1, ou
0. Nesse caso, o evento F' = “ser sécio de pelo menos 2”7 é o
complementar do evento “ser sécio de no maximo 1”7 e esse, por
sua vez, € a uniao dos eventos “ser socio de nenhum” e “ser sécio de
exatamente 1”7, cujas probabilidades foram calculadas nas letras

(a) e (b). Logo,

Pr(F) = Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)
= 1-0,19-0,49 =0,32

5. Sejam os eventos S = “ter curso superior”, C' = “ser casado”, D =

“estar desempregado”. O problema da que

Pr(S) = 0,22 Pr(C)=0,16 Pr(D)=0,10
Pr(SNCND) = 0,06 Pr(SND)=0,06 Pr(SNCND)=0,02

(a) O problema pede Pr(SNC). Temos que
Pr(SNC)=Pr(SNCND)+Pr(SNCND)=0,02+0,05= 0,07
(b) O problema pede Pr [(S N C)UD]. Temos que
Pr[(SNC)UD] =Pr(SNC)+Pr(D)-Pr(SNCND)=0,07+0,90—0,05 = 0, 92
(¢) O problema pede Pr (S U D). Temos que
Pr (S U D) = Pr (S)+Pr (D)—Pr (SN D) = 0,22+0,10—0, 06 = 0, 26

6. Sejam os eventos B = “artigo bom”, M = “artigo com defeitos menores”

e G = “artigo com defeitos graves”. Pelos dados do problema, temos
que
10 4 2
Pr(B) = — Pr(M) = — P = —
B) =15 M) = 15 16 =15
. . 10 5
(a) Pr(nao ter defeito) = Pr(B) = 6= 3
~ . — 14 7
(b) Pr(ndo ter defeito grave) = Pr (G) =1 —Pr(G) = 16 = &
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(¢) Pr(ser perfeito ou ter defeito grave) = Pr(BUG) = Pr(B) +

10 2 3
Pr(G) + — = —. Note que esses sao eventos mutuamente
exclusivos, ou seja, Pr(BNG) = 0.

~ 16 16

7. O numero total de formas de distribuir as 4 bolsas é

30
0=
#=(5)
(a) Uma bolsa para um aluno do sexo masculino significa que 3 bolsas

vao para alunos do sexo feminino. Existem ] maneiras de

escolher o aluno do sexo masculino e 3) maneiras de esco-

lher os 3 do sexo feminino. Logo, pelo principio fundamental da

<12) <18) 18 x 17 x 16
12X —m——
1 3 3x2

multiplicagao,

Pr(1 do sexo masculino) =

30 T 30 x 29 x 28 x 27
4 4x3x2
1.088
= So5 " 0,357307.

Pr(nenhum do sexo feminino) + Pr(1 do sexo feminino)

<12) <12) <18)

4 3 1 4.455

30 + 30 ©27.405 0,162562
4 4

(c) Pr(pelomenos 1 de cada sexo) = 1—Pr(nenhum do sexo masculino)—

Pr(nenhum do sexo feminino) =

Pr(pelo menos 1 de cada sexo)
= 1 — Pr(nenhum do sexo masculino)

— Pr(nenhum do sexo feminino)

<18) <12)
1— 1 1 = 0,870279

() ()
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