Varidveis aleatdrias continuas

Aula 13 — Variaveis aleatdrias continuas

Nesta aula, iremos estudar as variaveis aleatoérias continuas, e vocé

aprenderd os seguintes conceitos:

e funcao de densidade de probabilidade;
e funcao de distribuicao acumulada de varidveis aleatérias continuas;
e esperanca e variancia de variaveis aleatorias continuas;

e a distribuicao uniforme continua.

Nocoes basicas

No estudo das distribuicoes de freqiiéncia para variaveis quantitativas
continuas, vimos que, para resumir os dados, era necessario agrupar os va-
lores em classes. O histograma e o poligono de freqiiéncias eram os graficos
apropriados para representar tal distribuicao. Para apresentar os conceitos
bésicos relativos as variaveis aleatérias continuas, vamos considerar os his-
togramas e respectivos poligonos de freqiiéncia apresentados na Figura 13.1.
Esses graficos representam as distribuicoes de freqiiéncias de um mesmo con-
junto de dados, cada uma com um numero de classes diferente — no his-
tograma superior, hd menos classes do que no histograma inferior. Supo-
nhamos, também, que as areas de cada retangulo sejam iguais as freqiiéncias
relativas das respectivas classes (essa é a definigdo mais precisa de um his-
tograma). Pelos resultados vistos anteriormente, sabemos que a soma das
areas dos retangulos é 1 (as freqiiéncias relativas devem somar 1 ou 100%) e
que cada freqiiéncia relativa é uma aproximacao para a probabilidade de um

elemento pertencer a determinada classe.

Analisando atentamente os dois graficos, podemos ver o seguinte: a
medida que aumentamos o numero de classes, diminui a diferenca entre a

area total dos retangulos e a area abaixo do poligono de freqiiéncia.

A divisao em classes se fez pelo simples motivo de que uma variavel
continua pode assumir infinitos (ndo-enumeraveis) valores. Faz sentido, entao,
pensarmos em reduzir, cada vez mais, o comprimento de classe d, até a
situagao limite em que 6 — 0. Nessa situacao limite, o poligono de freqiiéncias
se transforma em uma curva na parte positiva (ou nao-negativa) do eixo ver-
tical, tal que a area sob ela é igual a 1. Essa curva sera chamada curva de

densidade de probabilidade.
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Figura 13.1: Histogramas e respectivos poligonos de freqiiéncia.

Considere, agora, a Figura 13.2, em que é apresentado o histograma
superior da figura anterior, mas agora ilustramos um fato visto anteriormente:
para estimar a freqiiéncia de valores da distribuicao entre os pontos a e b,

podemos usar a area dos retangulos sombreados de cinza-claro.

AN\

AN

Figura 13.2: Calculo da freqiiéncia entre dois pontos a e b.

Conforme ilustrado na Figura 13.3, a diferenca entre essa area e a area
sob o poligono de freqiiéncias tende a diminuir a medida que se aumenta o
niumero de classes. Essa diferenca é a parte sombreada de cinza mais escuro.
Isso nos permite concluir o seguinte: no limite, quando § — 0, podemos
estimar a probabilidade de a variavel de interesse estar entre dois valores A
e B pela area sob a curva de densidade de probabilidade, delimitada pelos

pontos A e B.
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Figura 13.3: Diferenca entre as areas dos retangulos e a area sob o poligono de fregiiéncia.

Variavel aleatoria continua

Embora ja visto anteriormente, voltamos a apresentar o conceito de

variavel aleatoria, por ser esse um dos conceitos mais importantes deste curso.

Definicao

Uma variavel aleatéria é uma funcao real (isto é, que assume valores em
R) definida no espago amostral 2 de um experimento aleatério. Dito de
outra forma, uma variavel aleatéria é uma funcao que associa a cada evento

de €2 um numero real.

J& estudamos também as varidveis aleatérias discretas e agora vamos
introduzir as variaveis aleatodrias continuas e para isso apresentamos nova-

mente esses conceitos.

Definicao
Uma varidvel aleatdria é discreta se sua imagem (ou conjunto de valores

que ela assume) for um conjunto finito ou enumeravel. Se a imagem for um

conjunto nao-enumeravel, dizemos que a variavel aleatéria é continua.
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Funcao de densidade de probabilidade

Os valores de uma v.a. continua sao definidos a partir do espago
amostral de um experimento aleatério. Sendo assim, é natural o interesse
na probabilidade de obtencao de diferentes valores dessa varidvel. O com-
portamento probabilistico de uma variavel aleatéria continua serd descrito

pela sua funcao de densidade de probabilidade.

Definicao
Uma funcao de densidade de probabilidade é uma fungao f(x) que

satisfaz as seguintes propriedades:

L f(x) =0
2. A area total sob o grafico de f(z) tem de ser igual a 1.
Dada uma funcao f(z) satisfazendo as propriedades acima, entao f(x) re-

presenta alguma varidvel aleatéria continua X, de modo que P(a < X < b)

é a area sob a curva limitada pelos pontos a e b (veja a Figura 13.4).

P(a<X<b)

Figura 13.4: Probabilidade como area.
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A definicao anterior usa argumentos geométricos; no entanto, uma
definicao mais precisa envolve o conceito de integral de uma funcao de uma
variavel. Apresentamos a seguir essa defini¢ao, mas neste curso usaremos ba-
sicamente a interpretacao geométrica da integral, que estd associada a area

sob uma curva.

Definicao
Uma funcao de densidade de probabilidade é uma fungao f(x) que

satisfaz as seguintes propriedades:
L f(z) =0
2. [ f(z)dx =1

Dada uma funcdo f(x) satisfazendo as propriedades acima, entdo f(z) re-

presenta alguma variavel aleatéria continua X, de modo que

P(aSng):/bf(:p)d:p

Para deixar clara a relacao entre a funcao de densidade de probabilidade
e a respectiva v.a. X, usaremos a notacao fx(x). Por questao de simplicida-
de, também abreviaremos a expressao funcao de densidade de probabilidade
por fdp, devendo ficar claro no contexto se é funcao de distribuigao de pro-
babilidade — v.a. discreta — ou funcao de densidade de probabilidade — v.a.

continua.

Uma primeira observagao importante que resulta da interpretagao geo-
métrica de probabilidade como area sob a curva de densidade de probabi-
lidade é a seguinte: se X ¢é uma v.a. continua, entao a probabilidade do
evento X = a é zero, ou seja, a probabilidade de X ser exatamente igual
a um valor especifico é nula. Isso pode ser visto na Figura 13.4: o evento
X = a corresponde a um segmento de reta, e tal segmento tem area nula.

Como conseqiiéncia, temos as seguintes igualdades:

Pra <X <b)=Pr(a<X <b) =Prla<X <b)=Pr(a<X <b)
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Funcao de distribuicao acumulada

Da mesma forma que a funcao de distribuicao de probabilidade de uma
variavel aleatoria discreta, a funcao de densidade de probabilidade nos da
toda a informacao sobre a v.a. X, ou seja, a partir da fdp, podemos calcular
qualquer probabilidade associada a v.a. X. Também como no caso discreto,
podemos calcular probabilidades associadas a uma v.a. continua X a partir

da funcao de distribuicao acumulada.

Definicao
Dada uma variavel aleatéria (discreta) X, a fungao de distribuigao acu-

mulada de X ¢ definida por

Fx(z)=Pr(X <) VeeR (13.1)

A definicao é a mesma vista para o caso discreto; a diferenca é que,
para variaveis continuas, a funcao de distribui¢ao acumulada é uma funcao

continua, sem saltos. Veja a Figura 13.5 para um exemplo.

Figura 13.5: Exemplo de funcao de distribuicao acumulada de uma v.a. continua.

Como no caso discreto, valem as seguintes propriedades para a funcao

de distribuigao acumulada (fda) de uma v.a. continua:

0< Fx(z) <1 (13.2)
xh_}rgo Fx(z)=1 (13.3)
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ml_i)r_noo Fx(x)=0 (13.4)
a<b= Fx(a) < Fx (b) (13.5)

Da interpretagao de probabilidade como é&rea, resulta que Fx(z) é a

area a esquerda de x sob a curva de densidade fx. Veja a Figura 13.6:

Pr(X<=a) =F(a)

Figura 13.6: Funcao de distribuicao acumulada - calculo a partir da area sob a curva de

densidade.

Existe uma relagao entre a fungao de densidade de probabilidade e a
funcao de distribuicao acumulada, que é resultante do Teorema Fundamen-
tal do Calculo. Essa relacao serd dada aqui para fins de completitude das
defini¢oes, mas nao serda cobrado do aluno tal conhecimento, uma vez que
os conceitos de integral e derivada podem ainda nao ter sido devidamente

assimilados.

Por defini¢ao, temos o seguinte resultado:
Fx(z) =Pr(X <z) = / fx(u)du,

e do Teorema Fundamental do Célculo resulta que

d

fx(z) = %FX(@’

isto é, a funcao de densidade de probabilidade é a derivada da funcao de

distribuicao acumulada.
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Esperanca e variancia de variaveis aleatorias continuas

Nas distribuicgoes de freqiiéncias agrupadas em classes de variaveis quan-
titativas continuas, vimos que a média e a variancia da distribuigao, medidas

de centro e de dispersao, respectivamente, podiam ser calculadas como

T = Zfixz’

2 —\2

o = E fi(ri =)
onde f; era a freqiiéncia relativa da classe i e x; era o ponto médio da
classe 7. Continuando com a idéia inicial da aula de tomar classes de com-

primento cada vez menor, isto é, fazendo § — 0, chegamos as seguintes

definicoes de esperanca e variancia de uma varidavel aleatoria continua.

Definicoes
Seja X uma variavel aleatoria continua com fun¢ao de densidade de proba-
bilidade fx. A esperanga (ou média ou valor esperado) de X ¢ definida

como

+o0
E(X) :/ xfx(x)dx

o0

e a variancia de X é definida como

Var(X) = / N [z — E(X)) fx(x)dz

— 00

O desvio padrao ¢ definido como

DP(X)=+/Var(X)

Como ja dito antes, nao entraremos em detalhes de calculo dessas
formulas; nosso enfoque sera na interpretacao da média e da variancia como
medidas de centro e de dispersao. Para algumas distribuicoes especificas,
apresentaremos os valores de F(X) e Var(X), mostrando a sua influéncia

sobre a distribuicao.
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As mesmas propriedades vistas para variaveis aleatorias discretas con-

tinuam valendo no caso continuo:

Esperanca Variancia Desvio padrao

E(a) =a Var (a) =0 DP(a)=0
E(X+a)=E(X)+a|Var(X +a)=Var(X) | DP(X +a)=DP (X)
E(bX) =bE(X) Var (bX ) b*’Var (X) | DP (bX) = |[b| DP (X)
Tomin < E(X) < Timax Var(X) > DP(X)>0

Se interpretamos a funcao de densidade de probabilidade de X como
uma distribui¢do de massa na reta real, entao E(X) é o centro de massa desta
distribuicao. Essa interpretagao nos permite concluir, por exemplo, que se

fx é simétrica, entao E(X) é o valor central, que define o eixo de simetria.
Exemplo 13.1 — Distribuicao uniforme

Considere a fungao fx apresentada na Figura 13.7:

Figura 13.7: Funcio de densidade de probabilidade para o Exemplo 13.1.

1. Encontre o valor de k para que fx seja uma funcao de densidade de
probabilidade de uma v.a. X.

2. Determine a equacao que define fx.

3. Calcule Pr(2 < X < 3).

4. Encontre E(X).

5. Determine o valor de k tal que Pr(X < k) =0,6.

6. Encontre a funcao de distribuicao acumulada de X.

Ll  CEDERJ
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Solugao
1. Como a area tem que ser 1, temos de ter

1

2. Temos que
sel<z<5H

=

fx(z) =
0 caso contrario

3. A probabilidade pedida é a area sombreada na Figura 13.8. Logo,

1 1
Pr2<X <3)=(3-2 - = -
(2 X <3)=(3-2)x ;=

1/4 7

Figura 13.8: Célculo de Pr(2 < X < 3) para o Exemplo 13.1.

4. Por argumentos de simetria, a esperanca ¢ o ponto médio, ou seja,
E(X)=3.

5. O primeiro ponto a observar é o seguinte: o ponto z = 3 divide a area
ao meio, ou seja, r = 3 é a mediana da distribuicao. Como temos que
Pr(X < k) = 0,6, resulta que k tem de ser maior que 3, uma vez que

abaixo de 3 temos area igual a 0,5. Veja a Figura 13.9:

CEDERJ m
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0,1

PN

Figura 13.9: Célculo de k tal que Pr(X < k) = 0,6 para o Exemplo 13.1.

Temos de ter

1
0.1=(k=3)x ;= k=34

6. Para x < 1, temos que Fx(x) =0 e para > 5, temos que Fx(z) = 1.
Para 1 < x < 5, Fx(x) é a area de um retangulo de base (x — 1) e

altura 1/4 (veja a Figura 13.10). Logo,

r—1

4

Fx(l') =

Figura 13.10: Célculo de Fx para o Exemplo 13.1.
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e a expressao completa de Fx é

(0 sex <1

Fx(z) = ”“T_l sel <z <5

1 sex >H

\

cujo grafico estd ilustrado na Figura 13.11.

Figura 13.11: Funcao de distribuicao acumulada para o Exemplo 13.1.

Exemplo 13.2

Considere a fungao fx apresentada na Figura 13.12:

Figura 13.12: Funcao de densidade de probabilidade para o Exemplo 13.2.

CEDERJ




Varidveis aleatdrias continuas

| AULA 13
1. Encontre o valor de k para que fy seja uma funcao de densidade de
probabilidade de uma v.a. X.
2. Determine a equacao que define fx.
3. Calcule Pr(2 < X <3).
4. Encontre a funcao de distribuicao acumulada de X.

5. Determine o valor de k tal que Pr(X < k) =0,6.

Solugao

—_

. Podemos decompor a area sob a reta como a area de um triangulo e a
area de um retangulo (na verdade, o resultado é a drea de um trapézio

- veja a Figura 13.13). Entao, temos de ter
1
1 = (6-1) ><0,1+§(6—1) X (k—0,1) =

5
0.5 = S(k=01)=£k=03

Figura 13.13: Calculo de k para o Exemplo 13.2.

2. fx é uma funcdo linear e a reta passa pelos pontos (1;0,1) e (6;0,3),

o que nos da o seguinte sistema de equagoes:

0,1=a+0

0,3=a+6b
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Subtraindo a primeira equagao da segunda, obtemos
0,3—0,1=5b=b=0,04

Substituindo este valor na primeira equacao, obtemos que a = 0,1 —
0,04 = 0,06. Logo,

0,064+0,04x sel<x<6
fx(z) =

0 caso contrario

3. Veja a Figura 13.14, em que a area sombreada corresponde a proba-
bilidade pedida. Vemos que essa drea ¢ a area de um trapézio de altura
3 — 2 =1, base maior igual a fx(3) = 0,06+ 0,04 x 3 = 0,18 e base
menor igual a f(2) = 0,06+ 0,04 x 2 = 0, 14. Logo,

0,18+ 0,14

Pr(2 < X <3) = 5

x1=20,16

0,3 T

0,1 +

Figura 13.14: Célculo de Pr(2 < X < 3) para o Exemplo 13.2.

4. Veja a Figura 13.15; nela podemos ver que, para x € [1,5], Fx (k) é
a area de um trapézio de altura k — 1; base maior igual a fx (k) e base
menor igual a fx(1). Logo,

(0,06 + 0,04k) + 0,1

Fx(k) = > x (k —1)

= (0,08 +0,02k)(k — 1)
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ou seja,
0 se k<1
Fx(k) =< 0,02k?>+ 0,06k — 0,08 sel<k<6
1 se k> 6

053 T /

0,1 1

Figura 13.15: Funcao de distribuicao acumulada para o Exemplo 13.2.

5. Queremos determinar k tal que Fx (k) = 0,6. Logo,

0,6 = 0,02k* + 0,06k — 0,08 =
0,02k + 0,06k — 0,68 = 0 =

B +3k—34=0=
—3+/9+4x 34
2

A raiz que fornece resultado dentro do dominio de variacao de X é

I —34+v9+4x 34
N 2

= 4,5208

Exemplo 13.3 - Distribuicao triangular

Considere a fungao fx apresentada na Figura 13.16:

1. Encontre o valor de h para que fx seja uma funcao de densidade de

probabilidade de uma v.a. X (note que o triangulo é isésceles).
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Figura 13.16: Funcao de densidade de probabilidade para o Exemplo 13.3.

. Determine a equacao que define fx.

. Calcule Pr(1 < X <3).

. Encontre E(X).

. Determine o valor de k tal que Pr(X < k) = 0,6.

. Encontre a funcao de distribuicao acumulada de X.

Solucao

. Como a area tem de ser 1, temos de ter

1 1
2><( 0) x h = 5

. A funcao fx é dada por 2 equagoes de reta. A primeira é uma reta de

inclinagao positiva que passa pelos pontos (0,0) e (2, %) . A segunda
¢ uma reta de inclinacado negativa, que passa pelos pontos (2,%) e
(4,0). Para achar a equacao de cada uma das retas, basta substituir as
coordenadas dos dois pontos e resolver o sistema. Para a primeira reta,

temos o seguinte sistema:

0 = a+bx0
1

= bx2
2 @t

Da primeira equagao resulta que a = 0 (é o ponto onde a reta cruza o
eixo y) e substituindo esse valor de a na segunda equacao, resulta que

b=1
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Para a segunda reta, temos o seguinte sistema:

N = o

= a+bx4
= a+bx2

Subtraindo a segunda equagao da primeira, resulta:

1

0—5:(a—a)+(4b—2b)

Substituindo na primeira equacao, encontramos que a = 1.

Combinando essas duas equagoes, obtemos a seguinte expressao para

in

. A probabilidade pedida é a area sombreada em cinza-escuro na Figu-
ra 13.17. Os dois triangulos sombreados de cinza-claro tém a mesma
area, por causa da simetria. Assim, podemos calcular a probabilidade
usando a regra do complementar, uma vez que a area total é 1. A altura
dos dois triangulos é i; basta substituir o valor de x = 1 na primeira

equacao e o valor de x = 3 na segunda equagao. Logo, a drea de cada

\

% se0 <z <?2
1-% se2<x<4
0 ser<Qouzxz>4

‘A 41 11
um dos triangulos é 5 x 1 x ; = ¢ e, portanto,

6 3
s X<3) 8§78 1

1

h— -
= 1

1/2

Figura 13.17: Calculo de Pr(1 < X < 3).
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4. Como a funcao é simétrica, resulta que E(X) = 2.

5. O primeiro ponto a observar é o seguinte: o ponto z = 2 divide a area
ao meio, ou seja, r = 2 é a mediana da distribuicao. Como temos
que Pr(X < k) = 0,6, resulta que k£ tem de ser maior que 2. Veja a
Figura 13.18:

0,1
12 0,5

0 1 2 K 4

Figura 13.18: Cdlculo de k tal que Pr(X <k) =0,6.

Novamente, vamos usar a regra do complementar: como a area (proba-
bilidade) abaixo de k tem de ser 0,6, resulta que a &rea (probabilidade)
acima de k tem de ser 0,4; entao, a area do triangulo superior tem de
ser 0,4. A altura desse triangulo é obtida substituindo-se o valor x = k
na equagao da segunda reta, o que nos dd h =1 — %. Substituindo na

formula que da a drea de um triangulo, resulta:

1 k
0,4==-x4—-k 1——-)=
a=gx-bx(1-7)
1 k?

0,4 = - (4—k—k+ —
a=5( +5) =
16 — 8k + k?
4
3,2 = k*—8k+16=
k*—8k+13,2=0=
. 8+ 1064 —4x13,2 84 /11,2

2 2
A rajz 312 V2112 estd fora do dominio de definicao da funcao; logo, essa

0,8 =

solucao nao serve. A solucao para o problema, entao, é:

L _ 8- VILZ

= 2,3267
2 )
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6. Assim como a fdp, a fda sera definida por 2 equagoes: uma para os
valores de x no intervalo [0,2) e outra para valores de x no intervalo
2,4]. Para z € [0, 2), temos que Fx(x) é a drea do retangulo sombreado

na Figura 13.19. Logo,

z €10,2)

12 +

Figura 13.19: Célculo de Fx(z) para 0 <z < 2.

Para = € [2,4], F,(x) ¢é a drea sombreada na Figura 13.20, que pode
ser calculada subtraindo-se de 1 (érea total) a drea do triangulo supe-

rior. Logo,
x

FX(x):l—%(él—x) (1—1).

12 +

Figura 13.20: Calculo de Fx(xz) para 2 <z < 4.
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Combinando os resultados obtidos, resulta a seguinte expressao para

FXI
(O sex <0
%xQ se 0 <x<?2
Fx(z) =<
1-1(4—-2)" se2<x<4
1 sex >4

Veja a Figura 13.21; para 0 < x < 2, o grafico de F'x é uma parabola
concava para cima; para 2 < x < 4, o grafico de Fx é uma parabola

concava para baixo.

Figura 13.21: Funcao de distribuicao acumulada do Exemplo 13.3.

Distribuigao uniforme
Funcgao de densidade de probabilidade

Uma v.a. continua X tem distribui¢ao uniforme no intervalo |a, b
(finito) se sua funcdo de densidade é constante nesse intervalo, ou seja, temos
de ter

flx)=k  Vz€a,b)

Entao, o grafico da fdp. de X é como o ilustrado na Figura 13.22.

Para que tal fungao seja uma fdp, temos de ter £ > 0 e a area do retangulo
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k=(b-a)" —

Figura 13.22: Densidade da distribuigao uniforme no intervalo [a, b].

tem de ser 1, ou seja,

(b—a)xk=1= k= —

Logo, a fungao de densidade de uma v.a. uniforme no intervalo [a, b] é

dada por

—— sex € [a,b]

f(z) = (13.6)

0 caso contrario

Os valores a e b sao chamados parametros da distribuicao uniforme;
note que ambos tém de ser finitos para que a integral seja igual a 1. Quando

a=0eb=1 temos a uniforme padrao, denotada por (0, 1).

Fungao de distribuicao acumulada

Por defini¢ao, temos que
Fx (z) =Pr(X <ux)

e essa probabilidade é dada pela area sob a curva de densidade a esquerda

de x, conforme ilustrado na Figura 13.23
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Fx(X)

(b-2) -

Figura 13.23: Cilculo da fda da densidade uniforme.

Essa drea ¢ a drea de um retangulo com base (xr — a) e altura

—a
Logo,
0 ser <a
r—a
F(z)= 2 sea<x<b (13.7)
—a
1 sex >b

O gréfico dessa fda é dado na Figura 13.24.

Figura 13.24: Funcao de distribuicao acumulada da distribuicao uniforme no intervalo
[a, b].
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Esperanca e variancia

Das propriedades da esperanca e das caracteristicas da densidade uni-
forme, sabemos que E(X) é o ponto médio do intervalo [a, b] .
a+b

E(X)= : (13.8)

O célculo da variancia requer cédlculo integral, e pode-se mostrar que

(b—a)’

Var (X) = 15

(13.9)

Resumo da Aula

Nesta aula vocé iniciou o estudo sobre variaveis aleatorias continuas,

aprendendo os seguintes conceitos:

e Funcao de densidade de probabilidade é uma funcao f(x) que

satisfaz as seguintes propriedades:

— f(x) =0

— A érea total sob o gréfico de f(x) tem que ser igual a 1.

e Dada uma fungao de densidade f(z) referente a uma v.a. X, entdo

P(a < X <) é a drea sob a curva limitada pelos pontos a e b.
e A funcao de distribuigao acumulada é definida como

F(z) =Pr(X <) Vo e R

e A densidade uniforme no intervalo (a,b) é

~— sex € [a,b]

flz) = (13.10)

0 caso contrario

a+b

(b—a)?
2
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Exercicios

1. Considere a seguinte funcao:

K2—-z) se0<z<1
g(z) =
0 sex<Oouzxz>1

(a) Esboce o gréfico de g(z).

(b) Encontre o valor de K para que g(x) seja uma fungao de densidade
de probabilidade.

(c¢) Encontre a fungao de distribui¢ao acumulada.

(d) Calcule os quartis da distribuicao.

2. A demanda didria de arroz num supermercado, em centenas de quilos,

é uma v.a. com f.d.p.

%x se0<z<l1
fla)=¢ —2+1 sel<z<3
0 sex<OQoux>3

(a) Qual é a probabilidade de se vender mais de 150kg num dia escol-
hido ao acaso?

(b) Qual a quantidade de arroz que deve ser deixada a disposi¢ao dos

clientes diariamente para que nao falte arroz em 95% dos dias?

3. Seja X uma v.a. com funcao de densidade de probabilidade dada por

fx(z) =

20 se0<zx <1
0 caso contrario

Calcule Pr(XS %| < X< )

W=
[SV1 )

Solucao dos Exercicios

1. (a) Veja a Figura 13.25. Note que g(0) = 2K e g(1) = K e g(x) é
uma funcao linear.
(b) A érea total, que deve ser igual a 1, é a drea de um trapézio com

altura h = 1, base maior igual a 2K e base menor igual a K. Logo,

K +2K 2
A s k=2

1 X
2 3
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2K

—_—

Figura 13.25: Solucao do Exercicio 13.1 - grafico de g(x).
(c) Para cada x € [0,1], Fx(z) é a area de um trapézio de altura z,

é
base menor igual a fx(z) = 2

(2 — z) e base maior igual a 3. Veja
a Figura 13.26. Logo,
_ 22—z 2 1

Fx(x) > T 3"73

4/3

2/3 L+

Figura 13.26: Célculo da fda para o Exercicio 13.1.

Resulta que

0 sex <0

Fx(z)=4¢ sz —31? se0<z<1

1 sex >1
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(d) Sejam @1, Qs e Q3 os trés quartis:

4 1 1
Fx(Q)) = 0,25 = ng - ng == 160, — 402 = 3 =

4Q7 - 16Q,+3 = 0=>0Q*—4Q, +0,75=0=

44,16—4x0,75 4++13
@ = 2 2

A raiz que fornece solucao no dominio de X é:

_4—V13
= —5

Q1 =0,19722

4 1 1
Fx(Qy) = 0,5:>§Q2—§Q§:§:>8Q2—2Q§:3:
205 —-8Q2+3 = 0=0Q5-4Q,+1,5=0=
44/16—4x1,5 4++10
Q2 = 5 =—5

A raiz que fornece solucao no dominio de X é:

4 —+/10
Qo = T\/_ = 0,41886
4 1 5, 3 5
Fx(Q3) = 0,75 = §Q3 - g@g =17 16Q3 — 403 =9 =
9
405 —16Q3 +9 = 0;»@3—4@#120:»
4416 —4x225 4447
Qs = -
2 2
A raiz que fornece solucao no dominio de X é:
4 —\/7
Qs = 2\/_ =0,67712

2. Seja X a v.a. que representa a demanda diaria de arroz, em centenas

de quilos.

(a) Na Figura 13.27, temos o gréfico da fdp de X, onde a drea do
triangulo sombreado representa Pr(X > 1,5). Nesse triangulo, a
base é 3—1,5=1,5, e a altura é f(1,5) = % + 1. Logo,

3

1
Pr(X > 1,5)= 5 x 1,5x 0,5 = .

N | —

3
X — X
2

DN | —
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2/3 T

0 1 1,5 3

Figura 13.27: Solucao do Exercicio 13.2.

(b) Seja k o valor a estocar. Para que a demanda seja atendida, é
necessario que a quantidade demandada seja menor que a quanti-
dade em estoque. Logo, queremos encontrar o valor de k tal que
Pr(X <k)=0,95.

Como Pr(X <1) = %, k tem de ser maior que 1, ou seja, k esta no
triangulo superior (veja a Figura 13.28). Mas Pr(X < k) =0,95
¢ equivalente a Pr(X > k) = 0,05. Logo,

1 k
— _ _ _ 1
0,05 = 2(3 k)( 3+ ):>

0,1 = (3—k) (_k;g) =

0,3 = 9—6k+k’=
k2 —6k+87=0=

6+ 36 —4x8.7
2

-

A raiz que da a solucao dentro do dominio de X é:

6 — 36 —4x87
2

k:

= 2,45 centenas de quilos
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23 T
0,05

Figura 13.28: Solucao do Exercicio 13.2 - Calculo do tamanho do estoque.

Pr(AnB
3. Sabemos que Pr(A|B) = % Assim,
I e

m(xgﬁggxgg):: 1 2
Pr (— <X < -
3 3

1 1

Pr (— SXS 5)

Pr nggg
3 3

Veja a Figura 13.29. Ambos os termos referem-se a areas de trapézios.
O numerador refere-se a area do trapézio sombreado de cinza-escuro e o

denominador refere-se ao trapézio correspondente a toda a area sombreada
1 1 1
(cinza-claro e cinza-escuro). O trapézio cinza-escuro tem altura — — = = —,

2 3
1 1 1 1
base maior igual a f (5) =2X 3= 1 e base menor igual a f (§> =2X 3=
1 1
—. O trapézio sombreado completo tem altura — — 3=y base maior igual
2 2 4 1 1 2
af(§> =2 X §:§ebasemenorigualaf(§) :2><§:§.Logo,
2
I+3 1 5 1
1,1 2 5 376 5
PriX<-|-<X<Z)=-2 6 _3 6_°
2'3 3 4 2 112
— 4+ — 1 2 X —
3 3= 3
2 3
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1/3

2/3

Figura 13.29: Solucao do Exercicio 13.3.

1. Seja X = “contetdo da lata de coca-cola”. Entao, X ~ U[345, 355]

(a) Pede-se

Pr(X >

(b) Pede-se

Pr(X

(c) Pede-se

Pr(350 — 4

355 — 345

353) = 1 — Pr(X < 353) = 1 — F(353)

353 — 345
=0,2

346) = Pr(X < 346) = Fx(346)
346 — 345

iy o U |
355 — 345 0,

X <350 +4) =Pr(346 < X < 354)
Pr(346 < X < 354)

Pr(X < 354) — Pr(X < 346)

354 — 345 346 — 345

355 — 345 355 — 345
0,8

Logo, a proporcao de latas rejeitadas é 1—0,8 = 0, 2, ou seja, 20%
das latas sao rejeitadas pelo processo de controle de qualidade.

Note que essa é uma proporc¢ao bastante alta!

AULA 13
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2. E dado que

= 6,75

Da primeira equacao resulta que a = 15 — b. Substituindo na segunda

equacao:
b—15+b)?
% = 6,75 = (2b—15)> =81 =
20— 15| = 9=2b—15==49

As solugoes sao b = 12 e b = 3. Mas b = 3 implica que a = 12; como

b > a, essa nao é uma solugao possivel. Assim, a =3 e b= 12.
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