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Na presente unidade apresentaremos as ideias centrais daquilo que ¢
usualmente conhecido como método axiomdtico e como esse conceito &

desenvolvido na légica contemporanea com a nog¢ao de sistema formal.

Método axiomatico

Nao seria muito exagero afirmar que a no¢do de método axiomatico avangou
desde os gregos antigos praticamente na direcdo de todas as disciplinas do
conhecimento humano. Em poucas palavras, o método axiomatico pode ser
resumido na seguinte maxima: “Extrair consequéncias a partir de primeiros
principios”. Note que os grandes sistemas filosdéficos sdo constituidos a partir
dessa estrutura. O principio humano de que as ideias sdo copias de impressoes;
0 cogito cartesiano; a existéncia de enunciados sintéticos a priori em Kant,
funcionam como principios sobre os quais os respectivos sistemas filoséficos
sdo edificados.

Talvez a melhor maneira de avaliar e conceituar o que
entendemos por método axiomatico seja estudar o exemplo daquilo que foi o
primeiro sistema completo de conhecimento edificado a partir de uma estrutura
axiomatica: o caso da geometria grega. Foi nos Elementos de Euclides que se
teve claramente um corpo de conhecimento estruturado axiomaticamente capaz
de sistematizar toda a matematica de seu tempo.

Faremos, entdo, uma incursdo no primeiro livro dos Elementos,
ndo com o objetivo de aprender geometria, mas sim com o intuito de construir
uma ideia do que vem a ser o método axiomatico e do que podemos executar
em seu interior.

O primeiro livro dos Elementos comega com uma série de
defini¢cdes, um conjunto de postulados e algumas nog¢des comuns (que o leitor
facilmente percebera que exercerdo o papel de regras de raciocinio). Nao
faremos uma apresentacdo completa de todos esses pontos, mas apenas

daqueles que serdo necessarios para o entendimento da demonstracdo do
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primeiro resultado do livro. Nosso foco serd compreender o que os gregos
entendiam por uma demonstragdo no interior de um sistema axiomdtico. No
que se segue, utilizamos a tradug¢@o dos Elementos realizada por Irineu Bicudo

e publicada pela editora da Unesp (pp. 97-99).

Livro 1 dos Elementos — Definicoes

1. Ponto € aquilo de que nada ¢ parte.

2. E linha € comprimento sem largura.

3. E extremidades de linhas sdo pontos.

4. E linha reta é a que estd posta por igual com os pontos sobre si
mesma.

(..

13. E fronteira ¢ aquilo que ¢ extremidade de alguma coisa.

14. Figura é o que ¢ contido por alguma ou algumas fronteiras.

15. Circulo ¢ uma figura plana contida por uma linha, em relagdo a
qual todas as retas que a encontram, a partir de um ponto dos
postos no interior da figura, sdo iguais entre si.

16. E o ponto ¢ chamado centro do circulo.

(..

19. Figuras retilineas sdo as contidas por retas, por um lado,
trilateras, as por trés, e, por outro lado, quadrilateras, as por quatro,
enquanto multilateras, as contidas por mais do que quatro retas.

20. E das figuras trilateras, por um lado, tridngulo equildtero é o
que tem os trés lados iguais, e, por outro lado, isésceles, o que tem
so0 dois lados iguais, enquanto escaleno, o que tem os trés lados
desiguais.

(..

23. Paralelas sdo retas que, estando no mesmo plano, e sendo
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prolongadas ilimitadamente em cada um dos lados, em nenhum se

encontram.

Postulados
1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo
ponto.
2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma
reta.
3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
4. E serem iguais entre si todos os dngulos retos.
5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos
interiores ¢ do mesmo lado menores do que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado

no qual estdo os menores do que dois retos.

Nocoes comuns
1. As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.
2. E caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos
sdo iguais.
8. E o todo ¢ maior do que a parte.

9. E duas retas ndo contém uma area.

Temos, aqui, em primeiro lugar a apresentagdo dos

principios sobre os quais a geometria sera edificada. O primeiro

grupo, o das defini¢des, serve para estabelecer os conceitos de que

trata a geometria. Veremos como estas defini¢cdes sdo utilizadas na

estrutura argumentativa do primeiro resultado a ser obtido no texto.

O segundo grupo sdo os postulados. Os trés primeiros constituem

uma caracterizagdo abstrata daquilo que se pode fazer com os
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instrumentos reais do desenho geométrico: a régua e o compasso. Ja
o terceiro grupo, as no¢des comuns, funciona como regras para o

raciocinio. Note que a primeira nogdo comum pode ser posta como:

SeA=BeB=C,entdo A=C.

A segunda no¢do comum poderia ser escrita simbolicamente como:

SeA=BentioA+C=B+C.

Vejamos agora como esta estrutura axiomatica pode
servir para obter resultados que constituem o corpo da geometria.
Apresentamos a primeira proposi¢cdo do livro 1 dos Elementos de
Euclides com o intuito de responder a seguinte questdo chave: O

que é uma demonstragdo na geometria euclidiana?

Proposicao 1
Construir um triangulo equildtero sobre uma reta limitada dada.

Seja a reta ilimitada dada AB. E preciso, entdo, sobre a reta AB
construir um tridngulo equilatero. Fique descrito, por um lado, com
o centro A, e, por outro lado, com a distancia AB, o circulo BCD
[postulado 3], e, de novo, fique descrito, por um lado, com o centro
B, e, por outro lado, com a distancia BA, o circulo ACE [postulado
3], e, a partir do ponto C, no qual os circulos se cortam, até os
pontos, A, B, fiquem ligadas as retas CA, CB [postuladol].

E, como o ponto A ¢ centro do circulo CDB, a AC ¢ igual a AB
[definicdo 15]; de novo, como o ponto B é o centro do circulo
CAE, a BC ¢ igual a BA [defini¢do 15]. Mas a CA foi também
provada igual a AB; portanto, cada uma das CA, CB ¢ igual a AB.
Mas, as coisas iguais 2 mesma coisa sdo também iguais entre si;
portanto, também a CA ¢ igual a CB [no¢do comum 1]; portanto, as
trés CA, AB, BC sdo iguais entre si.

Portanto, o tridngulo ABC ¢ equilatero [defini¢do 20] e
foi construido sobre a reta limitada dada AB; o que era preciso

fazer.
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Vamos agora olhar para a demonstragdo da proposicdo acima
tentando encontrar alguma forma de conceituar o que ¢ uma demonstra¢do no
sistema axiomatico que corresponde a geometria de Euclides; o que
corresponde a pergunta que fizemos acima.

Antes de mais nada, uma demonstragdo ¢ um texto formado por
um conjunto de sentencas. No entanto, ela ndo deve ser um texto qualquer. As
sentengas que compdem uma demonstragdo devem vir em uma dada ordem
(note que, se misturdssemos as sentengas na demonstra¢do acima, o texto como
um todo ndo faria sentido). Portanto, o texto deve ser um conjunto ordenado de
sentengas. Mas isso ainda ndo basta. Repare que cada sentenga no texto que
constitui a demonstragdo possui algum tipo de justificativa (que aparecem entre
colchetes). Dentre as justificativas, encontramos: hipoteses, aplicacdo de
defini¢des, uso de postulados e, finalmente, emprego de nog¢des comuns.
Perceba, também, que a demonstracdo vem acompanhada de uma figura que
serve para ilustrar a ideia da prova mas que ndo constitui parte da prova em si.
A figura tem a Unica utilidade de tornar o argumento mais facilmente
inteligivel.

Assim, poderiamos conceituar a nocdo de

demonstracdo na geometria euclidiana da seguinte forma:
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Uma demonstra¢do na geometria grega ¢ um texto
composto de um conjunto ordenado de sentencas tal que a
ultima sentenga do texto ¢ a sentenga que se deseja
demonstrar e todas as sentengas que constituem a
demonstracdo devem ter algum tipo de justificacdo. Entre
as justificativas possiveis tem-se: hipoteses, aplicagcdo de
defini¢des, uso de postulados e emprego de nogdes

comuns.

ATIVIDADES AVA

Acesse o Ambiente Virtual de Aprendizagem
(AVA) e faga a atividade referentes a esta
Subunidade.

Sistemas formais

Vamos apresentar nessa se¢do o conceito contemporaneo de sistema formal de
modo a convencer o leitor de que se trata apenas de uma sofisticacdo precisa da
ideia de sistema axiomatico que vimos na se¢do anterior. Novamente vamos
examinar um trecho de um artigo de um dos maiores logicos de século XX:
Kurt Godel. A traducdo do texto completo aparece em uma coletdnea

organizada pela Fundacdo Calouste Gulbenkian sobre o teorema de
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incompletude de Godel (pp. 53-54).

Acerca de proposicdes indecidiveis de sistemas matematicos
formais
Kurt Godel

Um sistema matemadtico formal é¢ um sistema de simbolos
juntamente com regras para o seu emprego. Os simbolos
individuais chamam-se os termos primitivos. Formulas
sdo sucessOes finitas destes termos. Definir-se-4 uma
classe de formulas a que se chamard (a classe das)
formulas com sentido e uma classe de formulas com
sentido a que se chamard de axiomas. O numero de
axiomas pode ser finito ou infinito. Além disso,
especificar-se-a uma lista de regras, a que se chamara
regras de inferéncia; se se chamar a uma destas regras R,
entdo ela define a relagdo de consequéncia imediata por

R entre um conjunto de férmulas com sentido

My,...,Mx

a que se chamam premissas e a uma formula N a que se chama
conclusdo (em geral k = 1 ou 2). Exigiremos que as regras de
inferéncia e as defini¢des das féormulas com sentido e os axiomas
sejam construtivos; i.e., para cada regra de inferéncia havera um
processo finito para determinar se uma dada férmula B ¢ uma

consequéncia imediata (por essa regra) das formulas dadas

A, LA,
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e havera um processo finito para determinar se uma dada formula A
¢ uma férmula com sentido ou um axioma.
A uma férmula N chamar-se-4 uma consequéncia imediata

de

M,,....M,

se N ¢ uma consequéncia imediata de

M,,....M,

por qualquer das regras de inferéncia. Uma sucessdo
finita de férmulas serd& uma demonstra¢do (e mais
precisamente uma demonstracdo da Ultima férmula da
sucessdo), se cada férmula da sucessdo for ou um axioma
ou uma consequéncia imediata de uma ou mais féormulas
precedentes. Uma férmula € demonstravel se existe uma

demonstrag¢do dessa formula.

Note que a definicdo de sistema formal, e a de demonstragdo que
lhe € subjacente, corresponde fundamentalmente & que foi obtida na segdo
anterior. A diferenga esta apenas no grau de formaliza¢do. Sentengas escritas
em linguagem natural sdo substituidas pela nocdo de férmulas com sentido. No
entanto, uma demonstracdo ¢ ainda uma sequéncia (sucessao) de formulas com
sentido com algum tipo de justificagdo (“ou um axioma ou uma consequéncia

imediata de uma ou mais formulas precedentes”).

Os sistemas de logica edificados no século XX sdo
exemplos tipicos de sistemas formais. Mas, em vez de apresenta-
los, vamos considerar um exemplo de sistema formal que aparece
no livrto Gddel, Escher, Bach: um entrelacamento de génios

brilhantes, de autoria de Douglas Hofstadter (com uma pequena
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adaptacdo que introduzimos, pp.37-40). O exemplo ¢ didatico o
suficiente para que o leitor possa apreciar a natureza formal,

abstrata e precisa deste conceito.

ATIVIDADES AVA

Acesse o Ambiente Virtual de Aprendizagem
(AVA) e fagca a atividade referentes a esta

Subunidade.

O sistema MIU de Hofstadter

De acordo com o texto de Godel acima, para apresentar um sistema formal
devemos comecar com a estipulagdo de um conjunto de simbolos individuais.
No sistema MIU os simbolos individuais sdo as letras: M, I ¢ U (maiusculas).
Assim, uma formula do sistema MIU ¢ qualquer sequéncia finita formada pelas
letras M, I e U. Portanto, exemplos de féormulas desse sistema sdo:

MIIUIM
MMM
IMU
IITIIIT
UUMIUIM

Temos, agora que definir o que sdo formulas com sentido. Nesse
sistema, formulas com sentido sdo as que iniciam por M. Assim, nem todas as
férmulas listadas acima sdo com sentido (apenas as duas primeiras o sdo). O
proximo passo € determinar o conjunto dos axiomas do sistema. No nosso caso,

teremos um Unico axioma:

Axioma: MI.
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Faltam apenas as regras de inferéncia. Nesse sistema, teremos

quatro regras que serdo cuidadosamente enunciadas.

Regra 1. Se vocé possui uma cadeia cuja ultima letra ¢ 1, pode

acrescentar um U no final.

Uma maneira simbolica de enunciar esta regra ¢: De xI, obter

xIU, (ou ainda)

x[ .
xIU
em que ‘X’ representa uma sequéncia qualquer (inclusive vazia) de simbolos

individuais do sistema. Exemplos de aplicagdo da regra I seriam:

de MMIUII obter MMIUIIU
de MI obter MIU
de MIIIUUI obter MITITUUIU

Regra II. Suponhamos que vocé tenha Mx. Nesse caso vocé
podera obter Mxx.
Ou seja, a formula a ser obtida ¢ a duplicagdo da féormula anterior

sem contar com o M inicial. Simbolicamente, temos

Mx .
Mxx
Exemplos de aplicagdo da regra II seriam:

de MMIUII obter MMIUIIMIUII
de MI obter MII
de MIITUUI obter MIITUUIIITIUUI

Regra III. Se ocorrer III em uma sequéncia, vocé podera obter a

mesma sequéncia com o U no lugar dos III.

Em simbolos:
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xlly .
xUy

Aqui, novamente, ‘X’ ¢ ‘y’ sdo quaisquer sequéncias de simbolos
individuais incluindo a sequéncia vazia. Exemplos de aplicacdo da regra III
sdo:

de MIIIU, obter MUU
de MIUUIIIUI obter MIUUUI
de MIITUMIU obter MUUMIU
de MUIUII obter MUIUU

(sublinhamos as sequéncias de I’s em que a regra ¢ aplicada). Regra
IV: Se ocorrer UU em uma de suas sequéncias, voc€ podera apaga-

los.

Em simbolos:

xUUy .
Xy

Exemplos de aplicacdo da regra IV seriam:
de MIUUI obter MII

de MUUU obter MU
de MIIIUUIUI obter MIIIITUI

Falta apresentar, agora, exemplos de demonstragcdes (ou
de formulas demonstraveis). Lembre que uma demonstracdo ¢ uma
sucessdo finita de formulas em que cada férmula na sequéncia ou ¢
um axioma ou ¢ obtido de féormulas anteriores na sequéncia pela
aplicagdo de alguma das quatro regras enunciadas acima. Além
disso, a ultima formula da sequéncia ¢ denominada demonstravel

(por aquela demonstracdo).

Assim, para mostrar que a formula com sentido MUIU ¢
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demonstravel, devemos encontrar uma sequéncia de formulas que cumprem a
definicdo de demonstrag¢do acima e tal que a ultima féormula da sequéncia ¢ a

formula em questdo MUIIU. Uma possivel sequéncia seria a seguinte:

1. MI axioma

2. MII a partir de (1) pela regra II

3. MIIII a partir de (2) pela regra I1

4. MUIIU a partir de (3) pela regra |

5. MUIU a partir de (4) pela regra 111

6. MUIUUIU  a partir de (5) pela regra 11

7. MUIIU a partir de (6) pela regra IV

Note a semelhanga do que foi feito acima com a nog¢édo de
demonstracdo na geometria grega. Temos também aqui um texto
composto de um conjunto ordenado de sentencas tal que a ultima
sentenca do texto € a sentenga que se deseja demonstrar (MUIIU) e
todas as sentengas que constituem a demonstracdo devem ter algum
tipo de justificagdo (indicada na coluna da direita). No presente
caso, as justificativas possiveis sdo: axiomas ou aplicacdo de regras

(nesse sistema nao temos definigdes).

ATIVIDADES AVA
Acesse o Ambiente Virtual de Aprendizagem
(AVA) e fagca a atividade referentes a esta

Subunidade.
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