Matrizes

METAS:
e Introduzir o conceito de matriz.

e Reformular o método de Gauss em termos de operagoes ele-

mentares sobre as linhas da matriz aumentada.
e Introduzir as operacdes com matrizes.
OBJETIVOS: Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

e usar as operacoes elementares sobre as linhas da matriz au-
mentada para resolver um sistema linear pelo metodo de

Gauss;

e usar corretamente as operac¢oes com matrizes e as proprieda-

des dessas operagoes.
PRE-REQUISITOS:
e Sistemas de equagodes lineares.

e Método de Gauss.
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2.1 Introducao

As matrizes, que conhegeremos nessa aula, aparecerdao como uma
ferramenta simples e intuitiva para a gravagao das informacoes es-
senciais sobre um sistema linear. Portanto, nao é surpreendente
que o método de Gauss, por exemplo, admite uma formulacgao efi-
ciente em termos de matrizes. No entanto, as aplica¢oes das matri-
zes na Algebra Linear nio se reduzem a uma ou outra refomulacio
dos métodos de resolucao de sistemas lineares. As matrizes nao sao
simples “tabelas de escalares” mas, sim, objetos algébricos para os
quais podemos definir operacdes. Essas operacoes e suas proprie-

dades conheceremos na segunda parte da aula.

2.2 Matrizes

2.2.1 Definigcao e algumas classes de matrizes

Todas as informagdes sobre um sistema linear estdao contidas nos
coeficientes e nas constantes das equagoes. Consideremos o sistema

linear do Exemplo 1.9

2v +3y +3z = 4
4 -y +2z = 3
6r —y —4z = 0

Os coeficientes do sistema escrevemos na forma de uma tabela:

2 3 3
4 -1 2 |. (2.27)
6 —1 —4

A posicao de cada um dos nimeros na tabela é importante. Por

exemplo, o primeiro coeficiente da terceira equagdo do sistema en-
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contramos na terceira linha e na primeira coluna da tabela (2.27).

Defini¢ao 2.4. Uma matriz A, m x n (m por n) é uma tabela

de nimeros com m linhas e n colunas,

all a2 e A1n
a1 a2 e Qa2n,

A= (2.28)
Gml Om2 Gmn

O nidmero a;;, onde 1 <i <mel < j < n, éoelemento (a

entrada) de posicao ij da matriz A.

Matriz linha ¢é uma matriz 1 X n, isto é, uma matriz com uma
Unica linha,

(al...an).

Matriz coluna ¢é uma matriz com uma unica coluna, isto é, uma

matriz m x 1,

b1

bm

Matriz quadrada de ordem n  é uma matriz n xn. Os elemen-
tos a1, @92, . . . Ap, de uma matriz quadrada de ordem n formam a

diagonal principal da matriz.

2.2.2 Duas matrizes associados a um sistema linear

Dado um sistema linear (1.11), duas matrizes a ele associadas tém

um papel importante.
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A matriz do sistema ¢é a matriz dos coeficientes, isto €, a matriz

all a9 e A1n
asy a9 e aAon

(2.29)
aml Am2 Gmn

Aplicando o método de Gauss a um sistema linear, modificamos
os coeficientes e as constantes do sistema. E conveniente definir
uma matriz cujas entradas sao os coeficientes e as constantes do

sistema.

A matriz aumentada de um sistema linear (1.11) ¢ a matriz

dos coeficientes e das constantes do sistema. Escrevemos

ail a2 . A1n bl
asy ano . a2, bg

(2.30)
Aml @m2  ---  Gmn |bm

2.2.3 Operagoes elementares sobre as linhas da ma-

triz aumentada

As operagoes sobre as equagoes de um sistema linear, usadas no
método de Gauss podemos susbstituir por operagoes sobre as linhas

da matriz aumentada. Com efeito, a i-ésima linha
;1 A2 ...0Ain | bl

da matriz (2.30) contem todas as informacoes sobre a i-ésima

equagao do sistema linear (1.11),

ai1r1 + apxs + - + ainxy = b;.
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Proposicao 2.1. Uma troca das posi¢oes da i-esima e da j-ésima

equacdo! no sistema linear (1.11), isto é, uma substitui¢do do sis-

tema linear

a1171

;121

;171

am1T1
pelo sistema equivalente
a1l

a;171

;121

( @m1T1

+...

+ ...

+aipr, =0b
+‘aintn = b;
+ajney, = bj
+amnTn = bm
+aipx, =b1
+ajpr,  =0b;
+aintn = b;
+amnTn = by

(2.31)

corresponde & troca da i-ésima e da j-ésima linha da matriz au-

mentada (2.30),

all QA1n bl
.C;Z.l. e am .

ai A1n
o
r

1Sem perda de generalidade assumimos que 1 < i < j < m.

b1
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Proposicao 2.2. A multiplicacio da i-ésima equacio por um es-

calar o # 0, isto é, a substitui¢ao do sistema linear

airy +... Famr, =0b;
anry +... Fapxr, =Db;
am1T1 +... +amnxtn =bm

pelo sistema equivalente

anry +... Fapr, =0b
aai1x1 +... ‘aaipxr, = ab;
ami1 +... ‘amntn =bm

corresponde a multiplicacao da i-ésima linha da matriz por «:

ajl NN A1n b1 ajl NN A1n b1
ail ... Qi | b - aa;l ... Qag, |ab;
Ami - Qmn |bm Ami -+ Qmn |bm

Proposicao 2.3. Finalmente, a substituicao da ¢-ésima equagao
do sistema pela soma da i-ésima e do multiplo da j-ésima equacao
por um escalar « corresponde a substituicao da i-ésima linha da

matriz pela soma da i-ésima e do multiplo da j-ésima linha por «.
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A matriz do sistema (2.31) é substituida pela matriz

ar ain b1
R T
.. .a.J.l .............. ajn . .
aml ..... ...... amn -

Entao o método de eliminagao de Gauss pode ser descrito (e
aplicado também) em termos das seguintes operagoes elemen-

tares sobre as linhas da matriz aumentada do sistema linear.
1. Troca das posi¢oes de duas linhas da matriz.
2. Multiplicacao de uma linha por um escalar nao-nulo.

3. Substituicdo de uma linha pela soma da mesma linha e de

uma outra linha da matriz multiplicada por um escalar.

Exemplo 2.12. Encontre as solugoes (se tiver) do sistema linear

y —z = -1
xr 4y +z = 3 (2.32)
2 4y +2z = 3

Solucdo. A matriz estendida do sistema é

0O 1 —-1|-1
1 1 11 3
2 -4 2] 3

A entrada de posicdo 11 desta matriz é igual a zero. No entanto,

existem na primeira coluna da matriz entradas nao nulas. Por
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exemplo, a entrada de posicao 21 é igual a 1. Podemos trocar a

primeira e a segunda linha da matriz:

0 1 —11|-=1 troca da la e 1 1 1! 3

11 1| g| daZalmha o, 1|

2 —4 2| 3 2 -4 2|-3
O elemento de posi¢do 11 da matriz nova é nao-nulo.

Primeira eliminacdo. Substituimos a terceira linha da matriz pela

soma da terceira linha e da primeira linha multiplicada por (—2):

1 1 11 3 substiticdo da 1 1 1! 3
0 1 —1f-1| 22y 1 1]
2 -4 2] 3 0 -6 0(=3

Agora o tnico elemento diferente de zero na primeira coluna da

matriz é o elemento de posig¢ao 11.

Segunda eliminacgao. Substituimos a terceira linha da matriz

pela soma da terceira linha e da sequnda linha multiplicada por 6:

1 1 1] 3 substiticao da 1 1 1| 3
0 1 —1|-1| Sfmha oy 4 1]

0 -6 0|3 0 0 —6|—9
(2.33)

Depois da segunda eliminagao a matriz do sistema, isto é a matriz

dos coeficientes

1 1 1
0 1 -1
0 0 -6

estd na forma escalonada.

Definicao 2.5. Dizemos que uma matriz esta na forma escalo-

nada quando as linhas da matriz satisfazem as seguintes condigoes.
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(a) As linhas que contem pelos menos um elemento nao nulo se
posicionam de tal modo que o primeiro elemento nao-nulo de
cada linha ocorre a direita do primeiro elemento nao-nulo da

linha anterior.

(b) As linhas nulas (compostas por zeros) estao abaixo de todas

as linhas que contem pelo menos um elemento nao-nulo.

O sistema linear cuja matriz aumentada é dada por

1 1 11 3
0O 1 —-1|-1
0 0 —-6]-9

é equivalente ao sistema (2.32), mas é de fécil resolugao porque a

matriz do sistema estd na forma escalonada. Da terceira equacao
—6z=-9

encontramos z = 3/2. Substitundo este valor na segunda equagao
y—z=—1

encontramos y = 1/2. Finalmente, substituindo os valores de y e

Z na primeira equagao,
rz+y+z=3,

encontramos x = 1.

2.3 Operagoes com matrizes

As operagoes elementares sobre as linhas de uma matriz, definidas

na sec¢ao anterior, tém aplicacdo no método de Gauss. No entanto,
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podemos definir também operagoes com matrizes que tém inu-
meras aplicacoes. As operagOes com matrizes sao definidas atraves
de operacoes com as entradas das matrizes. E conveniete usar uma

notacao que relaciona as matrizes e as suas entradas.

2.3.1 Notacao

Matrizes e entradas

e Seja A uma matriz m x n. Denotaremos por [A];; (i =

1,...,m, j = 1,...,n) a entrada de posi¢ao ij da matriz
A.
e Sejam B uma matrizm xneb;; (i=1,...,m,j=1,...,n)

as entradas da matriz B. Indiquemos a matriz B por (b;;).

Isto é, (b;;) serd usado como um simbolo alternativo para B.

Conjuntos de matrizes

e Denotaremos por M, x,(K) o conjunto de todas as matrizes
m X n com entradas em K. Por exemplo, M,,«1(R) serd o
conjunto das matrizes-coluna com m linhas e entradas reais,
enquanto M x,(C) serd o conjunto das matrizes-linha com

n colunas e entradas complexas.
e Denotaremos por M,,(K) o conjunto das matrizes quadradas

n X n com entradas em K.

2.3.2 Igualdade de matrizes

Antes de definir as operactes com matrizes, definiremos uma relacdo:

a iguldade de duas matrizes.
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Definicao 2.6. Sejam A e B duas matrizes. Dizemos que A é

igual a B e escrevemos A = B se

(a) o nimero de linhas da matriz A é igual ao nimero de linhas

da matriz B (seja m este nimero);

(b) o ntiimero de colunas da matriz A é igual ao nimero de colunas

da matriz B (seja n este nimero);
(c) [Al;j =[Bliyjs i=1,....m;j=1,...,n.
Verifica-se que que a igualdade de matrizes é:
(i) reflexiva (A = A);
(ii) simétrica (se A = B entao B = A);

(ili) transitiva (A= B, B=C = A=C).

2.3.3 Adicao de matrizes

Definigao 2.7. Sejam A = (a;j) e B = (b;;) duas matrizes m x n
com entradas em K. Dizemos que a matriz m x n
C = (cij)
é a soma das matrizes A e B e escrevemos C = A+ B se
cij = ajj + byj, 1=1,...m; j5=1,...n.

Exemplo 2.13. Sejam A e B as matrizes 2 x 3 dadas por

1 2 -1 2 31

A - s B =

03 1 0 -2 0

A soma dessas matrizes e a matriz

1+2 2+3 —-1+1 350
04+0 3-2 1+0 011

-
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2.3.4 Multiplicagao de uma matriz por um escalar

Definicao 2.8. Seja A = (a;;) uma matriz m X n com entradas
em K e o um escalar (um elemento de K). Definimos a matriz A
por

aA = (aa;j;)

ou, seja, a entrada de posicao ij de aA é igual ao produto da
entrada de posi¢ao ij da matriz A e do escalar a. A matriz oA e

chamada de miltiplo escalar da matriz A.

Exemplo 2.14. Sejam

1 2 -1
A= , a=3.
0 3 1
Entao
3-1 3-2 3~(—1) 3 6 —3
3-0 3-3 3-1 0 9 3

2.3.5 Multiplicacao de matrizes

Definicao 2.9. Seja A = (a;;) uma matriz m x [ e seja B = (brs)
uma matriz [ xn, ambas com entradas em K. Definimos o produto

AB como sendo uma matriz de M, «,(K) definida por

!
[ABli; = ai1bij + aigboj + ... + ayby; = Zaikbkja
k=1

1= 17 m’ .] = 1? 7n
Exemplo 2.15. Sejam
1 2
-1 2
A = 3 4 , B =
-3 1
0 -1
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Sendo o nimero de colunas de A igual ao nimero de linhas de B, o
produto AB estd definido. Ele é uma matriz 3 x 2 ja que o ntimero
de linhas de A é igual a 3 e o niimero de colunas de B ¢é igual a 2.

O produto AB é dado por

1-(=1)+2-(=3) 1-2+42-1
AB = 3-(-1)+4-(-3) 3-244-1
0-(=1)+(=1)-(=3) 0-2+(-1)-1

-7 4
=] —-15 10
3 -1

Por outro lado, o produto BA nao esta definido porque o ntimero
de colunas de B é igual a 2 enquanto o numero de linhas de A é

igual a 3.

2.3.6 Propriedades das operagoes com matrizes

As trés operagdes com matrizes (adigdo de matrizes, multiplicagao
de uma matriz por um escalar e multiplicagdo de matrizes) fo-
ram definidas em termos de operac¢oes com entradas das matrizes.
As propriedades destas operacoes decorrem das propriedades das
operagoes com escalares. Na descricao das propriedades assumimos
que A, B, C s&o matrizes com entradas em um corpo K, enquanto

a, [ sao escalares (elementos do corpo K).

(a) Comutatividade da adigao

Sejam A e B matrizes m x n. Entéao

A+ B =B+ A.

>
' 43';,1
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Demosntracdgo. Usando a Defini¢ao 2.7 de adigao de matrizes,

obtemos
[A+ Blij = [Alij + [Blij = [Blij + [Alij = [B + Alj;.

Usando a Defini¢do 2.6 concluimos que A+ B = B + A.

(b) Associatividade da adig¢ao

Sejam A, B e C' matrizes m x n. Entéo
(A+B)+C=A+(B+0C).
Demonstracao.

[((A+ B) +Clij = [A+ Blij + [Clij = [Alij + [Blij + [Cli

= [A];; +[B+Clij = [A+ (B + ).

Logo, (A+B)+C=A+ (B+C).

(c) Existéncia e unicidade do elemento neutro aditivo

Em cada conjunto M, «,(K) existe uma matriz, denotada por 0,
tal que
A+0=A. (2.34)

E a matriz m X n com todas as entradas iguais a 0,

0 0 0

0 0 0
0=

0 0 . 0

Verifica-se facilmente que o elemento com a propriedade (2.34) é

tnico em cada M,,«,(K). A diferenga de duas matrizes A e B
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do conjunto M, «,(K) definimos por

A-BY¥ A+ (-B).

(d) Existéncia e unicidade do elemento simétrico

Seja A uma matriz m x n. A equacgao
A+X =0

tem uma, e somente uma, solu¢ao em M,,x,(K). Ela é denotada

por —A e satisfaz

[—A]ijz—[A]ij, i=1,...,m; j=1,...,n.

(e) Associatividade da multiplicagao de uma matriz por

escalares

Sejam A uma matriz m X n e «, 3 escalares. Entao

a(BA) = (aB)A.

(f) Primeira lei distributiva

Sejam A uma matriz m X n e «, 3 escalares. Entao

(a+ B)A = aA+ [A.

(g) Segunda lei distributiva

Sejam A e B duas matrizes m X n e o um escalar. Entao

a(A+ B) =aA+ aB.
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(h) Asociatividade da multiplicagao de matrizes

Sejam A uma matriz m x k, B uma matriz k x [ e C' uma matriz
I x n. Entao

A(BC) = (AB)C.

Demonstracao.
k k l
[A(BC))ij = Y [Ali[BClrj = Y [Alir (Z[B]TS[C]SJ)
r=1 r=1 s=1
! k
= (Z[A]ir[B]m> [Cls; = [(AB)Clj;.
s=1 \r=1

(i) Matriz identidade de ordem n

Para cada n natural definimos uma matriz quadrada n xn que tem
todas as entradas na diagonal principal iguais a 1 enquanto todas

as entradas fora da diagonal principal sao iguais a 0. Esta matriz

1 0 0
0 1 0
I, =
0 0 1

é a matriz identidade. Verifica-se que para toda matriz m x n
A vale

I,A=Al,.
2.3.7 A forma matricial de um sistema linear

Dado um sistema linear de m equagoes com n incognitas

ai1ry “+aipxs +... Haipr, =b

ag1x1  +agere +... Fagr, = by
e , (2.35)

[ am1Z1 +amax2 +... Famptn = by
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sejam
e A a matriz m x n do sistema, A = (a;;)
e B uma matriz m x 1 e X uma matriz n x 1 dadas por

b1 x1

O sistema (2.35) ¢é equivalente & equagao matricial
AX =B (2.36)

no seguinte sentido.

Resultado 2.1. Uma sequencia finita de escalares ¢y, co,...,c, €

uma solugao para o sistema (2.35) se, e somente se, a matriz n x 1

4 uma soluc¢do para a equagao matricial (2.36).

ATIV. 2.5. Prove o Resultado 2.1.

2.4 Conclusoes

As matrizes sdo tabelas de escalares. Introduzidas como uma fer-
ramenta técnica na resolucao de sistemas lineares elas se tornam
objetos algébricos interessantes apds a definicao de operacdes com
matrizes: adicao de matrizes, multiplicacao de matrizes por esca-

lares e multiplicagao de matrizes.

-
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2.5 Resumo

As matrizes sao tabelas de escalares. Dado um sistema linear,

associamos a ele duas matrizes:

e a matriz do sistema cujas entradas s@o os coeficientes das

equacoes do sistema;

e a matriz aumentada cujas entradas sao os coeficientes e as

constantes das equagoes do sistema.

Vimos que o método de Gauss admite uma formulacao em termos
de operacdes elementares sobre as linhas da matriz aumentada.
Definimos também operag¢es com matrizes: adi¢do de matrizes,
multiplicacao de uma matriz por um escalar e multiplicacaio de
matrizes. Provamos as propriedades dessas operacgoes. Vimos que
um sistema linear pode ser expresso na forma de uma equagao

matricial.

2.6 Glossario

diagonal principal de uma matriz n x n a sequéncia das posi¢oes

ij comi=j (i =1,...,n) na matriz.

elemento (entrada) de posi¢ao ij de uma matriz o escalar que
estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna da matriz (ver a

Definicao 2.4).

matriz aumentada de um sistema linear a matriz dos coefi-

cientes e das constantes do sistema linear.

matriz uma tabela de escalares (ver a Defini¢ao 2.4).
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matriz coluna matriz com uma unica coluna.

matriz de um sistema linear a matriz dos coeficientes do sis-

tema linear.
matriz linha matriz com uma tnica linha.

matriz quadrada matriz cujo nimero de linhas é igual ao nu-

mero de colunas.

operagOes com matrizes sad chamada as operagoes de (1) adigao
de matrizes; (2) multiplicagdo de matrizes por escalares; (3)

multiplicagao de matrizes.

operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz sao as
operagoes de (1) troca das posigoes de duas linhas da matriz;
(2) multiplicagdo de uma linha por um escalar nao-nulo; (3)
substituicao de uma linha pela soma da mesma linha e de

uma outra linha da matriz multiplicada por um escalar.

2.7 Atividades

ATIV. 2.6. Escreva a matriz do sistema linear

r +2y +5z =-9
r 42y 45z = 2 (2.37)
x +2y +bz =25

ATIV. 2.7. Escreva a matriz aumentada do sistema linear (2.37).

ATIV. 2.8. Use operacoes elementares sobre as linhas da matriz
aumentada do sistema linear (2.37) para resolver o sistema.

Resposta: =2,y = -3, 2 = —1.

?gf
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ATIV. 2.9. Escreva a matriz aumentada do sistema linear

,

r —by -8 4+t = 3

3z + -3z -5t = 1
Y (2.38)

x -7z +2t = -5

11y +20z -9 = 2

ATIV. 2.10. Use operagoes elementares sobre as linhas da matriz
aumentada do sistema linear (2.38) para determinar se o sistema
tem solucdes. Se tiver, ache as solugoes.

Resposta: o sistema nao possui solugoes.

ATIV. 2.11. Ache o produto das matrizes

4 9 1 —-34
13 21
—-14 -3
Resposta:
-7 6

2.8 Proxima aula

Na préoxima aula vocé vai conhecer um dos objetos mais importan-

tes da Algebra Linear: o espaco vetorial.
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