Base e dimensao

META

e Introduzir os conceitos de base e dimensao de um espaco

vetorial.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:
e distinguir entre espacos vetoriais de dimensao fnita e infinita;

e determinar se um subconjunto de um espago vetorial é uma

base;

e determinar a dimensao de subespacos gerados por conjuntos

finitos de vetores;

e calcular as coordenadas do vetor em uma base nova a partir

das coordenadas na base antiga.
PRE-REQUISITOS
e Sistemas de equagdes lineares.
e Vetores no plano e no espago.

e Espacos vetoriais.
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4.1 Introducao

Geralmente, um espago vetorial contem uma infinidade de veto-
res. O tnico espago vetorial com um nimero finito de elementos
é o espaco trivial com um unico elemento, o vetor nulo. No en-
tanto, muitos espacos vetoriais sdo gerados por conjuntos finitos
de vetores. Para um espago deste tipo podemos definir dimensdao.
A ideia de base de um espaco vetorial, por outro lado, pode ser
itil também em situagdes quando o espago vetorial nao é gerado
por um conjunto finito de vetores. No entanto, vamos nos limitar
nesse caso as situacoes nos quais a base é um conceito estritamente

algébrico.

4.2 Base: definicao e exemplos

Definicao 4.19. Uma base B de um espago vetorial ¥V é um

subconjunto de V
(i) linearmente independente;
(ii) que gera V.

Exemplo 4.35. Seja V o espago dos vetores no plano. Dado um
sistema, cartesiano de coordenadas no plano, associamos a ele o
conjunto dos vetores unitarios i e j, sendo i com a dire¢ao e o
sentido do eixo dos x e j com a dire¢ao e o sentido do eixo dos y.

O conjunto {i,j} ¢ linearmente independente. Com efeito, se
cli+cj =0,

entao ¢; = ca = 0. Por outro lado, todo vetor no plano v é re-

presentado por uma combinacao linear dos vetores i e j. Portanto,
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pela Definicao 3.14, o conjunto {i, j} gera V. Concluimos que {i, j}

é uma base de V.

Exemplo 4.36. Consideremos no R? o subconjunto B formado
pelos vetores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Ele é linearmente inde-

pendente. Com efeito, a equagao
al(]-a 07 0) + 042(0, ]-7 0) + a3(07 07 1) = (07 07 0)

implica ag = ae = a3 = 0. Por outro lado, qualquer vetor (z,v, 2)
de R? é represantado por uma combinacdo linear dos vetores do

conjunto B:
(l'a y,z) = 1‘(1,0,0) + y(O, 170) + 2(0707 1)'

Concluimos que B é uma base de R3.

Exemplo 4.37. Seja n um nimero natural. Consideremos o
espago vetorial Py, (R) dos polinémios de uma varidvel real, com
coeficientes reais e de grau menor ou igual a n. Mostraremos que
o subconjunto B de P, (R) cujos elementos sio os mondmios t* de

grau k menor ou igual a n
B ={1,t,t%,...,t"}
¢ uma base em P, (R).

Demonstracdo. Todo polinémio de grau menor ou igual a n é uma
combinagao linear dos monémios de B. Por outro lado o conjunto
B ¢ linearmente independente. Com efeito, sejam ag,aq,...an
nimeros reais, tais que a combinacao linear ag + a1t + - - - + a,t"

representa o vetor nulo em P, (R), isto é

ap+art+---+apt" =0 (4.60)
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para todo t em R. Consideremos a func¢ao polinomial p definida
por

p(t) =ap+art+ - +ant", teR (4.61)

A eq. (4.60) implica que todas as derivadas de p sdo identicamente

nulas. Por outro lado, o valor da k-ésima derivada de p em ¢t = 0

é dado por

p®(0) = Klag, k=0,1,...,n.
(onde p®(t) = p(t)). Logo, ag = a; = --- = a, = 0. Concluimos
que B é uma base de P,(R). O

Exemplo 4.38. Consideremos o espago vetorial P(R) de todos os
polinémios de uma varidvel real com coeficientes reais. O subcon-

junto B de todos os monoémios,
B={1,t,t*...,t" ...},
é uma base de P(R). Esta base contem uma infinidade de vetores.
Nao existe uma base finita em P(R).
E possivel mostrar a seguinte proposicao.

Proposigao 4.11. Todo espago vetorial tem uma base.

No entanto, nessas aulas vamos nos limitar aos espagos vetoriais

gerados por conjuntos finitos de vetores.

4.3 Espacos gerados por subconjuntos fini-

tos

O conceito de um subconjunto S de um espago vetorial V que gera

V foi introduzido na Definicao 3.14. Consideremos agora o caso
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particular quando um espaco vetorial é gerado por um subconjunto
finito. Vamos mostrar, que nesse caso sempre existe uma base
finita do espaco vetorial. Mas antes disso, supondo que temos dada
uma base finita, vamos estabelecer uma propriedade umportante

da base.

4.3.1 Base finita. Unicidade da representacao

Teorema 4.8. Seja V um espago vetorial e seja B = {vy,...,v,}
uma base de V. Entao cada vetor x de V possui uma, e somente
uma, representagao de x por uma combinagao linear de vetores da

base,

X =1V + -+ apvp. (4.62)

Demonstracdo. Seja x um elemento de V. Sendo B uma base de

V), existe uma representacao (4.62) para x. Seja

x=Mvi+ -+ Buvn (4.63)

uma outra representacao para x. Subtraindo a eq. (4.63) da eq. (4.62)

obtemos
0y = (a1 — Bi)vi+ -+ (an — Bn) V.
Mas a base é um conjunto de vetores linearmente independente,
logo
a1 —p1=-=a,— B =0.
Entao oy = f1,...,a, = B, e a representagao (4.63) coincide com

a representagao (4.62). Concluimos que a representagao (4.62) para

X € unica. O

L
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4.3.2 Subconjunto linearmente independente maxi-

mal

Definigao 4.20. Seja S um subconjunto finito e nao-vazio de um

espaco vetorial V,

S ={vi,...vp}.

Dizemos que um subconjunto Sy de S é um subconjunto linear-

mente independente maximal, se
(i) So é linearmente independente,

(ii) para todo v; de S que nao pertence ao conjunto Sy a uniao

SoU{v;} é linearmente dependente.

Exemplo 4.39. Consideremos o subconjunto S = {uj, ug,uz} de

R3, onde
u = (1,1,0), uy = (0,1,1), us = (1,2,1).

O conjunto S; = {uz,uz} é um subconjunto linearmente indepen-
dente maximal de S. Com efeito, S; é linearmente independente
(verifique!), enquanto S; U{u3} é linearmente dependente. No en-
tanto, S7 nao é o tinico subconjunto linearmente independente ma-
ximal de S. Cada um dos conjuntos Se = {uj,us} e S3 = {uj,us}

é um subconjunto linearmente independente maximal de S.

Proposigao 4.12. Suponhamos que um subconjunto finito e line-
armente dependente S de um espago vetorial V contem um vetor
nao-nulo. Denotaremos este vetor por vi. Entao, existe um sub-
conjunto linearmente independente maximal Sy de .S, contendo o

vetor vi.
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Demonstragao. Sendo v nao nulo, o conjunto {v;} é linearmente

independente. Existem duas possibilidades:

(a) existe um vy em S tal que o conjunto {vi,va} ¢ linearmente

independente;

(b) nao existe um vetor vo em S tal que o conjunto {vy,va} é

linearmente independente.

Se (b) for valida, entdo {vi} é um subconjunto linearmente inde-
pendente maximal de S contendo vi. Mas se vale (a) existem duas

possibilidades:

(al) existe um vz € S tal que o conjunto {vi, vy, v3} é linear-

mente independente;

(a2) nao existe um vetor vs € S tal que o conjunto {vi,va,vs} é

linearmente independente.

Como o conjunto S é finito por hipétese, repetindo esse raciocinio
tantas vezes quanto for necessdrio, chegaremos a um subconjunto

de S linearmente independente maximal. O

Proposicao 4.13. Sejam V um espago vetorial e So = {v1,...,v,}
um subconjunto linearmente independente maximal de um sub-
conjunto finito S de V. Entao todo vetor de S admite uma repre-

sentacao por uma combinacao linear de vetores de Sy.

Demonstragcao. Para os vetores de Sy ndo hd o que mostrar. Seja
u em S, mas nao em Sy. Sendo Sy um subconjunto linearmente
independente maximal de S, o conjunto Sy U {u} é linearmente
dependente. Existe, portanto, uma combinacao linear dos veto-

res vi, ..., vy, u com coeficientes a1, ..., a,, 8 ndo todos nulos que

»
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representa o vetor nulo,
a1vy + -+ v, + fu = 0y. (4.64)

O coeficiente 3 na combingado linear co certeza nao é nulo, pois,

se fosse, teriamos
a1vy + -+ apvye = Oy,

onde pelo menos um dos coeficientes nao é nulo. Mas isso é im-
possivel por ser o conjunto Sy linearmente independente. Sendo

0B # 0, podemos resolver a eq. (4.64) em relagao a u,

(65] (07%
u:_ivl_...

3 B

Vi

4.3.3 Espacos gerados por subconjuntos finitos

Todo espago gerado por um subconjunto finito possui uma base

finita. Esse e o fato principal estabelecido no teorema a seguir.

Teorema 4.9. Seja V um espago vetorial gerado por um subcon-

junto finito ndo-vazio S de V. Entao
(i) um subconjunto B de S é uma base de V;
(ii) V tem uma base finita.

Demonstragao. (i) Se S = {0y}, entdao V = {0yp}. Como 0y nao
pode ser elemento de base alguma (porque {0y} é linearmente de-
pendente), o conjunto vazio é uma base de V = {0y }. Suponhamos
agora que S contem pelo menos um vetor nao-nulo. Existem duas

possibilidades:
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(a) S é linearmente independente;

(b) S é linearmente dependente.

Como S gera V por hipétese, se S for lineramente independente, S
serd uma base de V. Se S é linearmente dependente, concluimos,
usando a Proposicao 4.12, que existe um subconjunto linearmente
independente mamximal Sy de S. Pela Proposi¢ao 4.13 todo vetor
de S admite representagdo por uma combinagao linear de vetores
de Sy. Como S gera V por hipétese, cada vetor de V é representado
por uma combinagcao linear de vetores de Sy. Além disso, Sy é
linearmente independente. Entao, Sy é uma base de V.

(ii) Sendo um subconjunto do conjunto finito S a base Sy € finita.

O

4.3.4 Obtencao de uma base

Dado um conjunto finito que gera um espago vetorial V', pode-
mos obter uma base de V' pelo método usado na demonstragao do

Teorema 4.9.

Exemplo 4.40. Os vetores de K*

Vi = (]-7]-5 _1)_1)’ Vo = (17_1) 17_]-)7 V3 = (1’_17 _]-7 _]-)7

V4 = (_17 17 17 _1)7 V5 = (_17 17 _]-a 1)) Vg = (_17 _]-a ]-a ]-)

geram um subespaco V de K*. Sendo v ndo nulo, o conjunto {v1}
é linearmente independente. Verifica-se que {v1,va} e {vy,va, vs}
também sao linearmente independendentes. Mas a uniao de {vy,va,v3}
com qualquer um dos conjuntos {v4}, {vs}, {ve} é um conjunto
linearmente dependente. Logo, {v1, va, v3} é um subconjunto line-

armente independente maximal do conjunto {v1,va, v3, v4, Vs, ve}.
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Usando o Teorema 4.9 concluimos que {vi,va,v3} é uma base de

V.

4.3.5 O teorema da substituicao

Talvez o resultado mais importante nessa aula é dado no seginte

teorema.

Teorema 4.10. Sejam V um espaco vetorial, B uma base de V
contendo exatamente n elementos e S um subconjunto linearmente

independente de V contendo exatamente m elementos,
S={wi,...,wn},

onde m < n. Ent@o existe um subconjunto S; de B, contendo

exatamente n — m elementos, tal que S U S gera V.

Demonstracdo. A demonstragao serd feita por indugdo em m. Se
m = 0 entao S é o conjunto vazio e S = B. Suponhmamos que o
teorema é valido para um m < n. Devemos mostrar que o teorema
é valido para m+1. Sendo o teorema valido para m, existem n—m
vetores vi, ..., Vo tais que {wy,..., wy tU{vi,..., Vu_m} gera

V. Existem entao escalares aq,...qm, € B1,... Bu_m tais que
Wintl = 0q0W1 + -+ Wi + 1V + - + BnemVa—m. (4.65)

Pelo menos um dos escalares 31, ..., Bn—m nao é nulo. Com efeito,
se todos os 3; (j =1,...n —m) fossem nulos, o vetor w1 seria
expresso por uma combinacao linear dos vetores wq, ..., w,,. Mas
isso é impossivel, pois o conjunto {wi,..., w;,+1} ¢é linearmente
independente por hipétese. Apds uma reenumeracdo, se necessario,

podemos supor que 31 # 0. Podemos, entdo resolver a eq. (4.65)
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em relacao a vi:

vy = 1 W1 a1 w1 Oémw ﬂQVz Bn—mv

= Wil — — W] — e — — e — .
T B " B g

Seja u um vetor qualquer de V. Como {w1, ..., Wy, }U{vi,...,vp_n}

gera V), existem escalares v1,...,vm € 01, ..., 0y, tais que

U=9Wi+ YW +01vi+ -+ O Viom.  (4.66)
Substituindo a expressao (4.65) para vq na eq. (4.66) obtemos

u=y1wi+- -+ VmWn

_|_5(iw _ﬂw_..._a_mw
1 ,81 m+1 /61 1 ,81 m
S S

b1 g

+0ovo+ -+ O Vam

+02va -+ OpemVi—m-
Entao {wi,..., W1} U{va, ..., Vh_m} gera V. a

Corolario 4.1. Sejam V um espago vetorial e B uma base de V
contendo exatamente n vetores. Entao todo subconjunto linear-
mente independente de V contendo exatamente n vetores é uma

base de V.

Demonstra¢do. Seja S um subconjunto linearmente independente
de V contendo exatamente n elementos. Usando o Teorema 4.10
para m = n (logo, n —m = 0) concluimos que S gera V. Por outro
lado, S é linearmente independente por hipétese. Entao, S é uma

base de V. O

-
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Corolario 4.2. Sejam V um espago vetorial e B uma base de V

contendo exatamente n vetores. Entao

(a) todo conjunto de vetores de V com mais de n elementos é

linearmente dependente;

(b) todo subconjunto linearmente independente de V tem no

méximo n elementos.

Demonstrag¢ao. Obviamente, é suficiente provar o item (a), porque

(a) implica (b). Admitimos que existe um subconjunto S de V
(i) contendo exatamente m elementos, onde m > n;
(ii) linearmente indenpendente.
Seja S7 um subconjunto de S contendo exatamente n elementos,
Sy =Avi,...,vp}.

Sendo S7 um subconjunto de S, ele é linearmente independente.
Pelo Corolério (4.1) S; é uma base de V. Seja u um vetor de S que
nao pertence a Si. Sendo S7 uma base de V, existem n escalares,

Qag, ..., 0p, tais que
u=aovy+- -+ a,vy. (4.67)
Entao S1 U {u} é linearmente dependente porque
u— vy — - —apvy =0, (4.68)

e pelo menos um coeficiente (o coeficiente de u) na combinagao li-
near (4.68) ¢é diferente de zero. Como S;U{u} é um subconjunto de
S, concluimos que S é linearmente dependente! Chegamos a uma

contradicdo. Concluimos que a admissao de que S é linearmente
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independente é incompativel com a hipétese do teorema. Logo, S

é linearmente dependente. O

Coroldrio 4.3. Sejam V um espago vetorial e B uma base de V
contendo exatamente n elementos. Entao toda base de V contem

exatamente n elementos.

Demonstracdo. Suponhamos que S é uma base de V' com m ele-
mentos. Sendo B uma base e S linearmente independente, vale
m < n. Por outro lado, S é uma base e B é linearmente indepen-

dente, portanto, n < m. Concluimos que m = n. O

4.4 Dimensao

4.4.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 4.21. Dizemos que um espaco vetorial V e de dimensao
finita se existir uma base finita de V. O nimero de elementos da
base e chamado de dimensao de V e indicado por dim V. Se um
espaco vetorial ndo é de dimensao finita, dizemos que ele é de di-

mensao infinita.

Exemplo 4.41. O espago vetorial cujo tinico elemento é o vetor

nulo é de dimensao zero.

Exemplo 4.42. Um corpo K é, de um modo natural, um espaco
vetorial sobre K. Uma base no espago K contém um tinico elemento
(este elemento pode ser qualquer elemento nao-nulo de K). Entao

dimK = 1.

‘89|
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4.4.2 Subespacos

Teorema 4.11. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e
W um subespaco de V. Entao, W é de dimenséo finita e dim W <
dim V. Alem disso, se dim VW = dim V, entao W = V.

Demonstragao. (i) Seja dimV = n. Se W = {0}, entao dim W =
0 < n. Caso contrdrio, VW contém um elemento nao nulo v;. O
conjunto {vy} ¢ linearmente independente. Se ele for um subcon-
junto linearmente independente maximal de W, entao {vi} é uma
base em W e dimW = 1. Se nao, existe um vetor nao-nulo vg
em W tal que {vq,va} ¢é linearmente independente. Este processo
pode continuar até chegar a um subconjunto de W linearmente
independente maximal {vy,...,vi}, onde k < n. Com efeito, ndo
existe por hipétese nenhum subconjunto de V linearmente inde-
pendente e com mais de n elementos. Verifica-se (facilmente) que
o conjunto {vy,...,Vvg} é uma base em Y. Tendo uma base finita
0 espaco W é de dimensao finita. Alem disso, dimW =k < n.

(ii) Se k = n, entdo o conjunto {vi,...,Vv,}, que por construgao,
gera WV, gera também V por ser um conjunto linearmente indepen-

dente contendo n vetores de V. Portanto, W = V. [

4.5 Mudanca da base

4.5.1 Base ordenada

Em um espago vetorial ¥V de dimensao finita n > 1 existe uma
infinidade de bases. Se B e B’ forem duas bases de V, como é que
as coordenadas na base B’ de um dado vetor v em V se exprimem

em termos das coordenadas do mesmo vetor na base B?
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Antes de mais nada, é necessério esclarecer o que sera considerado
uma mudanca de base. De acordo com a Definicao 4.19 uma base
de um espaco vetorial V é um conjunto de vetores que satisfaz
duas condicoes. Em vdrias situacoes ésta definicdo deixa de ser
suficiente. Por esse motivo, introduzimos a no¢ao de base ordenada

em um espago vetorial de dimensao finita.

Definicao 4.22. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita
n > 1. Uma base ordenada B de V é uma seqiiéncia finita de n
vetores

V1,V2,...,Vp,

tal que o conjunto {vy,va,...,v,} é linearmente independente.

Em outras palavras, uma base ordenada é uma base de V, mas
cada um dos vetores da base ordenada tem sua “posi¢ao” na base
fixa: um é o “primeiro vetor da base”, outro é o “segundo vetor da
base”, etc. Para uma base ordenada usaremos a mesma notacao
que usavamos para uma base, mas a ordem dos vetores agora se
torna importante. Por exemplo, dado um sistema cartesiano de
coordenadas no plano, temos associado a ele a base {i, j} no espago
dos vetores no plano. Esta base ¢ diferente da base ordenada {j, i}
do mesmo espago vetorial.

Nessas aulas vamos tratar apenas espagos vetoriais de dimensao
finita e, a partir de agora, vamos usar o termo “base” como um

sinénimo do termo “base ordenada’.

Exemplo 4.43. Uma base no espago vetorial K" é formada pelos

vetores
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A base ordenada {ej,es,...,e,} é chamada de base canénica de

K™.

Defini¢ao 4.23. Seja B = {vi,Vva,...,Vv,} uma base ordenada de
um espaco vetorial V. Seja x um vetor em V. A seqiiéncia finita

{z1,...,2,} dos coeficientes na representacao
X =x1V]1+ -+ TpVp
é chamada de seqiiéncia das coordenadas de x na base B.

Exemplo 4.44. Seja x = (x1,22) um vetor em K2. Da repre-
sentacao

(r1,22) = 21(1,0) + 22(0,1)
obtemos que a seqiiéncia das coordenadas de x na base canoénica
de K2 6 {1, 22}

ATIV. 4.19. Ache as coordenadas do vetor x = (z1,22) na base
ordenada B = {vi,va}, onde vi = (1,1) e vo = (1, —1).

4.5.2 Matriz da mudanca de base

Definicao 4.24. Seja V um espaco linear de dimensao finitan > 1
sobre K. Suponhamos que B = {v1,...v,} e B'={v],...v]} sdo
duas bases ordenadas de V. Sendo B’ uma base, os vetores de B
sao representados (de modo tinico) por combinagoes lineares dos

vetores da base B’,
/
V] =a11V1 + -+ ap1Vn,
Vg = @12V1 + -+ ap2Vp,
...... (4.69)

/
V, = @1pV1 + -+ GpunVa.
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A matriz n x n

ailp a2 Qln

az; a2 A2n
A= ,

Gpl  an2 Qnn

cujas entradas a;; sdo os coeficientes nas representagoes (4.69) serd

chamada matriz da mudanca de base de B para B'.

As coordenadas dos vetores v/, ... v/, na base canonica de K" for-

mam as colunas correspondentes da matriz de mudanca de base

A.

Teorema 4.12. Seja V um espago linear de dimensao finita n > 1.
Suponhamos que B = {vi,...v,} e B' = {v],...v]} sdo duas
bases de V. Suponhamos que A = (a;;) a matriz da mudanga
de base de B para B’. Seja x um vetor em V. Suponhamos que
T1y..., Ty € x],..., 2} de x s@o as coordenadas de x nas bases B

e B’, correspondentemente. Entao
T = anry + -+ apmal, i=1,...,n. (4.70)
As equagoes (4.70) sao equivalentes & equagao matricial
X = AX'

onde X e X’ sdo matrizes-coluna (com n linhas) definidas por

T 1‘1
o x
2
X = X' =
Tn, xl,

o
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Demonstragao. Substituindo na representagao

X =x\vi+- - +alv, (4.71)

n

as representagoes (4.69), obtemos

x =z} (a11v1 + - + an1vp) + x5(a12vi + - + apavy)
+o 2 (a1 v+ A Vi)
=(a11@} + - + arn@l,)vi + (a2 + -+ + a2,z )ve

O Teorema 4.8 garante que a representacdao do vetor x por uma
combinagao linear dos vetores da base B é tinica. Logo, das equagoes

(4.71) e (4.72) obtemos (4.70). O

4.5.3 A mudanca inversa

Sejam B e B’ duas bases de um espago vetorial de dimensao finita
V. Se A e C sdo as matrizes de mudanga de base de B para B’ e de
B’ para B correspondentemente, como e que as entradas de uma
dessas matrizes se exprimem em termos das entradas da outra? A

resposta é dada no teorema a seguir.

Teorema 4.13. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n >
1. Suponhamos que B = {vi,...,v,} e B' = {v],...,v]} sdo
duas bases ordenadas de V e seja A = (a;5) a matriz da mudanca

de base de B para B’. Entao
(a) a matriz A é inversivel;
(b) A~! é a matriz de mudanca de base de B’ para B.

Demonstrag¢ao. A matriz de mudanca de base de B’ para B existe,

porque, sendo B uma base de V, cada um dos vetores vi,...vy,
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é representado (de modo tnico) por uma combinagdo linear dos
vetores da base B,

n
Vi =cvi4 ot v, = Zcijvg, j=1,...,n. (4.73)
i=1

Logo, C' = (ci;) é a matriz de mudanca de base de B’ para B.

Sendo A a matriz de mudanga de base de B para B’, vale também
n
V=Y GmkVm,  k=1...m. (4.74)
m=1

Substituindo eq. (4.74) na eq. (4.73) e, depois, trocando a ordem

das somas, obtemos

n n n n
V= 5 Cij E UmiVm | = E 5 Cij@miVm
i=1 m=1

i=1 m=1
n n n n
= § E AmiCijVm = E 5 AmiCij | Vim-
m=1i=1 m=1 \i=1

Usando o Teorema 4.8 concluimos que

n
E AmiCij =
i=1

logo, AC = I,. De modo andlogo, substitundo eq. (4.73) na

1 se m=jy,

0 se m#j,

eq. (4.74) obtemos CA = I,. Concluimos que A é inversivel e

At =C. O

4.6 Conclusao

Dada uma base de um espago vetorial, todo vetor do espago é re-
presentado (de modo unico) por uma combinagao linear de vetores
da base. Quando um espacgo vetorial é gerado por um conjunto
finito de vetores, todas as bases deste espaco sao finitas e contém o
mesmo nimero de elementos. Este niimero é a dimesao do espago

vetorial.

-
‘o5,
il
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4.7 Glossario

base Definicao 4.19.

base canédnica de K" Exemplo 4.44.

base ordenada Defini¢ao 4.22.

coordenadas Defini¢ao 4.23.

dimensao Definicao 4.21.

matriz de mudanca da base Defini¢ao 4.24.

subconjunto linearmente independente maximal Defini¢ao 4.20.

4.8 Resumo

Definimos o conceito de base em um espago vetorial. A proprie-
dade mais importante da base é que para todo elemento do espago
vetorial existe uma, e somente uma, representacao por uma com-
binacgao linear de vetores da base. Vimos que todo espacgo gerado
por um conjunto finito possui uma base finita. Usando o Teorema
da substituicdo obtemos resultados importantes sobre os espagos
gerados por conjuntos finitos. Definimos dimensao para espacos
gerados por conjuntos finitos e estabel¢cecemos as propriedades ele-
mentares da dimensao. Definimos o conceito de base odenada em
um espago vetorial. Tratamos a mudanca de base em um espaco

vetorial de dimensao finita.
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4.9 Atividades

ATIV. 4.20. Ache a dimensao do subespago W de P(R) gerado

pelo conjunto de polinémios {q1, g2, ¢3} definidos por
at)=t*—1, @t)=t*+t, qlt)=2+1

Ache uma base de W.

ATIV. 4.21. O polinémio p definido por
p(t) =t*+t+1

¢ um elemento do espago vetorial P2(R). Ache as coordenadas do

polinémio p na base ordenada
B ={fi1, fa, f3}
de P2(R), sendo fi, f2, f3 definidos por

fity=2t+1,  fot)=2t—1,  f3(t) =t>+1.

4.10 Proxima aula

Na préxima aula vocé vai conhecer os determinantes.
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