Determinantes

META:

e Introduzir o conceito de determinante de uma matriz qua-

drada.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

e usar a regra de Cramer na resolucao de sistemas de duas

equacoes lineares com duas incégnitas;

e calcular o produto de duas permutacoes, a inversa de uma

permutacao, o sinal de uma permutagao;

e calcular o determinante de uma matriz n X n usando a de-

finigao;

e usar as propriedades elementares dos determinantes no calculo

de determinantes.
PRE-REQUISITOS

e Sistemas de equacoes lineares.
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5.1 Introducao

O determinante de uma matriz quadrada n X n com entradas em K
¢ um escalar (isto é, um elemento de K) associado & matriz. Dada
a regra do cdlculo do determinante, temos definida uma func¢ao
com valores em K no espaco M, (K). Sao as propriedades desta
funcao que fazem do determinante uma ferramenta eficiente em
vérias dreas da Algebra e da Geometria.

E bastante facil definir o determinante de uma matriz 2 x 2. Na
generalizagdo para matrizes n X n precisaremes de algumas pro-
priedades das permutacgoes de n objetos. Algumas das demosns-
tragoes das propriedades aresentados nesta aula sao tecnicamente
complicadas. No entando, do ponto de vista dos nossos objetivos
nessas aulas, a teoria de permutacoes é algo periférico. Um conhe-
cimento das demosntragoes é desejdvel, mas, pelo menos no inicio,
para acompanhar o desenvolvimento da teoria dos determinantes
é suficiente ter conhecimento sobre alguns resultados da teoria das
permutacoes. Estes resultados sao usados, em particular, na de-
monstragao das propriedades elementares dos determinantes no

final da aula.

5.2 Determinantes de matrizes 2 x 2

5.2.1 Definicao e exemplos

Consideremos um sistema linear de duas equagoes com duas incégnitas,

aniz +apy =b (5.75)

a1 x +axny =bs
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As solugoes do sistema (5.75) (se existirem) podemos encontrar,
por exemplo, pelo método de Gauss. Mas podemos usar um outro
método também. Multiplicando a primeira equagao do sistema

(5.75) por ags e a segunda por ajz, obtemos

a11a22T +aigay = biax
(5.76)
a12a21T  +ai2a2y = baaiz

Subtraindo a segunda equagao do sistema (5.76) da primeira con-

seguimos eliminar a varidvel y:
(a11a22 — aipa21)T = biag — baaia, (5.77)

e, se ai1az — ajeas1 # 0, obtemos

braszy — baai2
x = . (5.78)
a11a22 — G12021

Um célculo andlogo mostra que
(a11a22 — a12a21)y = a11b2 — ag1bs. (5.79)

Logo, se aiiaze — aizaz # 0,

by — a21b
y = a1102 — d2161 (5.80)
a11G22 — (12021

Entao, se

ailagz — aizaz # 0, (5.81)

a unica solugao do sistema (5.76) é dada pelas equagbes (5.79) e
(5.80). Uma verificagad direta pelo método de Gauss mostra que,
se a condigao (5.81) for satisfeita, esta é a dinica solucao do sistema
(5.75) também. Concluimos que, se a condigao (5.81) é satisfeita,

entao

(i) existe uma solugao do sistema (5.75);

o
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(ii) esta solucdo é tnica;

(iii) a solugao ¢ dada pelas equagoes (5.78) e (5.80).

O denominador em cada um dos segundos membros das equagoes
(5.78) e (5.80) é um escalar determinado pelas entradas da matriz

do sistema.
Definicao 5.25. O determinante de uma matriz 2 x 2

ai;p a2
A =

a21 a2

é um escalar denotado por det A e dado por

det A = aj1a99 — a12a91. (5.82)

O determinante frequentemente é denotado também pela tabela

das entradas da matriz, delimitada por barras,

a1l a2 ot a1l a2
=de

a1 Q22 a1 a2

5.2.2 A regra de Cramer

As equagoes (5.78) e (5.80) podemos escrever na forma

b1 ai air b
det det
by ais a2 b
x pr s y pr
ai; a2 ai; a2
det det
a1 a2 az; a2

Essas férmulas exprimem a regra de Cramer para um sistema

linear de duas equagdes com duas incégnitas.
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5.2.3 Determinantes e permutacgoes

Uma descri¢ao do determinante (5.82) pode ser dada em termos
de fungoes que “permutam” os nimeros 1 e 2.

Seja o1 uma fun¢ao definida no conjunto {1, 2} pelas equagoes
g1 = 2, 0’(2) =1.

A fungéo o1 é uma permutacdo dos nimeros 1 e 2 ou, seja, ela faz
apénas uma troca de ordem dos nimeros 1 e 2, tranformando a
seqiiéncia

1,2 (5.83)

para a seqiiéncia

2,1. (5.84)

Obviamente, as seqiiéncias (5.83) e (5.84) representam todas as
maneiras de enumerar dois objetos (na seqiiéncia (5.83) o nimero 1
esd no primeiro lugar e 2 no segundo, enquanto na seqiiéncia (5.83)
o numero 1 esd no primeiro lugar e 2 no segundo). A seqiiéncia
(5.84) temos associado a permutagdo o1, enquanto & seqiiéncia

(5.83) associamos a permutagao e definida por

Denotaremos por S5 o conjunto das permutagoes de 1 e 2,
SQ = {6, 01}‘

Além disso, vamos atribuir a cada permutacao o de So um sinal,

pondo

108
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A eq. (5.81) pode ser escrita na forma

det A = e(e)a; e(1)a2¢(2) T e(o1)ay 01(1)3201(2)-

Entao, o determinante de uma matriz 2 x 2 é uma “soma sobre

todas as permutacoes de dois niimeros”:

det A = Z 6(0’)@1 o’(l)a20'(2)‘
oES?

Para definir o determinante de uma matriz n X n usaremos per-

mutagoes de n nimeros.

5.3 Permutacoes de n objetos

5.3.1 Definicao

Consideremos as permutacgoes de n objetos. Sem perda de gene-
ralidade admitimos que esses objetos sao os n primeiros nimeros

inteiros.

Defini¢ao 5.26. Uma permutacao do conjunto J,, = {1,2,...,n}

é uma aplicacao
o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n},
tal que i # j implica o (i) # o(j).
Seja o uma permutacao de n elementos. Verifica-se que

(i) todo nimero j de J, é a imagem o(i) de algum nimero

1€ Jn;

(ii) todo numero j de J, é a imagem o(i) de no méximo um

numero ¢ € J,,.
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Notagao

Denotaremos por .5, o conjunto de todas as permutacoes de n ob-
jetos. Uma permutacao o € S,, denotaremos por uma tabela de
duas linhas. Escrevemos na primeira linha os niimeros do conjunto
Jpn (em ordem arbirdria). Abaixo de cada um desses nimeros es-

crevemos a imagem dele sob o, por exemplo

Esta notagao é bastante parecida com a notacao usada para as
matrizes 2 X n e precisa tomar cuidado para nao confundir os dois

tipos de objetos!

Exemplo 5.45. Seja

1 2 3 4
o= . (5.85)
3 2 41

Entao o(1) = 3, 0(2) = 2, 0(3) = 4, 0(4) = 1. A ordem dos
nimeros na primeira linha de (5.85) é arbitrdria: podemos escrever,

por exemplo
4 2 1 3

1 2 3 4

5.3.2 Propriedades
Composicao de permutagoes

Toda permutagao de n elementos é uma aplicagao de J,, sobre J,.
Entao, dadas duas permutagoes de n elementos o e 7, existem as

aplicacoes compostas o o T e 7 o o. Verifica-se que

(i) a composicao de duas permutagdes é uma permutagao,

(o8]
il
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(ii) a composi¢ao de permutagdes nao e comutativa: geralmente

coT#Too.

Exemplo 5.46. Sejam

1 2 3 4 1 2 3 4
o= , T =

3 2 41 2 3 41

Entao
ogot(l)=0(2)=2
coT1(2)=0(3) =4 1 2 3 4
= ooT=

coT(3)=0(4) =1 2 41 3
cot(4)=0(1)=3

Um célculo andlogo mostra que

1 2 3 4
TOoO = ,

4 3 1 2

logo, coT #To0.

Permutacao identidade

A permutagao identidade (de n objetos) é dada por

1 2 n
e= (5.86)
1 2 n)
Qualquer que seja o € S, vale
eooc=co0e=o0. (5.87)

A permutagao e definida pela eq. (5.86) é a unica permutac¢ao em

Sy, que satisfaz (5.87).

106,
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Permutacao inversa
Seja o em S,. A permutacdo inversa de o é denotada por o1 e

satisfaz

o loo=0o00t=e. (5.88)

Verifica-se que a permutagao

é a unica permutacao que satisfaz a eq. (5.88).

Exemplo 5.47. A inversa da permutagao

1 2 3 4
g =
3 1 4 2
é a permutacao
1 3 1 4 2 1 2 3 4
o = =
1 2 3 4 2 41 3

O nimero de todas as permutacgoes de n objetos

Proposicao 5.14. O nimero das permutagoes de n elementos é

igual a n!.

Demonstracdo. A prova é feita por inducao. Para n = 2 o nimero
de permutagoes é igual a 2 = 2!. Admitimos que a proposi¢ao
é verdadeira para n = k. Consideremos as permutacoes de k +
1 elementos. Estes tltimos podemos dividir em dois conjuntos

disjuntos:

e o0 conjunto A de todas as permutagoes o de k + 1 elementos

tais que o(k+1) =k + 1;

107,
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e o conjunto B de todas as permutagoes o de k + 1 elementos

tais que o(k+1) # k+ 1.

O conjunto A contem exatamente k! permutacoes (por se tratar
de permutagoes que afetam apenas os k primeiros elementos). O
conjunto B podemos dividir em conjuntos disjuntos. Seja B; o
conjunto das permutagoes o tais que o(j) = k+ 1. Entao B =
BiU...Bye BiNB; =0 sei# j. Cada um dos conjuntos B;
(j =1,...,k) contem k! elementos. Com efeito, toda permutagao

7 do conjunto Bj e representada (de modo tnico) na forma
T=00Tj, (5.89)

onde o é uma permutagao do conjunto A e 7; é a seguinte per-

mutacao do conjunto Bj:

1 ... j—=1 j j+1 ... k k+1
1 ... j—1 k41 j+1 ... k j

T =

Por outro lado, toda permutacad 7 que pode ser representada na
forma (5.89) é de B;. Logo o nimero de permutagoes em B; é
igual ao nimero de permutagoes contidas em A. Entao, o ntimero

de permutagoes de k+1 objetos é igual a k!+ k- (k!) = (k+1)l. O

5.3.3 Sinal
Inversoes

Seja P o conjunto de todos os pares (ij) de nimeros inteiros satis-
fazendo 1 <7 < j < n. Dizemos que na permutacado o € S,, o par
(ij) € P esta em inversao se o(i) > o(j). Denotaremos por P,
o nimero de inversoes na permutacao o, isto é, o nimero das

pares de P que na permutacgdo o estao em inversao. O conjuné de
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pares de P que nao estao em inversao na permutacao o denotare-

mos por Pf. Os conjuntos P, e P, sdo disjuntos e P,fUP, = P.

Exemplo 5.48. Na permutacao

1 2 3 4
31 4 2

os sequintes pares estao em inversao: (12), (24), (34). Logo, o

nimero de inversoes de o é igual a 3.

Sinal de uma permutacgao

Definigao 5.27. Definimos o sinal €¢(0) de uma permutagao o do

conjunto S, por

onde m é o nimero de inversdes na permutagao o.

Um método de calculo do sinal

Consideremos o produto

Ele nao se anula, porque, pela Defini¢ao (5.26), o(i) # o(j) se
i # j e, por outro lado, para todo (ij) € P vale i < j. Podemos

fazer um agrupamento,

(108
-
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e depois escrever o produto na forma

(ij)epP
= I le@®—ci (0™ J[ e —0c®)], (591)
(ij)ePF (keP;

onde m é o nimero de pares no subconjunto P, isto ¢, o nimero

de inversoes de o. O produto

II le)—ctl= [ @) -] [ [ - o)
(ij)eP (ij)ePs (k)ePy
(5.92)

contem os mesmos fatores como

Ae= ][] (i-4) (5.93)
(ij)eP
Com efeito, dado (ij) € P, existem dois inteiros distintos r, s € J,

tais que

Como i < j (porque (ij) € P), se r < s entdo (rs) € P e o fator

i—j=o0(r) — o(s) estd contido no produto

I[I 6 -eG).
(@)ePs
Se r > s entdo (rs) € P, eo fator i —j = o(r) — o(s) estd contido

no produto

[[ @-o®)].

(kl)ePy
Nos ambos os casos o fator (i — j) encontramos no produto (5.92)
e 0 encontramos uma unica vez. Sendo P}t U P, = P, os produtos

(5.92) e (5.93) contem o mesmo numero de fatores. Entao, estes
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produtos sao iguais e, usando a eq. (5.91) e a defini¢ao do sinal da

permutacao, obtemos

Ay =€(0)Ae. (5.94)

Calculando A, e A, podemos determinar €(o) dessa equagao.

Exemplo 5.49. Determinaremos o sinal da permutagao

1 2 3 4
31 4 2

Encontramos

—(1-2)1-3)(1—4)(2-3)2-4)(3—4) =12,

A
Ap=0B-1)B-4)B-2)1-4)(1-2)(4-2)=-12

Entao, e(0) = —1.

Teorema 5.14. Sejam o e T permutacoes de n objetos. Entao

e(oot) =¢€(o)e(r).

Demonstragao. Sejam o, 7 € S,. Da eq. (5.94) obtemos

Asor = €(00T)A,.
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Por outro lado,

Agor = H [UOT(i)_O—OT(j)]

(ij)epr
= H [coT(k)—ooT(l) H l[coT(r)—oor(s)]
(kl)ePF (rs)ePr
= H [coT(k)—oot(l)]e(r) H [coT(s) —aor(r)
(klye P (rs)epPr
=e(r) [ [o())—o(h)]
(ij)epP
() { I et -] [I lot)- a(sn}
(kl)EP; (rs)ePs
=¢(T) { H [o(k) —o(l)] eo H [o(s) — U(T)]}
(kl)EP; (rs)ePy,
=e(0)e(T)Ae.
Logo, e(aoT) = 6(0)6(7’). [

Corolario 5.4. Seja ¢ uma permutagao. Entao

elo™h) = €(0). (5.95)
Demonstracao.
1
6(0’)6(0’71) =¢(oo 071) =¢ele)=1= 5(071) = @
Sendo €(0) = £1, concluimos que vale (5.95). O

O resultado obtido no Teorema 5.14 podemos generalizar para

qualquer composicao finita de permutacoes.

Corolario 5.5. Sejam oy, ..., 0, permutagoes em S,. Entao

€(oro0---00y) =€(01)...€(om).

ATIV. 5.22. Prove (por indugao) o Corolario 5.5.
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5.3.4 Transposicoes

Definicao 5.28. Uma transposi¢ao é uma permutac¢ao que troca
as posigcoes apenas apenas de dois numeros mantendo as posi¢oes

dos demais.

Exemplo 5.50. A permutagcao
1 2 3 4
1 4 3 2
é uma transposicao.
ATIV. 5.23. Para toda transposicio 7 vale 77! = 7.
ATIV. 5.24. Para toda transposi¢ao 7 vale €(7) = —1.

Teorema 5.15. Toda permutacad é uma composi¢ao de trans-

posicoes.

Demonstracdo. A prova é feita por indugao. Para n = 2 o teorema
é obviamente vélido. Suponhamos que o teorema é vilido para

n =k eseja o € Siy1. Existem duas possibilidades:
(a) o(k+1)=k+1;
(b) o(k+1) #k+ 1.

Se vale (a), entdo o é uma permutagao de k nimeros apenas (por-
que k + 1 é fixo). Sendo o teorema vélido para permutagoes de k
nimeros, o é uma composi¢ao de transposigoes. Se vale (b), seja 7
a transposi¢ao que troca k + 1 por o(k + 1) mantendo as posi¢oes

dos outros nimeros de Jy1:
o(k+1) se j=k+1,
7(j) = E+1 se j=o(k+1),
j se j#k+1lej#olk+1).

18]
i
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Para a permutagao p = 7oo obtemos Too(k+1) =71(c(k+1)) =
k + 1. Logo, para p vale (a). Portanto, p é uma composi¢ao de
transposicées. Mas 0 = 7~ lop = Top. Sendo 7 uma transposicio e
p uma composicao de transposigoes, o também é uma composi¢ao

de transposigoes. O

5.4 Determinantes de matrizes n X n

5.4.1 Definicao e exemplos

Definicao 5.29. O determinante de uma matriz n x n

ail a1 . A1n

a21 Qa2 a2n
A p—

Gn1 Aan2 ann

é um escalar denotado por det A e dado por

det A = Z €(0)a15(1)a20(2) - - - Ano(n)- (5.96)
o€Sn
A soma no segundo membro da eq. (5.96) é sobre todas as per-
mutagoes de n numeros. Como .S, contem n! permutagoes, a soma
contem n! termos.
Cada um dos termos contem uma (e somente uma) entrada de cada
linha da matriz e uma (e somente uma) entrada de cada coluna de

A.

Para um determinante de ordem 3 (n = 3) a soma contem seis

termos.
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Exemplo 5.51. O determinante de uma matriz 3 x 3

aj; a2 a3
A= a21 Q22 a3

anl1 Aan2 a3ss3

é dado por

det A =ai1a22a33 + a12a23a31 + ai3aziasz

— 11023032 — A12021033 — 13022031 - (5.97)

ATIV. 5.25. Use a férmula (5.97) para calcular o determinante

2 -1 1
det [ 3 2 —5
1 3 =2

Resposta: 28.

Alem do simbolo det A, o determinante é denotado também pela

tabela das entradas da matriz A delimitada por barras,

ail a1 e A1n ail a1 . A1n

as; a2 a2n a21 a2 a2n
= det

Gn1 Aan2 ann Gn1 Aan2 Ann

Exemplo 5.52.

41 3
0 2 —1|=427+1-(=1)-54+30-6—4-(—1)-6—1.0-7—3-2.5 = 45.
56 7

=
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5.5 Propriedades elementares dos determi-

nantes

Proposigao 5.15. Seja A = (a;;) uma matriz n X n e sejam o e

p duas permutacgoes de n nimeros. Entao

A1o(1) - - - Cno(n) = Ap(1) gop(1) - + - Ap(n) oop(n): (598)

Demonstracdo. Antes de mais nada, toda entrada da matriz A
estd contida em cada um dos produtos no méaximo uma vez. Com
efeito, nenhum dos produtos contem duas entradas de uma linha

da matriz.

Mostraremos que toda entrada a,)sopr) (K = 1,...71) do se-
gundo produto estd contida no primeiro produto também. Sendo
p uma permutagdo, p(k) = i é um inteiro tal que 1 < i < n, logo

Ap(k) gop(k) = Qio(s)- Mas todas as entradas a;,(;) estao contidas no

p

primeiro produto.

De modo andlogo, toda entrada contida no primeiro produto esta
contida no segundo. Com efeito, para qualquer entrada a;,(;) do
primeiro produto existe um k (1 < k < n) tal que i = p(k), logo
Uio(i) = Ap(k)oop(k)- Mas toda entrada a,)sop(k) estd contida no
segundo produto.

Concluimos que toda entrada do segundo produto estd contida
uma Unica vez no primeiro e vice versa. Como a multiplicacao de

escalares é comutativa, vale (5.98). O

Usaremos a Proposi¢ao 5.15 para provar algumas propriedades dos

determinantes. Assumimos que A é uma matriz n X n.
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(a) Determinante da matriz transposta A?

Teorema 5.16. O determinante da matriz transposta de A é igual

ao determinante de A.

Demonstracao. Seja A = (ai;) uma matriz n X n. As entradas da

matriz transposta A’ sio dadas por [A'];; = aj;. Entao

det A" = Z 6(0-)[At]10(1) [At]20(2) s [At]na(n) (5.99)
gESy

= Z €(0)ar(1)106(2)2 - - - Ao (n)n- (5.100)
gESn

Pela Proposicao 5.15 vale

Us(1)105(2)2 - - - Go(n)n = €(0)A15-1(1)025-1(2) - - - Ang—1(n)-

e, pondo o = p~! na eq. (5.100), obtemos
det A = Z e(,o_l)alp(l)agp@)...anp(n).
p~lesS,
Mas “p~! percorre todas as permutacoes de S,” é equivalente a
“p percorre todas as permutagoes de S,,”. Alem disso, pelo Co-

roldrio 5.4,

Logo,

det A® = Z e(p)alp(l)agp(g) e Opp(n) = det A.
PESRH

O
(b) Determinante de uma matriz com uma linha de zeros

Teorema 5.17. Se todas as entradas de uma dada linha de uma

matriz A sdo iguais a zero, entdo det A = 0.

o
'1._1 1
-
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Demonstracao. Seja ¢ € J, fixo e suponhamos que a;; = 0 para

todo j € J,. Logo,

det A = Z €(0)a15(1)a20(2) - - - Ano(n)
O'ESn

== Z 6(0')&10.(1) e ai_la(i_l) 0 ;11 o(i+1) - ano.(n) =

oESy

0.

O]

(c) Determinante da matriz obtida da matriz A por uma

troca de duas linhas

Teorema 5.18. Suponhamos que a matriz B é obtida por uma

troca de duas linhas da matriz quadrada A. Entao det B = — det A.

Demonstracdo. Sejam k,[ dois inteiros, 1 < k < I < n. Suponha-

mos que a matriz B é obtida pela troca da k-ésima e da [-ésima

linha da matriz A:

ail a2 Qin
aip  apR QAin
B=1| .. .. (5.101)
ag1 Qg2 Qkn,
anl  An2 Gnn
Denotaremos por b;; (i,j = 1,...n) as entradas da matriz B. Da

eq. (5.101) obtemos

a;; se 1#k, 1#l

bij = a; se 1=k

agj se i=1
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Entao, bj; = a,(;); onde 7 é a transposgao

Usando a Proposicao 5.15 obtemos

det B = Z blg ce bna(n) = Z 6(0‘)&7(1)0(1) cee ar(n)a(n)

oc€Sh oESh
- E alo’OT -+ Qpgor(n)-
oES)

Pondo o = po 71 (= p=o0o07), obtemos

B = Z e(p o T)alp(l) oo anp(n).
pPOTES,

Como “p o 7 percorre todas as permutagoes de S,,” é equivalente
a “p percorre todas as peormutacgoes de S,,” e, por outro lado,
e(poT) =¢€(p)e(T) = —€(p), obtemos

B=- Z €(p)aip(r) - - - npn) = — det A.
PESn

O

(d) Determinante da matriz obtida da matriz A por uma

troca de duas colunas

Coroléario 5.6. Se uma matriz A é obtida por uma troca de duas

colunas de uma matriz quadrada A, entdo det B = — det A.

Demonstrag¢do. Se B é obtida de A por uma troca de colunas, entéao
Bt é obtida de A! por uma troca de linhas, portanto, fazendo uso

dos Teoremas 5.16 e 5.18, obtemos

det B = det B! = — det A* = — det A.
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(e) Determinante de uma matriz com duas linhas iguais

Teorema 5.19. Se duas linhas de uma matriz quadrada A sao

iguais, entdo det A = 0.

Demonstracdo. Sejam k,l € J, e A uma matriz n x n tal que
apj = a;; para j = 1,...n. Como a k-ésima e a [-ésima linha
da matriz sao iguais, uma troca dessas resulta na mesma matriz.
Mas, pelo teorema anterior uma troca de linhas altera o sinal do

determinante. Logo,

det A= —det A,

donde det A = 0. O

(f) Determinante da matriz obtida por multiplicagao de

uma das linhas de A por um escalar

Teorema 5.20. Seja A = (a;;) uma matriz n xn e seja B a matriz
obtida por multiplicacdo de uma das linhas de A por um escalar

«. Entao det B = avdet A.
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Demonstracao.
a1 a12 a1n
ag—-11 QAg-12 --- Qk—1n
det B=| aay; oware ... Qapn
ag+1,1 Ak+1,2 ---  Qk4ln
Gnl an2 Ann

= Z E(U)a1a(1) s Ok _1,0(k—1) [aaka(k)] Ak+1,0(k+1) - - - Cno(n)
oESH

=a Z €(0)A14(1)020(2) - - - Ano(n) = adet A.
oESy

(g) Determinante da matriz obtida por multiplicacao de

uma das colunas de A por um escalar

Corolario 5.7. Seja A = (a;;) uma matriz n X n e seja B a matriz
obtida por multiplicacdo de uma das colunas de A por um escalar

«. Entao det B = avdet A.

Demonstracdo. Multiplicacdo por o de uma das colunas de A é
equivalente & multiplicacdo de uma da linhas de A! pelo mesmo

escalar. fazendo uso dos Teoremas 5.16 e 5.20, obtemos

det B = det B = adet A" = avdet A.
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(h) Representando as entradas de uma das linhas da ma-

triz A por somas

Teorema 5.21. Seja k € J, e seja A = (a;j) uma matriz n X n.

Suponhamos que ay; = b; + ¢;. Entao

a1l Q1n
ag-11  --- QGkg—1n
by +c1 bn + cn
Q41,1 Ak+1,n
anl Ann
Demonstracao.

detA = Z 6(0’)CL10.(1) .

O'ESn

= Z 6(0’)@10(1) ..

O'ESTL
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ail Q1in
ak—1,1 Ak—1,n
- bl bn
Q41,1 Ak+1,n
anl Ann

A1n aii
Ak—1,n Ak—1,1
bn + C1
Ak+1.n k41,1
Ann an1

. ak—l,a(k—l)bok -+ Qno(n)

aii QAin
ag-11 --- OGk—1n

C1 Cn
Ak+1,1 Ak+1,n

anl Ann

-0k—1,0(k-1) [bak + co'(k)] -+ Unpo(n)

< Ak—1,0(k—1)Cok - - - Ang(n)
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(i) Representando as entradas de uma das colunas da ma-

triz A por somas

Coroldrio 5.8. Seja k € J, e seja A = (a;j) uma matriz n x n.

Suponhamos que a;; = b; + ¢;. Entao

an b1 +c1 a1n

a1 ba + co a2n,

anl bn + Cp Anpn
an b1 a1n a c1 a1n
ao1 bo aonp N asy 2 aonp
anl bn Ann anl Cn Ann
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Demonstracao.
a1 ... bi+ec ... ain
as1 ... ba+tcy ... a9y
Gn1 by +cp Gnn
ail a1 anl
=|bi+ec1 bat+co ... byte,
Aln a2n Qann
ail a1 anl ail a1 anl
=| b b b, |t aa ¢ Cn
Q1n A2n Unn a1n  a2n Gnn
an by aip an 1 ain
as1 b2 asn as &) asn
= +
Gnl bn Gnn Gpl Cn Qnn

5.6 Conclusao

O determinante de uma matriz n x n é um escalar. Ele e dado por
uma soma de n! termos. Cada termo na soma é um produto de
n entradas da matriz, multiplicado pelo sinal de uma permutacao.
Cada termo contem exatamente uma entrada de cada linha e exa-

tamente uma entrada de cada coluna da matriz.

] .‘—:
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5.7 Resumo

Obtemos a regra de Cramer para sistemas lineares de duas equagoes
com duas incégnitas. Vimos que a regra é aplicavel se, e somente
se, o determinante da matriz do sistema é diferente de zero. Com
o intidito de generalizar o conceito do determinante para matrizes
n X n, definimos as permutacées de n objetos e provamos vérias
proposicoes sobre as permutacdes. Apresentamos a definicdo do
determinante de uma matriz n X n. Provamos algumas proprieda-

des elementares dos determinantes.

5.8 Atividades

ATIV. 5.26. Seja A = (a;j) uma matriz 6 x 6. Determine o sinal

com o qual entra no determinante o produto dado.
(a) agsaziaseaseaisacs  (b) as2as3a14a51a66a25.

ATIV. 5.27. Calcule os determinantes.

111 1 1 1
(@ |1 2 3/, b) |1 w w?3
1 3 6 1 W w

5.9 Glossario

determinante de uma matriz n x n Defini¢do 5.29.
permutacao Defini¢ao 5.26.
sinal de uma permutacao Definicao 5.27.

transposicao Definigdo 5.28.

(18]
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5.10 Proxima aula

Na préxima aula vocé vai conhecer algumas propriedades e aplicagoes
dos determinantes.
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