Aplicacoes lineares

META
e Introduzir o conceito de aplicacao linear.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:
e determinar se uma aplica¢ao dada é linear;
e identificar o nicleo de uma aplicac¢ao linear;

e usar o Teorema da dimensao para determinar a dimensao da

imagem de uma aplicagao linear.
PRE-REQUISITOS
e Espacos vetoriais.

e Base e dimensao.



Aplicagoes lineares
7.1 Introducao

Iniciamos nesta aula o estudo das aplicacoes lineares. Sao aplicagoes
de um espago vetorial para um espago vetorial que “respeitam”
a estrutura linear presente em cada um dos espacos. A classe
das aplicacoes lineares parece ser bastante restrita, até porque a
existéncia de uma estrutura linear nao é uma propriedade universal
dos conjuntos. No entanto, métodos poderosos da Geometria e da
Andlise Matemadtica sao baseados na substituicao de aplicagoes que
nao sao lineares por aplicagoes lineares. As diferenciais que vocé
conhece do Célculo servem como um um exemplo de aplicagoes “li-
nearizadas”. Alem de valor tedrico, as aplicacoes desse tipo podem

ter também valor prético, sendo uma fonte de aproximacoes.

7.2 Aplicacoes

Como o préprio nome diz, as aplica¢oes lineares sdo, antes de mais
nada, aplicacées. Relembramos nessa secao as defini¢ées bem como
algumas proposi¢oes sobre as aplicacoes.

Dados dois conjuntos, X e Y nao-vazios, uma aplicagcao f de
X em Y é uma regra que a cada elemento de X associa um, e

somente um, elemento de Y. Escrevemos
f: X—>Y.

Exemplo 7.56. Uma funcao f com valores reais definida em R é

uma aplicacao de R em R,

f:R—=R.
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Exemplo 7.57. Uma aplica¢ao de M, (K) em K definimos pela

regra

F(A) =det A para toda matriz A em M, (K).

Dominio e contradominio

Dizemos que o conjunto X é o dominio de f enquanto o conjunto

Y é chamado contradominio de f.

7.2.1 Tipos de aplicacoes
Aplicagao injetora

Definicao 7.31. Dizemos que uma aplicagao f : X — Y é uma
aplicacao injetora se para todo par de elementos x e y de X tais
que x # y vale f(x) # f(y). Alternativamente, f é uma aplicagao

injetora se, e somente se, f(x) = f(y) implica z = y.

Exemplo 7.58. A funcio f : R — R definida por f(x) = 23 é

uma aplicacio injetora. Com efeito, se 23 = x3 entdo z1 = x».

Aplicagao sobrejetora

Definigao 7.32. Dizemos que f : X — Y é uma aplicacao sobre-

jetora se para cada elemento y de Y existir um elemento x de X

tal que f(z) =y.

Exemplo 7.59. A funcdo f : R — R definida por f(z) = 2°

é uma aplicagao sobrejetora. Com efeito, para todo y em R a

3

equacao z° = y tem uma solucao em R.
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Aplicagao identidade

Seja X um conjunto ndo-vazio. A aplicagao identidade
id: X —-X

¢ definida por id(z) = x para todo  em X. A aplicagao identidade

id é, obviamente, injetora e sobrejetora.

7.2.2 Composicao

Sejam X, Y e Z conjuntos. Sejam f : X — Yeg:Y — Z
aplicacbes. A aplicagao composta go f : X — Z definimos
pondo

(9o f)(x) =g(f(x))

para todo x em X.

A composicao de aplicagoes é associativa.

Proposigao 7.18. Sejam X, Y, Z e W conjuntos e sejam f :
X—=Y g:Y—Zeh:Z— W aplicagoes. Entao

ho(gof)=(hog)of.
Demonstracdo. Seja x um elemento de X. Obtemos

(ho(gof)) (z)=h((ge f)(@))=h(g(f(x)))
= (hog) (f(x)) = ((hog)o [)(z).

7.2.3 Aplicacoes invertiveis

Definicao 7.33. Dizemos que uma aplicacao f : X — Y é in-

vertivel quando existe uma aplicacao g : Y — X tal que

154,

5.5



Algebra Linear I

(a) go f=1id (onde id é a aplicagao identidade em X);

(b) fog=1id (onde id é a aplicagao identidade em Y).

Uma aplicagdo g que satisfaz (a) e (b) é chamada de aplicagao

inversa de f.

Suponhamos que g : Y — X é uma aplicagdo inversa de f : X —
Y. Entao f é uma inversa de g como implica a Defini¢cao 7.33.
Quantas inversas uma aplicagdo pode ter? O proximo teorema

afirma que a inversa de uma aplica¢ao, quanto ela existe, é nica.

Proposicao 7.19. Seja F' : X — Y invertivel. Entdo a inversa

f~1:Y — X é tnica.

Demonstrag¢do. Sejam gy e go aplicacoes inversas de f. Mostrare-

mos que g1 = go. Com efeito,
gr=groid=gio(fogz) =(g10f)ogs=idogy = go.
O

A tnica inversa de uma aplica¢ao f, quando ela existe, é denotada
por f~1.
Coroldrio 7.10. Se f : X — Y for invertivel, entdo f~! é in-

vertivel e (f_l)_l = f.
Demonstragio. Sendo f~! a inversa de f, vale
flof=id,  fof'=id.
Usando a a Definicdo 7.33 concluimos que f é a inversade f~1. O

Nao é dificil mostrar a seguinte propriedade importante das aplicagoes

inversivesis.
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Proposigao 7.20. Seja f : X — Y uma aplicacdo invertivel.

Entao f é injetora e sobrejetora.

Demonstracdo. Suponhamos que x1 e x2 sdo dois elementos de X

tais que f(z1) = f(x2). Entao

FH(f) = f7H (f(z2)),

donde x1 = z5. Concluimos que f é injetora.
Mostraremos agora que f é sobrejetora. Com efeito, o dominio
de f~1 é, por hipétese, o conjunto Y. Portanto, a cada y em Y

associamos o elemento z = f~!(y) do conjunto X. Entao

Concluimos que cada elemento de Y e a imagem de um elemento

de X. Portanto, f é sobrejetora. O

A afirmacao reciproca, dada no teorema a seguir, também é ver-
dadeira.
Proposigao 7.21. Seja f : X — Y uma aplicagdo injetora e

sobrejetora. Entao, f é invertivel.

Demonstracdo. Seja y um elemento de Y. Sendo f sobrejetora,
existe um z em X tal que f(z) = y. Sendo f injetora, este elemento
é tnico. Definimos g : Y — X por ¢g(y) = z. Entao go f(z) =
g(f(x)) = g(y) = x para todo z em X. Também f o g(y) =

f(9(y)) = f(z) =y para todo y em Y. O

Proposicao 7.22. (a) Seja f : X — Y invertivel. Entdo f~! ¢
invertivel e (f_l)_l = f.
(b) Sejam f: X — Y eg:Y — Z aplicagoes invertiveis. Entao

fogéinvertivel e (fog) P =g to f L.
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Demonstragdo. (a) Pela definicao da aplicacio inversa, f~lof = id
e fo f~! =id. Entdo, pela mesma definicdo, f é a inversa de f~1.

(b) Com efeito,

(foglo(gtof ) =fo(gog)of ' =foidof ' =fof ' =id,

(7 of olfog)=glo(flof)og=gloidog=g'og=id.

Aplicando a Defini¢ao 7.33, obtemos (f o g)_1 =g ltof L O

7.3 Aplicagoes lineares

Um espago vetorial é um conjunto de objetos (denominados “veto-
res”) munido de uma estrutura linear. Entre as aplicagoes de um
espaco vetorial ¥V em um espaco vetorial W, sao de interesse na-
tural aquelas que “respeitam” a estrutura linear presente em cada

um dos espagcos.

Definicao 7.34. Sejam V e WV dois espagcos vetoriais sobre o corpo

K. Dizemos que T : V — W é uma aplicagao linear se
(i) T(u+v) =T(u) +T(v) paratodos u,v em V;
(ii) T(av) = aT(v) paratodovem Ve aem K.

Exemplo 7.60. A projecio P : R? — R? definida por P(z,y, z) =
(z,y) é uma aplicagdo linear. Com efeito, quaisquer que sejam

(z1,91,21) e (T2,Y2, 22) em R3, vale

P((z1, 41, 21)+ (w2, Y2, 22)) = P21 + y1, w2 + Y2, 23 + y3)
= (z1 +y1, 22 + 12)

= (z1,y1) + (z2,92) = P(21,91, 21) + P(22, 92, 22).

fis7)
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Outrossim, para todo (x,%,2z) em R3 e o em R obtemos
P (a(z,y,2)) = Plaz, ay, az)) = (az, ay) = a(z,y) = aP(z,y, 2).

ATIV. 7.31. Mostre que a projecao P, definida no Exemplo 7.60

é uma aplicacao linear.

Exemplo 7.61. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita
n > 1 sobre K e B = {vy,...,v,} uma base de V. Consideremos
a aplicacao

F: v —-K"

que associa a cada vetor v .em V o vetor em K" das coordenadas

r1i,...,T, de v na base B:
v=xivi+ - +a, v, — F(v)=(x1,...2p).

A aplicagao F é uma aplicagao linear.
ATIV. 7.32. Mostre que a aplicagao F' definida no Exemplo 7.61
é uma aplicacao linear.

Exemplo 7.62. Seja V um espago vetorial. A aplicagao identidade
id no espago V denotaremos por Iy. Esta aplicacao é uma aplicagao

linear.

ATIV. 7.33. Mostre que a aplicacao identifdade em um espaco

vetorial é uma aplicacao linear.

Exemplo 7.63. Sejam V e WV espagos vetoriais sobre K. A aplicacao

zero que associa a todo vetor em V o vetor nulo em W é uma

aplicacao linear.

ATIV. 7.34. Mostre que a aplicacao zero, definida no Exem-

plo 7.63, é uma aplicacao linear.
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Exemplo 7.64. Seja Pr(R) o espago vetorial dos polinémios de

grau menor ou igual a k. Dado um n natural, a aplicacao
D:Pp(R) — Pr_1(R),

que associa a cada polindmio p em P, (R) a derivada p’ de p, é uma

aplicacao linear.

ATIV. 7.35. Mostre que a aplicacao D, definida no Exemplo 7.64,

é uma aplicagao linear.
Exemplo 7.65. Seja V o espago vetorial das fun¢des com valores
reais integraveis no intervalo [0,1]. A aplicagao
J:V-R
definida por
1
I = [ @)z
0

para toda funcao f em V é uma aplicacao linear.

ATIV. 7.36. Mostre que a aplicacao J, definida no Exemplo 7.61,

é uma aplicacao linear.

7.4 Nucleo e imagem de uma aplicacao li-

near

7.4.1 Definicao e propriedades

Definicao 7.35. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e T :

Y — W uma aplicacao linear.

(a) O conjunto de todos os vetores v em V tais que T(v) = Oy
é chamado de nicleo de T. O niicleo de T vai ser indicado

por N(T).
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(b) O conjunto de todos os vetores w em W para os quais existe
algum v em V tal que T(v) = w é chamado de imagem de

T. A imagem de T vai ser indicada por R(T).

Teorema 7.30. Sejam V e W espagos vetoriais sobre Ke T : V —

W uma aplicagao linear. Entao,
(i) N(T) é um subespago de V;
(ii) R(T) é um subespago de W.

Demonstragao. (i) Sejam u e v em N(T), isto é, T(u) = T(v) =

Oyy. Sendo T uma aplicagao linear, vale
T(u+v)=T(u)+T(v) =0y + O = 0.
Se v for um vetor de N(T) e o um escalar, obtemos
T(av) = aT(v) = aly = Op.

Logo, N(T) é um subespaco de V.
(i) Sejam wy e wo em R(T). Logo, existem v; e vo em V tais que

T(vy) = wi, T(va) = wa. Sendo T uma aplicagao linear, vale
Wi + Wg = T(Vl) + T(Vg) = T(V1 + Vg),

portanto, pela Defini¢ao 7.35, w1 + wy estda em R(T). Seja w
um vetor qualquer de R(T). Entao, existe um v em V tal que

w = T(v). Se « for um escalar, obtemos
aw = aT(v) = T(av),

portanto, aw estd em R(T). Concluimos que R(T) é um subespago

de W. O
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Teorema 7.31. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K. Supo-
nhamos que dimV =n > 1 e que B ={vy,...,v,} é uma base de
V. Se T :V — W for uma aplicagao linear, entao R(T) ¢é gerado

pelo conjunto de vetores {T(vy),...,T(vy)}.

Demonstra¢do. Denotaremos por U o subespago de W gerado pelo
conjunto de vetores {T(vy),...,T(v,)}. Devemos mostrar que
R(T)=U.

Seja w em R(T). Entao, existe um vetor vem V tal que T(v) = w.

Sendo B uma base de V, existem escalares, aq, ..., ay, tais que
V=Qq1V]+ -+ apvy.
Como T é uma aplicagéo linear, obtemos
w=T(v)=T(ayvi+ - +apvy) =a1T(vi) + -+ a,T(vy)

e concluimos que w estd em Y. Entao, R(T) é um subconjunto de
U.
Suponhamos agora que u é um vetor do subespago U de W. Como

U ¢é gerado pelo conjunto {T(vy),...,T(vy))}, existem escalares

0B1, ..., 0n, tais que
u=/pT(vy)+- 4+ B, T(vn).
Sendo T uma aplicacao linear, vale
u="T(Givi+: -+ Byvn).

Entao, u estd em R(T). Concluimos que U é um subconjunto
de R(T). Sendo também R(7T) um subconjunto de U, obtemos
R(T)=U. O

i
;16
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7.4.2 O teorema da dimensao

Teorema 7.32. Sejam V e W espagos vetoriais, sendo V de di-
mensao finita, dimV = n > 1. Suponhamos que T : V — W é

uma aplicagao linear. Entao
dim N(T) + dim R(T) = dim V. (7.142)

Demonstragao. Sendo N(T) um subespago de V, pelo Teorema 4.11
N(T) e de dimensao finita e dim N(T) < n. Se dim N(T) = n,
entdo, usando o mesmo teorema concluimos que N(T) = V), isto
é, T(v) = Oyy para todo v em V. Logo, R(T) = {Ow}, o que im-
plica dim R(T) = 0. Portanto, a eq. (7.142) ¢ valida. Suponhamos
agora que dim N(T) = k < n. Existe uma base de N(T) contendo
exatamente k vetores, vi,...,Vvi. Pelo Teorema 4.10, existe um
conjunto, contendo exatamente n — k vetores de V, uy,...,u,_g,
tal que {vy,...,vig}U{uy,...,u,_r} é uma base de V. Mostrare-
mos que o conjunto de vetores {T(uy),...,T(u,—x)} é uma base

de R(T). O Teorema 7.35 diz que R(T) é gerado pelo conjunto

{T(v1),..., T(vg), T(u1),..., T(up_x)}

No entanto, T(vy) = --- = T(vg) = Ow, porque vi,...,Vy sdo

vetores de N(T). Entao R(T) é gerado pelo conjunto

{T(uy),...,T(u,—x)}

Mostraremos que este conjunto é linearmente independente. Sejam

Q1,...q,_f escalares, tais que
alT(ul) + -+ an,kT(un,k) =0. (7143)
Sendo T uma aplicagao linear, a eq. (7.143) implica

T(aqug + -+ + ap_gu,—k) = 0.
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Entao, ajuj + -+ -+ ap—puy, i estd em N(T) e existem k escalares

0B, ..., 0k, tais que

oy + -+ Uy = B1vi o+ BV,

ou, ainda,
ajur + -+ QU — Sivi — - — Brvg = 0.

No entanto, como {vy,...,vg,u,...,u,_} é uma base de V, este
conjunto é linearmente independente. Logo, a3 = -+ = a =
01 =+ = Bh_i = 0. Concluimos que toda combinagao linear
dos vetores T(uy),...,T(u,—x) que representa o vetor Oy, tem
todos os coefientes nulos. Logo, o conjunto T(uy),..., T(u,—) €
linearmente independente. O

Teorema 7.33. Sejam V e W espagos vetoriais sobre Ke T : V —
W uma aplicacao linear. Entao T é uma aplicacao injetora se, e

somente se, N(T) = {0y }.

Demonstragao. (i) Seja N(T) = {0yp}. Devemos mostrar que T é

uma aplica¢ao injetora. Suponhamos que T(x) = T(y). Entao

T(x—y)=T(x) - T(y) = 0w.

Usando a Defini¢do 7.34 concluimos que o vetor x — y estd em
N(T). Mas N(T) contém um tunico vetor, Oy. Entao x —y = Oy,
0 que implica x = y.

(ii) Seja T uma aplicacao injetora. Devemos mostrar que N(T) =
{Op}. Seja x em N(T), isto é, T(x) = Oyy. Sendo T(0y) = Oy ¢

T injetora, obtemos x = Oy. O
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Teorema 7.34. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao finita
e suponhamos que dimV = dim W = n. Entao, uma aplicacao

linear T : V — W ¢€ injetora se, e somente se, ela é sobrejetora.
Demonstrag¢ao. Pelo Teorema 7.32
dim N(T) + dim R(T) = dim V = n. (7.144)

Usando eq. (7.144) e aplicando os Teoremas 7.33 e 4.11, obtemos
(“&<” substitui as palavras “se, e somente se”’): T é injetora <
N(T)={0p} < dimN(T)=0<dimR(T)=n< R(T) =W <&

T é sobrejetora. O

Teorema 7.35. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K. Su-
ponhamos que V é de dimensao finita, dimV = n > 1 e que
B ={vi,...,v,} é uma base de V. Entao, dado um subconjunto
de W contendo exatamente n elementos, {wi, ..., w,}, existe uma,
e somente uma, aplica¢ao linear T : V — W, tal que T(v;) = w;

paratodoi=1,...,n.

Demonstracdo. Seja x um vetor de V. Sendo B uma base de V,

existem n escalares aq, ..., a,, tais que
X =Q1V] + -+ V.
Definimos T : V — W pela equagao
T(x) = 1wy + -+ + @, Wy,

A aplicagao T € linear. Com efeito, sejam x, y em V. Sendo B
uma base de V, existem combinagoes lineares dos vetores de B que

representam os vetores x e y,

X=a1Vi+ -+ a,vp, y=05vi+ -+ Bpvn.



Algebra Linear I

Entao,

X+y:(al‘f'ﬂl)vl_""'"i‘(an"i_ﬁn)vn

e, pela definicao de T,

T(x+y) = a1+ B1)wW1 + -+ (an + Bn) Wy,

=1wWi + -+ Wy + 1)W1+ -+ Bawy, = T(x) + T(y).
Também, se o for um escalar, obtemos
ax =a(aqvy + -+ apvy) = aavi + -+ aa, v,
portanto
T(ax) = acaywi+- - Faa, Wy, = a (w1 + - - + a,wy,) = oT(x).

A aplicagdo T é tinica. Com efeito, seja S uma aplicagdo linear que

satisfaz

Entao,

S(x) = S(a1vy + -+ - + apvy)

=a1S(vy) + -+ anS(vy) = aqwy + - - + apw, = T(x).
Portanto, S =T. O

O Teorema 7.35 sugere o seguinte critério de igualdade para aplicagoes

lineares.

Coroldrio 7.11. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K. Su-
ponhamos que V é de dimensdo finita, dimV = n > 1, e que
B={vy,...,vp} éumabasede W. Se T: V —->WeS:V->W
forem duas aplicagoes lineares, tais que T(v;) = S(v;) para todo

i=1,...,n,entao T = S.
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ATIV. 7.37. Mostre o Coroldrio7.11.

Exemplo 7.66. Verifica-se que o conjunto de vetores {vy,va} de
R? onde
Vi = (15 1)7 Vo = (17 _1)

é uma base de R%. Seja uma aplicacdo linear S : R? — R? definida
por

S(1,1) = (1,1),  S(1,-1) = (-1,1) (7.145)

(sabemos do Teorema 7.35 que as equagoes (7.145) definem uma
aplicagdo linear de R? em R?). Seja T : R? — R? uma segunda

aplicacao linear definida por
T(z,y) = (y,x) para todo (z,y) em R?.
Usaremos o Coroldrio 7.11 para provar que S = T. Com efeito,
T(1,1) = (1,1) = S(1,1), T(1,-1) = (-1,1) = S(1,-1).

Concluimos que S = T.

7.5 Conclusao

e Caracteristicas importantes de uma aplicagdo linear sao o

ntcleo e a imagem da aplicagao.

e Dada uma base no dominio da aplicacao linear, a imagem da
aplicacao é gerada pelo conjunto das imagens dos vetores da

base.

e A dimensao da imagem é completamente determinada pelas

dimensoes do dominio e do niticleo da aplicagao linear.
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7.6 Resumo

Relembramos os principais resultados relativos as aplicacoes e in-
troduzimos a terminologia. Apreseentamos a defini¢ao de aplicagcdo
linear e alguns exemplos de aplicacoes lineares. Definimos os con-
ceitos de nicleo e imagem de uma aplicacao linear. Mostramos
que, dada uma base no dominio da aplicagao linear, a imagem
da aplicacdo é gerada pelo conjunto das imagens dos vetores da
base. mostramos também um teorema que relaciona as dimensoes

do dominio, do nitcleo e da imagem da aplicacao linear.

7.7 Atividades

ATIV. 7.38. Ache o nicleo da proje¢ao P do Exemplo 7.60. (Para
identificar um subespaco de um espaco vetorial basta apresentar

um conjunto de vetores que gera o subespago.)

ATIV. 7.39. Ache o nicleo da proje¢ao P do Exemplo 7.60. (Para
identificar um subespaco de um espacgo vetorial basta apresentar

um conjunto de vetores que gera o subespago.)
ATIV. 7.40. Ache o niticleo da aplicagao F' do Exemplo 7.61.

ATIV. 7.41. Ache o niicleo da aplicagcio D do Exemplo 7.64.

Ache a dimensao da imagem de D.

7.8 Glosséario
aplicagao injetora Defini¢ao 7.31.
aplicagao invertivel Defini¢cao 7.33.

aplicagao sobrejetora Defini¢ao 7.32.
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imagem de uma aplicagao linear Defini¢ao 7.35.

nicleo de uma aplicagao linear Definicao 7.35.

7.9 Préxima aula

Na préxima aula vocé vai conhecer as operacoes com aplicacoes

lineares.
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