Operacoes com
aplicacoes lineares

META

e Introduzir as operacoes com aplicagoes lineares.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:
e usar as propriedades das operagoes com aplicacoes lineares;
e usar as oeracoes com operadores lineares.
PRE-REQUISITOS
e Espagos vetoriais.
e Base e dimensao.

e Aplicacoes lineares.
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8.1 Introducao

Nesta aula vamos continuar com o estudo das aplicacoes lineares de
um espaco vetorial para um segundo espago vetorial, mas de um
ponto de vista diferente: vindo essas aplicacdes como elementos
de um conjunto. Mostraremos que este conjunto é, de um modo
natural, um espago vetorial. Com essa finalidade, vamos definir
operacoes de adicao de aplicagoes lineares e de multiplicacao de
uma aplicacao linear por um escalar. Depois mostraremos que
estas operagOes possuem as propriedades exigidas na definicdo de

espaco vetorial.

8.2 O espago vetorial L(V, W)

Dados dois espagos vetoriais, V e WV sobre o mesmo corpo K, pode-
mos definir uma estrutura linear no conjunto de todas as aplicagoes

lineares de V em W.

Soma de aplicagoes lineares

Definicao 8.36. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K. Supo-
nhamos que T : V — W e U : V — W sao aplicagoes lineares.
Dizemos que a aplicagdo S: ¥V — W é a soma de T e U e escreve-

mos S =T+ U se
S(z) =T(x) + U(x)
para todo x em V.

Teorema 8.36. A soma de duas aplicacOes lineares é uma aplicacao

linear.
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Demonstracao. Sejam T : V — W e U:V — W aplicagoes linea-

res. Se x,y forem dois vetores em V), entao

(T+U)(x+y)=T(x+y)+T(x+y)
= T(x) + T(y) + Ux) + U(y)

=(T+U)x)+ (T+U)(y).
Se x for um vetor de V e o um escalar, obtemos
(T+U)(ax) = T(ax) + U(ax) = aT(x) + aU(x) = o(T + U)(x).

Portanto, T + U é uma aplicagao linear. O

Miuiltiplo de uma aplicagao linear por um escalar

Definicao 8.37. Seja T : V — W uma aplicagdo linear e o um

escalar. O multiplo oT é uma aplicacdo de V em W definida por
(aT)(v)=a(T(v))
para todo v em V.

Teorema 8.37. Seja T : V — W uma aplicagao linear e o um

escalar. Entao oT é uma aplicacao linear.

ATIV. 8.42. Mostre o Teorema 8.36.

O espago vetorial L(V, W)

Dados dois espacos vetoriais V e W sobre o mesmo corpo K, de-
notaremos por L(V, W) o conjunto de todas as aplicagoes lineares
de V para W.

As operagoes de adi¢ao de aplicagoes do conjunto L(V, W) e de

multiplicagdo de uma aplicagao de L(V, W) por um escalar de K

-
1715
&_iF



Operacoes com aplicacoes lineares

satisfazem toadas as condigoes listadas na Defini¢ao 3.10. Por-

tanto, vale o teorema a seguir.

Teorema 8.38. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Entao,
o conjunto de todas as aplicagoes lineares de V em W com as
operagoes de adicad e de multiplicacao de uma aplicacdo por um

escalar é um espaco linear sobre K.

ATIV. 8.43. Mostre o Teorema 8.37.

8.3 Composicao de aplicacoes lineares

Sejam S : U — VeT :V — W. Usaremos a notagao TS para a

aplicagao composta T o S, pondo TS=T o S ou, ainda,
(TS)(x)=T (5(x))

para todo x em V.

Exemplo 8.67. Sejam S : R? — R* e T : R* — R? as aplicacdes

lineares (verifique que s@o lineares, mesmo!) definidas por
S(u,v) = (u+ v,u —v,u,v) (8.146)
para todo (u,v) em R? e
T(x,y,2,t) = (y, 2,z + 1) (8.147)

para todo (x,v,2,t) em R* correspondentemente. A aplicacio

composta podemos encontrar pondo
(z,y,2,t) = S(u,v)
na equagao eq. (8.147). Assim, obtemos

(TS)(u,v) = (u+v,u —v,u,v). (8.148)
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Suponhamos que S e T sao aplicagoes lineares tais que a aplicagao
TS existe. Uma pergunta natural é: serd que TS é linear? A

resposta é dada no teorema a seguir.

Teorema 8.39. Sejam U, V e WV espagos vetoriais sobre um corpo
K. Suponhamos que T : &4 — V e S : V — W sao aplica¢oes

lineares. Entao ST é uma aplicagao linear.

Demonstrag¢do. Sejam z e y elementos de U e o um escalar. Sendo

T e S aplicagoes lineares, obtemos

ST (x+y) =S(T(x+y)) =S(Tx) + T(y)))
=5(T(x)) +5(T(y)) = (ST)(x) + (ST)(¥y),
(ST)(ax) = S(T(ax)) = S (aT(x)) = aS (T(x)) = a (ST) (x).

Concluimos que ST é uma aplicagao linear. O

A lei distribuitiva

A composicao de aplicagoes lineares obedece uma “lei distribuitiva”

como estabelece o teorema a seguir.

Teorema 8.40. Sejam U, V, W espagos vetoriais sobre um corpo

K.

(a) Suponhamos que Ty :U -V, To:U -V eU:V — W sao

aplicagoes lineares. Entao

U(T; + Ts) = UT; + UTs.

(b) Suponhamos que T : U — V, U : ¥V - WelUy:V =W

aplicagoes lineares. Entao

(U1 + U2)T =U,T+ U,T.
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Demonstragao. (a) Sejam x um vetor do espago vetorial V. Sendo

Ty, T9 e U aplicacoes lineares, obtemos

[U(T1+ T2)](x) = U ((T1 + T2)(x)) = U (T1(x) + Ta(x))
= U (T1(x)) + U (T2(x)) = (UT1)(x) + (UT2)(x)

= (UT, +UT9)(x),

donde U(Tl + TQ) =UT{ +UTs.
A demonstragao do item (b) do Teorema pode ser feita de modo

andlogo. O

ATIV. 8.44. Mostre o item (b) do Teorema 8.40.

8.4 Isomorfismo

8.4.1 Isomorfismo de espacos vetoriais

Definicao 8.38. Sejam V e W espagos lineares sobre um corpo K.
Dizemos que uma aplicagao linear T : V — W é um isomorfismo

de V sobre W se T for
(i) linear;
(ii) invertivel.

Usando as Proposigoes 7.20 e 7.21, concluimos que uma aplica¢ao
linear T é um isomorfismo se, e somente se, T" for injetora e sobre-
jetora.

Suponhamos que T : V—W é um isomofismo. Uma pergunta na-
tural é a seguinte: a aplicacdo inversa T~! : W—V é uma aplicacio

linear? A resposta é positiva, como estabelece o teorema a seguir.
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Teorema 8.41. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo
K. Suponhamos que T : V — W é uma aplica¢io linear invertivel.

Entao T-! é linear.

Demonstragdo. Sejam w1 e wy vetores do espago vetorial W. De-
vemos mostrar que T 1(wy + wa) = T~1(wy) + T~1(wy). Pela
Proposicao 7.20, a aplicagao T' é sobrejetora. Entao, existem v; e

vy em V tais que T(vq) = wy e T(ve) = wy. Portanto,
T_I(Wl + W2) =T°! (T(Vl) + T(Vg)) =T! (T(Vl + Vg))
=vVv]+Vvy = T_l(Wl) + T_l(WQ).
Seja o um escalar e w um vetor do espago vetorial WW. Mostraremos
que T~ (aw) = aT~1(w). Com efeito, existe um v em V tal que
T(v) = w, portanto
T Haw) =T ! (aT(v)) = T (T(av)) = av = T H(w).

O

Coroldrio 8.12. Se T : V=)W é um isomorfismo, entdao T~! :

W—YV também é.

Demonstragio. Pelo Corolario 7.10 a aplicacio T~! é invertivel.
Usando o Teorema 8.41 concluimos que 7! é linear. Portanto,

7! é um isomosrfismo de W sobre V. O

Teorema 8.42. Sejam U, V e W, espagos lineares. Suponhamos
que T:U —VeS:V — W sao isomorfismos. Entao ST : U — W

é um isomorfismo.

Demonstracdo. Pelo Teorema 8.39 a aplicagao ST é linear. Pela
Proposicao 7.22 ela é invertivel. Portanto, ST é um isomorfismo.

O
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8.4.2 Isomosrfismo de espacos vetoriais de dimensao

finita

Teorema 8.43. Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo
K de dimensao finita e igual, dimV = dim W. Suponhamos que
T :V — W é uma aplicacao linear. Se N(T) = {0y}, entao T é

um isomorfismo.

Demonstragao. Sendo N(T) = {0y}, concluimos, usando o Teo-
rema 7.35, que T é injetora. Como, além disso, dimV = dim W,
concluimos, usando o Teorema 7.34, que T é sobrejetora. Logo,
pela Proposicao 7.21, T é invertivel. Concluimos que T é um iso-

morfismo. O

Freqiientemente mais importante do que a forma de um ou de ou-
tro isomorfismo entre dois espacos vetoriais é o préprio fato de
existéncia de um isomorfismo. Quando existe um isomorfismo en-
tre dois espacos vetoriais, dizemos que os espacos sdo isomorfos.
Em consideragoes que envolvem apenas a estrutura linear, pode-
mos “substituir” um dos dois espacgos isomorfos pelo outro no se-
guinte sentido: toda proposicao, verdadeira para um dos espacos
serd vélida para o outro também. Temos que tomar cuidado, no
entanto, para nao confundir as propriedades que dependem ape-
nas da estrutura linear com as que s@o especificas para um dos
dois espagos. Apresentaremos um teorema que trata de um exem-
plo importante de espagos isomorfos, mas antes mostraremos um a
condig@o necessaria e suficiente para existénia de isomorfismo entre

dois espacos vetoriais.

Teorema 8.44. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita

sobre um corpo K. Entao, V é isomorfo a W se, e somente se,
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dimW = dim V.

Demonstragao. (a) Supondo que V é isomorfo a W mostraremos
que dimW = dim V. Seja T : V — W um isomorfismo. Usando o

Teorema 7.32 obtemos
dim N(T) 4+ dim R(T) = dim V.

Sendo T injetora, vale dim N(V) = 0. Sendo T sobrejetora, vale
dim R(T) = dim W. Portanto,

dim W = dim V.

(b) Suponhamos que dim V = dim W = n Se n = 0, entao cada um
dos espagos vetoriais V e V contem apenas um elemento, o vetor
nulo. A aplicagao linear definida por T(0y) = 0yy é, obviamente,
um isomorfismo. Se n > 1, existem bases ordenadas de B de V e

B’ de W cada uma das quais contem exatamente n elementos,
/
B ={vi,vo,...,vp}, B' = {wi,wa,...,wy,}.

Pelo Teorema 7.35 existe uma, e somente uma, aplicacdo linear
T:V — W tal que T(v;) = w; parai = 1,...,n. Mostraremos
que T é injetora. Seja v um elemento de N (7). Sendo B uma base

de V, existem escalares aq, ..., a, tais que
V=q1V]+ -+ a,vy.
Sendo T linear, obtemos
T(v)=a1T(vi) + -+ anT(vy) = arwi + -+ + Wy,

Como B’ é uma base de W, a igualdade aywy + -+ + a,wy, = 0

implica oy = -+ = a,, = 0, portanto v = 0. Logo, N(T) = {0y}.

-
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Concluimos que T é injetora. Usando o Teorema 7.34 obtemos que
T é sobrejetora. Alem disso, ela € linear por defini¢ao. Concluimos

que T é um isomorfismo de V sobre W. ]

O teorema a seguir trata de um exemplo importante de espagos

lineares isomorfos.

Teorema 8.45. Seja V uma espaco vetorial de dimensao finita,

dimV = n > 1 sobre K. Entao V é isomorfo ao espago vetorial K".

Demonstracdo. Sendo dim ) = n, existe uma base ordenada B de
V contendo exatamente n vetores, B = {vi,...v,}, e cada vetor
v em V é representado por uma combinacao linear dos vetores de

B

Y

V=a1V]+ -+ a,vy.

Definimos uma aplicacao T : ¥V — K" por
T(v) = (aq,...,an).

A aplicagao T é injetora. Com efeito, sejam u e v dois vetores em
Vv,

u= o1+ -+ Bova, V=01V] + s Qp V.
Se T(u) = T(v), entdo o; = B; (1 = 1,...,n), donde u = v. A

aplicagao T é sobrejetora, porque, dado um vetor (71,...,7,) em

K™ ele e a imagem de um vetor em V dado por
W =7Y1V1+ -+ WmVa.

Verificar que T é linear nao é dificil. Deixaremos esta parte da de-
monstracao como exercicio. Concluimos que T é um isomorfismo.

Entao, V e K™ sao isomorfos. O
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8.5 Operadores

As aplicagoes lineares de um espago vetorial ¥ no mesmo espaco
vetorial V sao chamados de operadores lineares em V), ou, sim-
plesmente, de operadores em V. Denotaremos por £()V) o conjunto
de todos os operadores em V.

Dado um espacgo vetorial V sobre um corpo K, associamos a éle o
espago vetorial £()) dos operadores em V. A estrutura linear no
conjunto L£(V) é definida pelas operagoes de adigao de operadores
e de multiplicacao de operadores por escalares, como estabelece o
Teorema 8.38. No entanto, no conjunto £()V) podemos definir, de
um modo natural, mais uma operacao.

Para qualquer uma das aplicagdes do conjunto £(V) o dominio
coincide com o contradominio. Portanto dados dois operadores S
e T do conjunto L£(V), as aplicagoes compostas ST e TS existem e
pertencem ao mesmo conjunto £(V). A composi¢ao de operadores
do conjunto L£(V) é, entdo, uma operac¢ao bindria em L£()V) Esta
operac¢ao tem algumas (nao todas!) das propriedades da multi-

plicagao de escalares.

Associatividade da composicao

A composi¢ao de operadores é associativa. De fato, trata-se de
um caso particular de composicao de aplicacoes e toda composicao
de aplicagoes é associativa, como mostramos na Proposi¢ao 7.18.

Dados trés operadores, A, B C, vale
(AB)C = A(BC)

Levando em conta a associatividade da composi¢ao, deixamos de

usar parenteses em composicoes de trés ou mais operadores, pondo,
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por exemplo
ABC = (AB)C = A(BC).

Lei distribuitiva
Sejam A, B C operadores de £(V). Entao,

(a) A(B+C)=AB+ AC;

(b) (B+C)A=BA+ CA.
Com efeito, trata-se de uma caso particular da situacao descrita
no Teoremag.40.
A composicao de operadores nao é comutativa

Geralmente, a composi¢ao de operadores nao é comutativa, UT #

TU.

Exemplo 8.68. Sejam T e U operadores de £(R?) definidos por
T(z,y) = (y,x),  U(z,y) = (z,—y)  para todo (z,y) em R*.
Obtemos

UT(z,y) =Uly,2) = (y,—x),  TU(z,y) = T(z,~y) = (=y, ).

Os operadores UT e TU nao sao iguais.

Operador identidade
Dado um espago vetorial V, o operador Iy, definido por
Iy(v)=v

para todo v em V é chamado de operador identidade. Verifica-

se facilmente que

IpA = Aly = A,
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qualquer que seja o operador A de L(V).

Polinémios

Seja T : ¥V — V um operador linear e £ um ntmero natural.

Denotaremos por T o operador

T...T.
N——

k

Dado um polindémio (de uma varidvel, com coeficientes em K),
p() = o+ art + -+ + ant™,
podemos associar a ele o operador

p(T) =aoly + a1 T+ +a,T".

8.6 Conclusao

e O conjunto de todas as aplicagoes lineares de um espaco ve-

torial em um segundo espago vetorial é um espago vetorial.

e Dois espacos vetoriais de dimensao finita sobre o mesmo

corpo sao isomorfos se, e somente se tiverem dimensoes iguais.

e No conjunto dos operadores em um espaco vetorial temos de-
finida mais uma operagao. Esta operacao nao é comutativa,

no caso geral.

8.7 Resumo

Mostramos que, dados dois espagos vetoriais sobre um corpo, o
conjunto de todas as aplicagoes lineares do primeiro espac¢o no se-

gundo é, de um modo natural, um espaco vetorial. Vimos que

o
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a composicao de duas aplicagoes lineares, quando existe, é uma
aplicacao linear. Provamos a lei distribuitiva correspondente. Defi-
nimos o conceito de isomorfismo de dois espscos vetoriais. Mostra-
mos que dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo sao isomorfos
se, e somente se, as dimensoes dos espagos sao iguais. Vimos que
no espaco dos operadores em um espacgo vetorial podemos definir

mais uma operacao. Esta operacao, geralmente, nao é comutativa.

ATIV. 8.45. Sejam S e T operadores lineares no espago vetorial

R? definidos por

S(z,y) = (z+y,z—y), T(z,y)=(+yy)

Ache os operadores ST e TS.

ATIV. 8.46. Seja p o polinémio definido por
p(t) =t*+t+1
e T :R? — R? o operador linear definido por
T(x,y) = (x + 2y, —y).

Ache o operador p(T).

8.8 Glossario
isomorfismo de espagos vetoriais Defini¢ao 8.38.
miiltiplo de uma aplicagao linear por um escalar Defini¢ao 8.37.

soma de aplicagoes lineares Defini¢ao 8.36.
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8.9 Proxima aula

Na préxima aula vocé vai conhecer as relagoes entre aplicagoes

lineares e matrizes.
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