Autovalores e
autovetores

META

e Introduzir os conceitos de autovalor, autovetor, polinémio

catracteristico e diagonalizagao.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

e usar o polindmio caracteristico para encontrar os autovalores

de um operador linear;
e dado um autovalor, encontrar autovetores associados a ele;

e diagonalizar um operador linear em um espaco vetorial de

dimensao n quando o operador tem n autovalores distintos.

PRE-REQUISITOS

Sistemas de equagoes lineares.

e Espacos vetoriais; base e dimensao.

Determinantes; propriedades dos determinantes.

Aplicacoes lineares; operacgoes com aplicacoes lineares, ma-

trizes de aplicagoes lineares.
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10.1 Introduction

As matrizes diagonais n x n formam um subconjunto de M(K)
fechado em relacdo as operagoes com matrizes. Além disso, uma
matriz n X n diagonal tem no méximo n entradas diferentes de zero
e a multiplicagdo de matrizes diagonais é uma tarefa facil. Um
operador linear é representado por matrizes diferentes em bases
diferentes. Dado um operador linear T em um espago vetorial ¥V de
dimensao finita, existe uma base de V na qual a matriz do operador
é diagonal? Este é o problema da diagonalizagao de um operador
linear. Os conceitos de autovalo e autovetor surgem naturalmente

na tentativa de resolver o problema.

10.2 Autovalores e autovetores

10.2.1 Autovalores e autovetores de um operador li-

near

Definigcao 10.43. Sejam V um espago vetorial sobre Ke T : VY —
VY um operador linear. Dizemos que um elemento nao-nulo x de ¥V

é um autovetor de T se existir um escalar A em K tal que
T(x) = Ax.

O escalar X\ é chamado autovalor correspondente ao autovetor x.

Dizemos também que o autovetor x é associado ao autovalor A.

Exemplo 10.74. Seja S : R? — R? definido por

T(z,y) = (y,2)

para todo (x,y) em R2. O vetor u = (1,1) é um autovetor de S.
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Com efeito,

S(u) =S(1,1) = (1,1) = u.
Logo, u é um autovetor de S associado ao autovalor Ay = 1. Ou-
trossim, o vetor v = (1,—1) é um autovetor de S associado ao
autovalor \g = —1.
Proposicao 10.24. Seja V um espago vetorial sobre Ke T : YV —
YV um operador linear. Suponhamos que x é um autovetor de
T :V — V associado a um dado autovalor A\. Entao, para todo
a # 0 em K o vetor ax é um autovetor de T associado ao mesmo

autovalor \.

Demonstragcdo. Seja o um escalar nao-nulo. Sendo x # 0y, o vetor

ax é um vetor ndo-nulo. Alem disso,
T(ax) = aT(x) = adx = A (ax).
Logo, ax é um autovetor associado ao autovalor . O

Existem operadores lineares que nao possuem autovalores e auto-

vetores.

Exemplo 10.75. Seja T : R? — R? definido por

T(z,y) = (=y,x)
para todo (z,y) em R2?. Para que um niimero real A\ seja um
autovalor te T tem que existir um vetor nao-nulo (z,y) em R? tal
que

T(z,y) = Ax,y). (10.162)
A equagao (10.162)é equivalente ao sistema linear de equagoes para

rey,
Az -y =0
x =y =0

(10.163)
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A matriz do sistema (10.163)

tem determinante det A = A2 4+ 1 que nédo se anula para nenhum
valor real de A. Usando o Teorema 6.23 concluimmos que a tinica
solugao do sistema (10.163) é x = y = 0, qualquer que seja o valor
de A\. Como um autovetor tem que ser nao-nulo, concluimos que

T nao possui autovalores e autovetores.

O préximo exemplo mostra que a existéncia de autovalores e au-

tovetores pode depender das propriedades do corpo dos escalares.

Exemplo 10.76. Seja U : C? — C? definido por

U(I‘, y) = (_y7 .%')

para todo (z,y) em C2. O vetor u = (1,4) é um autovetor de U
correspondente ao autovalor \; = i. O vetor v = (1,—i) é um

autovetor de U correspondente ao autovalor Ay = —i.

10.2.2 Autovalores e autovetores de uma matriz

quadrada

Definigao 10.44. Seja A uma matriz n X n com entradas em K.

Uma matriz X em M, «1(K) se diz autovetor da matriz A se
(i) X é nao-nula;
(ii) existe um escalar A tal que

AX = 2X.

O escalar A é chamado de autovalor da matriz A.

208,
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Teorema 10.52. Seja T um operador linear em um espago vetorial
V de dimensao finita n > 1. Suponhamos que B = {vy,...,v,}
é uma base de V. Entao um vetor x em V é um autovetor de T

correspondente ao autovalor A se, e somente se, a matriz n x 1

I

In
das coordenadas do vetor x na base B é um autovetor correspon-

dente ao autovalor A da matriz T do operador T relativa a base

B.

Demonstragao. (i) Suponhamos que X ¢é um autovetor da matriz

T. Isto é, X # 0 e existe um escalar A tal que
TX = )X.

O vetor x é nao-nulo, sendo a matriz X das coordenadas do vetor
nao-nula. Além disso,

n

i=1 i=1 =1

=1

= Z (Z[T]szz> Vj = Z )\ijj = )\X.
7j=1 \i=1 j=1

Logo, x é um autovetor de T.
(ii) Suponhamos que x é um autovetor de T, logo X é uma matriz

nao-nula. Alem disso,

T(x) =Y <Z[T]ji$i) vj. (10.164)

j=1 \i=1

Sendo x um autovetor correspondente ao autovalor A, vale

n

T(x) =Xx =AY zvi= > (Azr;)vi. (10.165)
j=1 j=1
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Usando a unicidade da representacao do vetor T|(x) por uma comm-
binagao linear dos vetores da base, obtemos das equagoes (10.164)

e (10.165)

n

i=1

Concluimos que X é um autovetor da matriz T'. ]

10.3 Polindmio caracteristico

10.3.1 Polinémio caracteristico de uma matriz qua-

drada

Vamos obter agora uma condi¢ao suficiente para que um escalar
Ap seja uma autovalor de uma matriz quadrada.

Seja T' = (t;;) uma matriz n X n com entradas em K é suponhamos
que Ag é um autovalor de T'. Entao, existe uma matriz X (n x 1,

nao-nula, com entradas em K), tal que
TX = XMX.
Esta equacao matricial é equivalente a equacao
(T — Nlp)X =0. (10.166)

Como a eq. (10.166) tem uma solugao nao-nula (X é um autovetor,

logo é nao-nula), obtemos, usando ....
det(T — NoI,,) = 0.

Concluimos que Ag é um autovalor somente se A\g é uma solucao

para a equacao
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onde

p(A) = det(T — \I,,). (10.167)

A fungao p definida pela eq. (10.167) é, obviamente, uma fungao

polinomial.

Definigao 10.45. Seja T ua matriz n x n. O polinémio p definido
pela eq. (10.167) é chamado de polindémio caracteristico da

matriz 7T

Proposigao 10.25. O polinémio caracteristico de uma matriz n x

n é de grau n.

ATIV. 10.48. Mostre a Proposi¢gao 10.25.

Dica. Use a definigao do determinante.

10.3.2 Polinémio caracteristico de um operador li-

near

Definicao 10.46. Suponhamos que V é um espaco vetorial de
dimensao finita e T é um operador linear em V. O polinémio

definido por

p(A) = det(T — Aly)
é chamado de polinémio caracteristico do operador T.

Teorema 10.53. Seja V um espago vetorial de dimensao finita
n > 0 sobre K. Suponhamos que :YV — V é um operador linear
e Ao é um elemento de K. Entao, \g é um autovalor de T se, e
somente se, A9 é uma raiz do polinémio caracteristico do operador

T.
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Demonstragao. (i) Suponhamos que Ay é uma raiz do polinémio

caracteristico do operador T. Logo,
det(T — Nly) =0,

portanto, pelo Teorema 9.51, o operador T — A\gly ndo € invertivel.

Usando o Teorema 7.33 obtemos
N(T = Aoly) # {0y}
Logo, existe em V um vetor nao-nulo v tal que
(T — Xoly)(v) = Oy, (10.168)

donde
T(v) = Agv. (10.169)

Concluimos que Ag é um autovalor de T.
(ii) Suponhamos que )¢ é um autovalor do operador linear T.
Entao existe um vetor v # 0y em V tal que valem as equagoes

(10.168) e (10.169). Logo,
N(T) # {0y}
e, pelo Teorema 7.33 concluimos que
p(Ao) = det(T — Noly) = 0.
O

Corolario 10.16. Seja 7" uma matriz n X n. Um escalar A é um
autovalor da matriz T se, e somente se, A é uma raiz do polinémio

caracteristico p da matriz T

ATIV. 10.49. Prove o Corolario 10.16.
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10.3.3 Existéncia de autovalores e autovetores

Alguns operadores lineares ndo possuem autovetores e autovalores.

Exemplo 10.77. Consideremos o operador linear T : R? — R?

definido por
T(z,y) = (=y,x).
Na base ordenada {e; = (1,0), ez = (0,1)} ele é representado pela

matriz

T = . (10.170)
1 0

Logo, o polindémio caracteristico do operador T é dado por

A -1 )
p(A) = det ="+ 1
1 =X

Este polindémio nao tem raizes reais. Portanto, pelo Teorema 10.53

o operador linear T nao tem autovalores.

ATIV. 10.50. Mostre que a matriz do operador T definido no
Exemplo 10.77 relativa a base {e1,es} é dada pela eq. (10.170).

Determinando se um operador linear, ou uma matriz quadrada,
tem autovalores (e, conseqentemente, autovetores), temos que pres-

tar atencao as propriedades do corpo dos escalares.

Exemplo 10.78. Consideremos a matriz T definida pela eq. (10.170)
como sendo uma matriz do espago My(C), ou, seja, uma matriz
com entradas complexas. O polinémio caracteristico de T é dado
por

p(\) = A2 + 1.
Ele tem duas raizes complexas, \i = i e Ay = —i. Usando o
Coroldrio 10.16 concluimos que esses nimeros sao autovalore da

matriz T'.
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Autovetores da matriz T podemos encontrar resolvendo as sistemas

lineares correspondentes. Seja

o
x=| "

x2

um autovetor associado ao autovalor A\; = 7. Usando a Defini¢ao 10.44,

obtemos
—il’l —Try = 0

ry —itxe =0

Resolvendo o sistema, encontramos

z
X = , z e C. (10.171)
—i2
O vetor X dado pela eq. 10.171 é um autovetor de T' (associado

ao autovalor \; = i) quando z # 0.

Proposigao 10.26. Sejam )V um espago vetorial de dimensao fi-
nita n > 1 sobre C e T : V — V um operador linear. Entao, existe

um autovetor de T.

Demonstracdo. O polindmio caracteristico de T é um polinémio
com coeficientes complexos de uma varidvel complexa. Um tal po-
linébmio sempre tem pelo menos uma raiz no corpo dos complexos.
Pelo Teorema 10.53 toda raiz do polindmio caracteristico é um
autovalor do operador linear T. Concluimos que um autovalor e,

correspondentemente, um autovetor de T existem. ]

10.3.4 Propriedades dos autovetores

Quando é que uma combinacdo linear de autovetotores de um ope-
rador linear T' representa um autovetor do mesmo operador? A

resposta é dada nas seguintes proposicoes.
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Teorema 10.54. Sejam vy, ..., vy, autovetores do operador linear
T : VYV — V associados ao autovalor A. Indiquemos por W o su-
bespago gerado pelo conjunto {vy,...,vy}. Entao todo elemento

nao-nulo de W é um autovetor de T associado ao autovalor \.
Demonstracdo. Seja w em W, isto €,
W= o1Vl + -+ Vi,

onde ag,...,a, sao escalares. Aplicando o operador T ao vetor

w, obtemos

T(W) = T(OélVl 4+ 4 amvm) = alT(vl) 4+ o4 amT(Vm)

= Q1 AV] + -+ ap AV, = AW

Se, além disso, w # 0, concluimos, usando a Definicao 10.43 que

w é um autovetor de T associado ao autovalor \. O

Definigao 10.47. Sejam T : V — V um operador linear e A um
autovalor de T. O subespaco V) gerado por todos os autovetores de
T associados a A é denominado espacgo préprio de T associado

a A\

Teorema 10.55. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita
e T :V — V um operador linear. Suponhamos que Ai,...Ap,
sao autovalores distintos de T e seja v; um autovetor associado
ao autovalor \; para ¢ = 1,...,n. Entao o conjunto de vetores

{V1i,...,Vp} € linearmente independente.

Demonstragao. A prova é feita por indugdo. Os autovetores sdo,
por definicao, nao-nulos. Portanto, para m = 1 o teorema é vilido.

Admitimos que o teorema é verdadeiro para m = k. Devemos
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mostrar que ele é valido para m = k + 1. Sejam vi,..., Vg1
autovetores associados aos autovalores distintos Aq, ..., A\py1 res-
pectivamente. Consideremos uma representacao do vetor nulo por

uma combinagao linear dos vetores vy, ..., Vi1,
a1vy + -+ g1 Ve = Oyp. (10.172)

Aplicando o operador T aos ambos os membros da eq. (10.172),

obtemos
AMagvy + -+ AV + App10k+1VEe+1 = Oyp. (10.173)
Multiplicando a eq. (10.172) por Ag41, obtemos
Apr101V] + - -+ A1k Vi + Apr10kr1Vesr = Oy (10.174)
Subtraindo a eq. (10.174) da eq. (10.173), obtemos
(M — Mgr1)arvi + -+ (A — Meprapvg = Oyp.

A combinacgdo linear no primeiro membro é trivial, porque o con-
junto {v1,..., vy} é linearmente independente. Sendo os autova-

lores distintos, vale

Ni—Aes1=0, i=1,.. .k

Logo, a; = ...a =0. Pondoa; =0 (i =1,...,n) naeq. (10.172),
obtemos que, também, agi; = 0. Concluimos que o conjunto
{v1,...,Vks1} € linearmente independente. O

10.4 Diagonalizacao

Seja ¥V um espaco vetorial de dimensao finita n > 1. Suponhamos

que T : YV — V é um operador linear. Suponhamos que existe um
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conjunto B linearmente independente de n autovetores do operador
T,
B ={vi,...vp}.

Entao, B é uma base de B. Aplicando T a cada um dos vetores

da base B obtemos
T(vj)=X\vj,  j=1...,m, (10.175)

onde aq, ..., sao os autovalores correspondentes (nao nescessa-
riamente distintos) do operador T. Usando a eq. (10.175) obtemos

que a matriz T do operador T na base B é diagonal:

A1 0 0
0 A2 0
0 O An

Definicao 10.48. Dizemos que um operador linear T é diago-
nalizado na base B quando a matriz T' do operador T relativa a
base B é uma matriz diagonal. Dizemos que um operador linear é

diagonalizavel se ezistir uma base na qual ele é diagonalizado.

Proposicao 10.27. Um operador linear T : ¥V — V se diagonaliza
em uma base B do espaco vetorial V se, e somente se, todos os

vetores da base B sao autovetores de T.
ATTV. 10.51. Mostre a Proposi¢gao 10.27.

Existem vérios motivos tedricos como, também, motivos de na-
tureza “técnica’” para estudar os operadores diagonalizdveis e os
procedimentos de diagonalizacdo. Obviamente, estamos mais inte-
ressados naquelas propriedades dos operadores que nao dependem

da escolha particular da base no espago vetorial. No entanto, uma
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escolha apropoiada da base pode simplificar alguns cédlculos signi-
ficamente.

Suponhamos que um operador linear T em um espaco vetorial
de dimensao finita é definido pela matriz do operador relativa a
uma dada base B. Se esta matriz nao for diagonal, surgem duas

perguntas em relagao a diagonalizagao do operador.

1. O operador é diagonalizdvel?

2. Se for diagonalizdvel, como encontrar a matriz da mudanca

da base B para uma base na qual o operador é diagonalizado?

Antes de mais nada, existem operadores lineares nao-diagonalizdveis.
No Exemplo 10.75 apresentamos um operador que nao possui au-
tovalores e, portanto, nao pode ser diagonalizado. Uma amplia¢ao
do corpo dos escalares no Exemplo 10.76 resolveu o problema. No
entanto, algum operadores nao sao diagonalizdveis por razoes mais

profundas.

Exemplo 10.79. O operador linear T : K2 — K? definido por
T(x,y) = (z,22 +y)

nao é diagonalizdvel, qualquer que seja o corpo K. Com efeito, o

polinémio caracteristico de T
p(A) = (A - 1)

tem uma raiz dupla, A = 1, mas o subespacgo préprio V correspon-

dente ao autovalor A = 1 é de dimensao um.

ATIV. 10.52. Ache um autovetor do operador T no Exemplo 10.79
associado ao autovalor A = 1. Mostre que nao existem dois auto-
vetores, vi e Vg, associados ao tnico autovalor de T tais que o

conjunto {vy,va} seja linearmente independente.
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A classe dos operadores diagonalizaveis, por seu lado, é bastante
ampla. Uma das situagoes nos quais um operador linear é diago-

nalizdvel é tratado no teorema a seguir.

Teorema 10.56. Seja V um espago vetorial de dimensao finita
dimY =n > 1. Suponhamos que T : V — V é um operador linear
cujo polindmio caracteristico possui n raizes distintas Ai, ..., A,.

Entao T é diagonalizdvel.

Demonstracdo. Usando o Teorema 10.53 obtemos que Aq,..., A\,
sao autovalores de T. Sejam vy, ..., v, autovetores associados aos
autovalores aq, ..., a, respectivamente. Sendo os autovalores de

T distintos, o conjunto de n vetores
B=A{vy,...,v,}

¢é linearmente independente. Pelo Corolédrio 4.1 B é uma base de
V. Sendo B uma base de autovetores de T, pela Proposicao 10.27

o operador T ¢é diagonalizado na base B. O
Exemplo 10.80. O operador linear T : R? — R? definido por
T(z,y) = (v — 2y, —2c+3y),  (z,y) € R’

é representado na base padrao B = {ej, e} pela matriz

T=
-2 3

O polinémio caracterisitico de T
p(N) =A% —4x -1
possui duas raizes reais e distintas,

)\1:24-\/5, )\222—\/5.
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Pelo Teorema 10.56 o operador T é diagonalizdvel. Existe uma
base B’ de R2 tal que a matriz do operador linear T relativa a

base B’ é dada por

245 0
0 2—+5

T =

Como encontrar essa base? O teorema a seguir déd a resposta.

Teorema 10.57. Sejam )V um espaco vetorial de dimensao dimV =
n>1eT:V — V um operador linear. Suponhamos que T" = (t;;)

é a matriz do operador T relativa a uma dada base
B={uy,...,u,}

de V. Suponhamos que a matriz T possui n autovetores

qi1 din
Q=1 ... |, Qn=1| ... |,
dnl Gnn
associados aos autovalores Ai, ..., \, respectivamente (os autova-

lores nao sao necessariamente distintos). Suponhamos ainda que o

conjunto {Q1,...,Q,} é linearmente independente. Entao
(i) para todo j =1,...,n o vetor
Vi =gquui + -+ quiuy, (10.176)

¢ um autovetor do operador T associado ao autovalor Aj;

(ii) o conjunto

B ={vi,...,vp}

é uma base de V;

220,
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(iii) na base B’ o operador T é diagonalizado;

(iv) a matriz de mudanga da base de B para B’ é Q = (g;;), isto
é, as matrizes Q; (j =1,...,n) s@o as colunas da matriz da

mudanca de base Q).

Demonstracao. Aplicando T ao vetor v;, obtemos

n n
T(v;)=T <Z qijuz) => a4 T(w)
i i=1 . ZZ; .
k=1 k=1 \1=1

=1 =

n
= Z)\jqkjuk = )\jVj.
k=1

Logo, v; é um autovetor associado ao autovalor A;.
Para mostrar que o conjunto B’ é linearmente independente, con-
sideremos uma combinagao linear dos vetores do conjunto repre-

sentando o vetor nulo:

n
E OéjVj =0.
j=1

Substuindo nesta equagao a representagao (10.176) para v; e tro-
cando a ordem das somas, obtemos

n n
E ozjqij u; = 0.
i=1 \j=1
Sendo B um conjunto linearmente independente, todos os coefici-

entes nessa combinacao linear sao iguais a zero:
n
> ajg; =0,  i=1,...,n. (10.177)
j=1

As equagoes (10.177) sdo eqiiivalentes & equagao matricial

> a;Q;=0.
j=1

-
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O conjunto {Q1,...,Q,} é linearmente independente, portanto,
ap = =a, =0.

Concluimos que o conjunto B’ é linearmente independente. Final-

mente, seque da representagao (10.176) que @ = (gi5). O

10.5 Conclusao

A diagonalizagao de um operador linear, quando é possivel, é
um método eficaz. No entanto, existem operadores lineares nao-
diagonalizdveis. Um operador em um espago de dimensao n que

tem n autovalores distintos é diagonalizavel.

10.6 Resumo

Definimos os conceitos de autovalor e autovetor de um operador
linear e de uma matriz quadrada. Mostramos que existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre os autovetores de um operador e os
autovetores da matriz do operador. Definimos o polinémio carac-
teristico de uma matriz quadrada e de um operador linear. Formu-
lamos o problema de diagonaliza¢cao de um operador linear. Mos-
tramos que todo operador em um espago de dimensao n é diago-
nalizdvel. Apresentamos um procedimento para a diagonalizacao

do operador.

10.7 Glossario

autovalor de um operador linear Defini¢ao 10.43.

autovetor de um operador linear Defini¢ao 10.43.
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autovalor de uma matriz quadrada Definicao 10.44.

autovetor de uma matriz quadrada Defini¢ao 10.44.

espacgo préoprio de um operador associado a um autovalor

Defini¢ao 10.47.
polinémio caracteristico de uma matriz quadrada Defini¢ao 10.45.

polinémio caracteristico de um operador linear Definigdo 10.46.
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