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Autovalores e
autovetores
META

• Introduzir os conceitos de autovalor, autovetor, polinômio

catracteŕıstico e diagonalização.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverão ser capazes de:

• usar o polinômio caracteŕıstico para encontrar os autovalores

de um operador linear;

• dado um autovalor, encontrar autovetores associados a ele;

• diagonalizar um operador linear em um espaço vetorial de

dimensão n quando o operador tem n autovalores distintos.

PRÉ-REQUISITOS

• Sistemas de equações lineares.

• Espaços vetoriais; base e dimensão.

• Determinantes; propriedades dos determinantes.

• Aplicações lineares; operações com aplicações lineares, ma-

trizes de aplicações lineares.



Autovalores e autovetores

10.1 Introduction

As matrizes diagonais n × n formam um subconjunto de M(K)

fechado em relação às operações com matrizes. Além disso, uma

matriz n×n diagonal tem no máximo n entradas diferentes de zero

e a multiplicação de matrizes diagonais é uma tarefa fácil. Um

operador linear é representado por matrizes diferentes em bases

diferentes. Dado um operador linear T em um espaço vetorial V de

dimensão finita, existe uma base de V na qual a matriz do operador

é diagonal? Este é o problema da diagonalização de um operador

linear. Os conceitos de autovalo e autovetor surgem naturalmente

na tentativa de resolver o problema.

10.2 Autovalores e autovetores

10.2.1 Autovalores e autovetores de um operador li-

near

Definição 10.43. Sejam V um espaço vetorial sobre K e T : V →
V um operador linear. Dizemos que um elemento não-nulo x de V
é um autovetor de T se existir um escalar λ em K tal que

T(x) = λx.

O escalar λ é chamado autovalor correspondente ao autovetor x.

Dizemos também que o autovetor x é associado ao autovalor λ.

Exemplo 10.74. Seja S : R
2 → R

2 definido por

T(x, y) = (y, x)

para todo (x, y) em R
2. O vetor u = (1, 1) é um autovetor de S.
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Com efeito,

S(u) = S(1, 1) = (1, 1) = u.

Logo, u é um autovetor de S associado ao autovalor λ1 = 1. Ou-

trossim, o vetor v = (1,−1) é um autovetor de S associado ao

autovalor λ2 = −1.

Proposição 10.24. Seja V um espaço vetorial sobre K e T : V →
V um operador linear. Suponhamos que x é um autovetor de

T : V → V associado a um dado autovalor λ. Então, para todo

α �= 0 em K o vetor αx é um autovetor de T associado ao mesmo

autovalor λ.

Demonstração. Seja α um escalar não-nulo. Sendo x �= 0V , o vetor

αx é um vetor não-nulo. Alem disso,

T(αx) = αT(x) = αλx = λ (αx) .

Logo, αx é um autovetor associado ao autovalor λ.

Existem operadores lineares que não possuem autovalores e auto-

vetores.

Exemplo 10.75. Seja T : R
2 → R

2 definido por

T(x, y) = (−y, x)

para todo (x, y) em R
2. Para que um número real λ seja um

autovalor te T tem que existir um vetor não-nulo (x, y) em R
2 tal

que

T (x, y) = λ(x, y). (10.162)

A equação (10.162)é equivalente ao sistema linear de equações para

x e y, ⎧⎨
⎩ −λx −y = 0

x −λy = 0
(10.163)
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A matriz do sistema (10.163)

A =

⎛
⎝ −λ −1

1 −λ

⎞
⎠

tem determinante det A = λ2 + 1 que não se anula para nenhum

valor real de λ. Usando o Teorema 6.23 concluimmos que a única

solução do sistema (10.163) é x = y = 0, qualquer que seja o valor

de λ. Como um autovetor tem que ser não-nulo, concluimos que

T não possui autovalores e autovetores.

O próximo exemplo mostra que a existência de autovalores e au-

tovetores pode depender das propriedades do corpo dos escalares.

Exemplo 10.76. Seja U : C
2 → C

2 definido por

U(x, y) = (−y, x)

para todo (x, y) em C
2. O vetor u = (1, i) é um autovetor de U

correspondente ao autovalor λ1 = i. O vetor v = (1,−i) é um

autovetor de U correspondente ao autovalor λ2 = −i.

10.2.2 Autovalores e autovetores de uma matriz

quadrada

Definição 10.44. Seja A uma matriz n × n com entradas em K.

Uma matriz X em Mn×1(K) se diz autovetor da matriz A se

(i) X é não-nula;

(ii) existe um escalar λ tal que

AX = λX.

O escalar λ é chamado de autovalor da matriz A.
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Teorema 10.52. Seja T um operador linear em um espaço vetorial

V de dimensão finita n ≥ 1. Suponhamos que B = {v1, . . . ,vn}
é uma base de V. Então um vetor x em V é um autovetor de T

correspondente ao autovalor λ se, e somente se, a matriz n × 1

X =

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

. . .

xn

⎞
⎟⎟⎟⎠

das coordenadas do vetor x na base B é um autovetor correspon-

dente ao autovalor λ da matriz T do operador T relativa à base

B.

Demonstração. (i) Suponhamos que X é um autovetor da matriz

T . Isto é, X �= 0 e existe um escalar λ tal que

TX = λX.

O vetor x é não-nulo, sendo a matriz X das coordenadas do vetor

não-nula. Além disso,

T(x) = T

(
n∑

i=1

xivi

)
=

n∑
i=1

xiT(vi) =
n∑

i=1

xi

⎛
⎝ n∑

j=1

[T ]jivj

⎞
⎠

=
n∑

j=1

(
n∑

i=1

[T ]jixi

)
vj =

n∑
j=1

λxjvj = λx.

Logo, x é um autovetor de T.

(ii) Suponhamos que x é um autovetor de T, logo X é uma matriz

não-nula. Alem disso,

T(x) =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

[T ]jixi

)
vj . (10.164)

Sendo x um autovetor correspondente ao autovalor λ, vale

T(x) = λx = λ
n∑

j=1

xivi =
n∑

j=1

(λxi)vi. (10.165)
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Usando a unicidade da representação do vetor T(x) por uma comm-

binação linear dos vetores da base, obtemos das equações (10.164)

e (10.165)
n∑

i=1

[T ]jixi = λxj .

Concluimos que X é um autovetor da matriz T .

10.3 Polinômio caracteŕıstico

10.3.1 Polinômio caracteŕıstico de uma matriz qua-

drada

Vamos obter agora uma condição suficiente para que um escalar

λ0 seja uma autovalor de uma matriz quadrada.

Seja T = (tij) uma matriz n×n com entradas em K é suponhamos

que λ0 é um autovalor de T . Então, existe uma matriz X (n × 1,

não-nula, com entradas em K), tal que

TX = λ0X.

Esta equação matricial é equivalente à equação

(T − λ0In)X = 0. (10.166)

Como a eq. (10.166) tem uma solução não-nula (X é um autovetor,

logo é não-nula), obtemos, usando ....

det(T − λ0In) = 0.

Concluimos que λ0 é um autovalor somente se λ0 é uma solução

para a equação

p(λ) = 0,
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onde

p(λ) = det(T − λIn). (10.167)

A função p definida pela eq. (10.167) é, obviamente, uma função

polinomial.

Definição 10.45. Seja T ua matriz n×n. O polinômio p definido

pela eq. (10.167) é chamado de polinômio caracteŕıstico da

matriz T .

Proposição 10.25. O polinômio caracteŕıstico de uma matriz n×
n é de grau n.

ATIV. 10.48. Mostre a Proposição 10.25.

Dica. Use a definição do determinante.

10.3.2 Polinômio caracteŕıstico de um operador li-

near

Definição 10.46. Suponhamos que V é um espaço vetorial de

dimensão finita e T é um operador linear em V. O polinômio

definido por

p(λ) = det(T − λIV)

é chamado de polinômio caracteŕıstico do operador T.

Teorema 10.53. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita

n ≥ 0 sobre K. Suponhamos que :V → V é um operador linear

e λ0 é um elemento de K. Então, λ0 é um autovalor de T se, e

somente se, λ0 é uma raiz do polinômio caracteŕıstico do operador

T.
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Demonstração. (i) Suponhamos que λ0 é uma raiz do polinômio

caracteŕıstico do operador T. Logo,

det(T − λ0IV) = 0,

portanto, pelo Teorema 9.51, o operador T−λ0IV não é invert́ıvel.

Usando o Teorema 7.33 obtemos

N(T − λ0IV) �= {0V}.

Logo, existe em V um vetor não-nulo v tal que

(T − λ0IV)(v) = 0V , (10.168)

donde

T(v) = λ0v. (10.169)

Concluimos que λ0 é um autovalor de T.

(ii) Suponhamos que λ0 é um autovalor do operador linear T.

Então existe um vetor v �= 0V em V tal que valem as equações

(10.168) e (10.169). Logo,

N(T) �= {0V}

e, pelo Teorema 7.33 concluimos que

p(λ0) = det(T − λ0IV) = 0.

Corolário 10.16. Seja T uma matriz n × n. Um escalar λ é um

autovalor da matriz T se, e somente se, λ é uma raiz do polinômio

caracteŕıstico p da matriz T .

ATIV. 10.49. Prove o Corolário 10.16.
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10.3.3 Existência de autovalores e autovetores

Alguns operadores lineares não possuem autovetores e autovalores.

Exemplo 10.77. Consideremos o operador linear T : R
2 → R

2

definido por

T(x, y) = (−y, x).

Na base ordenada {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} ele é representado pela

matriz

T =

⎛
⎝ 0 −1

1 0

⎞
⎠ . (10.170)

Logo, o polinômio caracteŕıstico do operador T é dado por

p(λ) = det

⎛
⎝ −λ −1

1 −λ

⎞
⎠ = λ2 + 1.

Este polinômio não tem raizes reais. Portanto, pelo Teorema 10.53

o operador linear T não tem autovalores.

ATIV. 10.50. Mostre que a matriz do operador T definido no

Exemplo 10.77 relativa a base {e1, e2} é dada pela eq. (10.170).

Determinando se um operador linear, ou uma matriz quadrada,

tem autovalores (e, conseqentemente, autovetores), temos que pres-

tar atenção às propriedades do corpo dos escalares.

Exemplo 10.78. Consideremos a matriz T definida pela eq. (10.170)

como sendo uma matriz do espaço M2(C), ou, seja, uma matriz

com entradas complexas. O polinômio caracteŕıstico de T é dado

por

p(λ) = λ2 + 1.

Ele tem duas raizes complexas, λ1 = i e λ2 = −i. Usando o

Corolário 10.16 concluimos que esses números são autovalore da

matriz T .
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Autovetores da matriz T podemos encontrar resolvendo as sistemas

lineares correspondentes. Seja

X =

⎛
⎝ x1

x2

⎞
⎠

um autovetor associado ao autovalor λ1 = i. Usando a Definição 10.44,

obtemos ⎧⎨
⎩ −ix1 −x2 = 0

x1 −ix2 = 0

Resolvendo o sistema, encontramos

X =

⎛
⎝ z

−iz

⎞
⎠ , z ∈ C. (10.171)

O vetor X dado pela eq. 10.171 é um autovetor de T (associado

ao autovalor λ1 = i) quando z �= 0.

Proposição 10.26. Sejam V um espaço vetorial de dimensão fi-

nita n ≥ 1 sobre C e T : V → V um operador linear. Então, existe

um autovetor de T.

Demonstração. O polinômio caracteŕıstico de T é um polinômio

com coeficientes complexos de uma variável complexa. Um tal po-

linômio sempre tem pelo menos uma raiz no corpo dos complexos.

Pelo Teorema 10.53 toda raiz do polinômio caracteŕıstico é um

autovalor do operador linear T. Concluimos que um autovalor e,

correspondentemente, um autovetor de T existem.

10.3.4 Propriedades dos autovetores

Quando é que uma combinação linear de autovetotores de um ope-

rador linear T representa um autovetor do mesmo operador? A

resposta é dada nas seguintes proposições.
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Teorema 10.54. Sejam v1, . . . ,vm autovetores do operador linear

T : V → V associados ao autovalor λ. Indiquemos por W o su-

bespaço gerado pelo conjunto {v1, . . . ,vm}. Então todo elemento

não-nulo de W é um autovetor de T associado ao autovalor λ.

Demonstração. Seja w em W, isto é,

w = α1v1 + · · · + αmvm,

onde α1, . . . , αm são escalares. Aplicando o operador T ao vetor

w, obtemos

T(w) = T(α1v1 + · · · + αmvm) = α1T(v1) + · · · + αmT(vm)

= α1λv1 + · · · + αmλvm = λw.

Se, além disso, w �= 0, concluimos, usando a Definição 10.43 que

w é um autovetor de T associado ao autovalor λ.

Definição 10.47. Sejam T : V → V um operador linear e λ um

autovalor de T. O subespaço Vλ gerado por todos os autovetores de

T associados a λ é denominado espaço próprio de T associado

a λ.

Teorema 10.55. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita

e T : V → V um operador linear. Suponhamos que λ1, . . . λm

são autovalores distintos de T e seja vi um autovetor associado

ao autovalor λi para i = 1, . . . , n. Então o conjunto de vetores

{v1, . . . ,vm} é linearmente independente.

Demonstração. A prova é feita por indução. Os autovetores são,

por definição, não-nulos. Portanto, para m = 1 o teorema é válido.

Admitimos que o teorema é verdadeiro para m = k. Devemos
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mostrar que ele é valido para m = k + 1. Sejam v1, . . . ,vk+1

autovetores associados aos autovalores distintos λ1, . . . , λk+1 res-

pectivamente. Consideremos uma representação do vetor nulo por

uma combinação linear dos vetores v1, . . . ,vk+1,

α1v1 + · · · + αk+1vk+1 = 0V . (10.172)

Aplicando o operador T aos ambos os membros da eq. (10.172),

obtemos

λ1α1v1 + · · · + λkαkvk + λk+1αk+1vk+1 = 0V . (10.173)

Multiplicando a eq. (10.172) por λk+1, obtemos

λk+1α1v1 + · · · + λk+1αkvk + λk+1αk+1vk+1 = 0V . (10.174)

Subtraindo a eq. (10.174) da eq. (10.173), obtemos

(λ1 − λk+1)α1v1 + · · · + (λk − λk+1αkvk = 0V .

A combinação linear no primeiro membro é trivial, porque o con-

junto {v1, . . . ,vk} é linearmente independente. Sendo os autova-

lores distintos, vale

λi − λk+1 = 0, i = 1, . . . k.

Logo, α1 = . . . αk = 0. Pondo αi = 0 (i = 1, . . . , n) na eq. (10.172),

obtemos que, também, αk+1 = 0. Concluimos que o conjunto

{v1, . . . ,vk+1} é linearmente independente.

10.4 Diagonalização

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita n ≥ 1. Suponhamos

que T : V → V é um operador linear. Suponhamos que existe um
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conjunto B linearmente independente de n autovetores do operador

T,

B = {v1, . . .vn}.

Então, B é uma base de B. Aplicando T a cada um dos vetores

da base B obtemos

T(vj) = λjvj , j = 1, . . . , n, (10.175)

onde α1, . . . αn são os autovalores correspondentes (não nescessa-

riamente distintos) do operador T. Usando a eq. (10.175) obtemos

que a matriz T do operador T na base B é diagonal:

T =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Definição 10.48. Dizemos que um operador linear T é diago-

nalizado na base B quando a matriz T do operador T relativa à

base B é uma matriz diagonal. Dizemos que um operador linear é

diagonalizável se existir uma base na qual ele é diagonalizado.

Proposição 10.27. Um operador linear T : V → V se diagonaliza

em uma base B do espaço vetorial V se, e somente se, todos os

vetores da base B são autovetores de T.

ATIV. 10.51. Mostre a Proposição 10.27.

Existem vários motivos teóricos como, também, motivos de na-

tureza “técnica” para estudar os operadores diagonalizáveis e os

procedimentos de diagonalização. Obviamente, estamos mais inte-

ressados naquelas propriedades dos operadores que não dependem

da escolha particular da base no espaço vetorial. No entanto, uma
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escolha apropoiada da base pode simplificar alguns cálculos signi-

ficamente.

Suponhamos que um operador linear T em um espaço vetorial

de dimensão finita é definido pela matriz do operador relativa a

uma dada base B. Se esta matriz não for diagonal, surgem duas

perguntas em relação a diagonalização do operador.

1. O operador é diagonalizável?

2. Se for diagonalizável, como encontrar a matriz da mudança

da base B para uma base na qual o operador é diagonalizado?

Antes de mais nada, existem operadores lineares não-diagonalizáveis.

No Exemplo 10.75 apresentamos um operador que não possui au-

tovalores e, portanto, não pode ser diagonalizado. Uma ampliação

do corpo dos escalares no Exemplo 10.76 resolveu o problema. No

entanto, algum operadores não são diagonalizáveis por razões mais

profundas.

Exemplo 10.79. O operador linear T : K
2 → K

2 definido por

T (x, y) = (x, 2x + y)

não é diagonalizável, qualquer que seja o corpo K. Com efeito, o

polinômio caracteŕıstico de T

p(λ) = (λ − 1)2

tem uma raiz dupla, λ = 1, mas o subespaço próprio V correspon-

dente ao autovalor λ = 1 é de dimensão um.

ATIV. 10.52. Ache um autovetor do operador T no Exemplo 10.79

associado ao autovalor λ = 1. Mostre que não existem dois auto-

vetores, v1 e v2, associados ao único autovalor de T tais que o

conjunto {v1,v2} seja linearmente independente.
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Álgebra Linear I

10
AULA

A classe dos operadores diagonalizáveis, por seu lado, é bastante

ampla. Uma das situações nos quais um operador linear é diago-

nalizável é tratado no teorema a seguir.

Teorema 10.56. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita

dimV = n ≥ 1. Suponhamos que T : V → V é um operador linear

cujo polinômio caracteŕıstico possui n raizes distintas λ1, . . . , λn.

Então T é diagonalizável.

Demonstração. Usando o Teorema 10.53 obtemos que λ1, . . . , λn

são autovalores de T. Sejam v1, . . . ,vn autovetores associados aos

autovalores α1, . . . , αn respectivamente. Sendo os autovalores de

T distintos, o conjunto de n vetores

B = {v1, . . . ,vn}

é linearmente independente. Pelo Corolário 4.1 B é uma base de

V. Sendo B uma base de autovetores de T, pela Proposição 10.27

o operador T é diagonalizado na base B.

Exemplo 10.80. O operador linear T : R
2 → R

2 definido por

T(x, y) = (x − 2y,−2x + 3y), (x, y) ∈ R
2

é representado na base padrão B = {e1, e2} pela matriz

T =

⎛
⎝ 1 −2

−2 3

⎞
⎠ .

O polinômio caracteŕısitico de T

p(λ) = λ2 − 4λ − 1

possui duas raizes reais e distintas,

λ1 = 2 +
√

5, λ2 = 2 −
√

5.
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Pelo Teorema 10.56 o operador T é diagonalizável. Existe uma

base B′ de R2 tal que a matriz do operador linear T relativa a

base B′ é dada por

T ′ =

⎛
⎝ 2 +

√
5 0

0 2 −√
5

⎞
⎠ .

Como encontrar essa base? O teorema a seguir dá a resposta.

Teorema 10.57. Sejam V um espaço vetorial de dimensão dimV =

n ≥ 1 e T : V → V um operador linear. Suponhamos que T = (tij)

é a matriz do operador T relativa a uma dada base

B = {u1, . . . ,un}

de V. Suponhamos que a matriz T possui n autovetores

Q1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

q11

. . .

qn1

⎞
⎟⎟⎟⎠ , . . . Qn =

⎛
⎜⎜⎜⎝

q1n

. . .

qnn

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

associados aos autovalores λ1, . . . , λn respectivamente (os autova-

lores não são necessariamente distintos). Suponhamos ainda que o

conjunto {Q1, . . . , Qn} é linearmente independente. Então

(i) para todo j = 1, . . . , n o vetor

vj = q11u1 + · · · + qn1un (10.176)

é um autovetor do operador T associado ao autovalor λj ;

(ii) o conjunto

B′ = {v1, . . . ,vn}

é uma base de V;
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(iii) na base B′ o operador T é diagonalizado;

(iv) a matriz de mudança da base de B para B′ é Q = (qij), isto

é, as matrizes Qj (j = 1, . . . , n) são as colunas da matriz da

mudança de base Q.

Demonstração. Aplicando T ao vetor vj , obtemos

T(vj) = T

(
n∑

i=1

qijui

)
=

n∑
i=1

qijT(ui)

=
n∑

i=1

qij

n∑
k=1

tkiuk =
n∑

k=1

(
n∑

i=1

tkiqij

)
uk

=
n∑

k=1

λjqkjuk = λjvj .

Logo, vj é um autovetor associado ao autovalor λj .

Para mostrar que o conjunto B′ é linearmente independente, con-

sideremos uma combinação linear dos vetores do conjunto repre-

sentando o vetor nulo:
n∑

j=1

αjvj = 0.

Substuindo nesta equação a representação (10.176) para vj e tro-

cando a ordem das somas, obtemos

n∑
i=1

⎛
⎝ n∑

j=1

αjqij

⎞
⎠ui = 0.

Sendo B um conjunto linearmente independente, todos os coefici-

entes nessa combinação linear são iguais a zero:
n∑

j=1

αjqij = 0, i = 1, . . . , n. (10.177)

As equações (10.177) são eqüivalentes à equação matricial
n∑

j=1

αjQj = 0.
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O conjunto {Q1, . . . , Qn} é linearmente independente, portanto,

α1 = · · · = αn = 0.

Concluimos que o conjunto B′ é linearmente independente. Final-

mente, seque da representação (10.176) que Q = (qij).

10.5 Conclusão

A diagonalização de um operador linear, quando é posśıvel, é

um método eficaz. No entanto, existem operadores lineares não-

diagonalizáveis. Um operador em um espaço de dimensão n que

tem n autovalores distintos é diagonalizável.

10.6 Resumo

Definimos os conceitos de autovalor e autovetor de um operador

linear e de uma matriz quadrada. Mostramos que existe uma cor-

respondência biuńıvoca entre os autovetores de um operador e os

autovetores da matriz do operador. Definimos o polinômio carac-

teŕıstico de uma matriz quadrada e de um operador linear. Formu-

lamos o problema de diagonalização de um operador linear. Mos-

tramos que todo operador em um espaço de dimensão n é diago-

nalizável. Apresentamos um procedimento para a diagonalização

do operador.

10.7 Glossário

autovalor de um operador linear Definição 10.43.

autovetor de um operador linear Definição 10.43.
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autovalor de uma matriz quadrada Definição 10.44.

autovetor de uma matriz quadrada Definição 10.44.

espaço próprio de um operador associado a um autovalor

Definição 10.47.

polinômio caracteŕıstico de uma matriz quadrada Definição 10.45.

polinômio caracteŕıstico de um operador linear Definição 10.46.
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