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Meta

Mostrar para o aluno um algoritmo que fornece bases ortonormais a partir de bases ar-

bitrarias.
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Objetivos

Ao final desta aula, o aluno deverd ser capaz de verificar a ortogonalidade entre elementos
de uma espaco vetorial bem como transformar uma base qualquer deste espaco numa base

ortonormal.

Pré-requisitos

Algebra Linear I.

2.1 Introducao

O fato de dotarmos um espaco vetorial com um produto interno permite-nos definir a estru-
tura de um conjunto ortogonal e toda sua importancia na simplificacao da representacao de
um elemento deste espago bem como na representacao de transformacoes lineares sobre este
espaco através do uso de bases ortonormais. Nesse intuito, apresentamos um processo para

construir bases ortonormais.

2.2 Angulo entre Vetores e Ortogonalidade

Prezado aluno, nesta secao, mostraremos como estender a idéia de vetores ortogonais, vista
no curso de Vetores e Geometria Analitica para espagos vetoriais mais gerais. A Desigualdade
de Cauchy-Schwarz nos permite definir angulo entre dois vetores quaisquer em um espago
vetorial com produto interno sobre R (-, -). Com efeito, se u e v sdo elementos nao-nulos de

V', entao |(u,v)| < ||ull/||v| e assim

(u, v)

(u, v)

lulllloll

Consequentemente, existe 6 € [0, 7] tal que cosf = Estabelecemos entao a seguinte

definicao.
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Definigao 2.1 (Angulo entre vetores). Seja V um espago vetorial com produto interno (-, ).

Sejam u,v € V vetores nao-nulos. Definimos o angulo entre u e v por

0 = arccos ((u,—v)) :
[[ull[[v]]
Obs 2.1. Encontrar 6 = arccos( {u,0) ) é equivalente a encontrar o nimero 6 tal que

Tulllel
(u, v)

lulllloll

cos(f) =

Obs 2.2. Quando V é um espago vetorial com produto interno Hermitiano, o médulo de
(u,v) (encontrado no Teorema 1.1) nao pode ser tratado como em (2.1), pois neste espago,

|{(u, v)| significa 0 médulo do ntiimero complexo (u,v). Pense nisso!!!

Exemplo 2.1. Seja V = R? e sejam u = (1,0) e v = (1,1) vetores em V. Desde que

<U7U> = <<1’0)7 (17 1)> =1, “uH = <(170)7 (170» =1le “UH =V <(1’ 1)’ (17 1)> = \/§> segue

(u,v) 1 V2

que cos(f) = = = —. Logo, # = Z. Agora, para w = (0, 1), temos que
Jullllof  1-v2 2 !
(u,w) = ((1,0),(0,1)) =0 e ||w|| = \/((0,1),(0,1)) = 1. Consequentemente, 6 = J pois
(u, w) 0
cos(f) = = = 0.
ull[[w] 11

Exemplo 2.2. Sejam V = C([0,1]) e f(t) =t, g(t) = 1 € V. E possivel calcular o angulo
1

1 1
entre f e g. Como visto no Exemplo, ||f]| = ﬁ e |lg]l =1, e desde que (f, g) = / tdt = 2
0
segue que # = arccos = arccos | — = arccos [ — | = —.
1/ 1Hlgll 1 2 6

2.2.1 Definicao de Vetores Ortogonais e Exemplos

Agora, estamos prontos para definir quando dois vetores em um espaco vetorial com produto

interno formam um angulo de 90° ou 7 radianos. Usando a Definicao 2.1 e o fato que

6 € [0, 7], temos que

(u, v)

T
0 = — < cos(f) =
©) [Jullflvll

2

=0< (u,v) =0.
Mais precisamente, podemos adicionar ao conteudo a seguinte
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Definigao 2.2 (Vetores Ortogonais). Sejam u,v € V. Dizemos que u e v sdo ortogonais (ou

perpendiculares) se (u,v) = 0. Denotamos este fato por u L v.

Obs 2.3 (Ortogonalidade em C). Se V' é um espago vetorial com produto interno Hermitiano,
nao podemos definir angulo entre dois vetores como na Definigdo 2.1 (ver observacao 2.2).

Porém, podemos definir vetores ortogonais, neste espaco, como na Definicao 2.2.

Teorema 2.1 (Teorema de Pitdgoras). Seja V' um espa¢o com produto interno (-,-) real.
Entao (u,v) =0 se, e somente se, ||u+v||* = |[ul|® + |[v|?, onde |Ju| := /(u,u).

Demonstragao. Suponhamos que (u,v) = 0. Segue da Definicao 1.1, itens i) e iii), que
lutvll* = (utv, utv) = (u,u)+ (u, v) + (v, u) + (v, 0) = [Jull*+2(u, v) +][v]|* = [Ju]*+]Jv]|?,

onde na ultima igualdade usamos a hipétese do Teorema.

Reciprocamente, consideremos que [|u + v||* = ||Ju/|* 4 |[v]|*. Vimos acima que,

lu +]* = Jull® + 2(u, v) + [|v]]*.
Portanto, das duas tltimas igualdades, inferimos que ||ul|? + [[v||* = [Jul|* + 2{u, v) + ||v||*.
Cancelando os termos iguais desta igualdade, obtemos 2(u,v) = 0. Por fim, (u,v) = 0, como

queriamos demonstrar. O

Obs 2.4. A reciproca do Teorema de Pitagoras, isto é, (u,v) = 0 < ||u+v||* = ||ul|* + ||v]|?

nao é verdadeira no caso do produto interno ser Hermitiano. Tente justificar o por qué!!!

Exemplo 2.3. Seja V = R? e consideremos os vetores u = (1,1), v = (1,0) e w = (0,1).
Entao [lul* = ((1,1),(1,1)) = 2, [lv]|* = {(1,0),(1,0)) = 1 e |lw|[* = ((0,1),(0,1)) = 1.

I”

Assim sendo, [[u|® = [Jv]|* + ||w]|* e como u = v + w, segue pelo Teorema de Pitdgoras (ver

Teorema 2.1) que (v, w) = 0.

Exemplo 2.4. Seja V = C(|—1,1]) e consideremos os elementos f(t) =t e g(t) = 1 em
1 3 1
t2|1 2
V. Desde que ||f||* = (f, f) = / Pdt = —| = 3 lgll* = (g,9) = / ldt =t]L, =2e
-1 -1

31-1
1 t2
<f,g):/ tt =
-1

1
= 0, segue pelo Teorema de Pitdgoras (ver 2.1) que

2 8
If+alP =11+ llgl” = 5 +2 =3
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2.2.2 Propriedades da Ortogonalidade

Vejamos algumas propriedades herdadas da definicao de ortogonalidade

Proposicao 2.1. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-). Entao sio vdlidas
as sequintes afirmagoes:

i) 0 L v, para todov € V;

ii) Sewu L v, entao v L u;

iii) Se u L v, para todo v € V, entdo u = 0, em palavras, o inico vetor que é ortogonal a

todos os vetores de V' € o vetor nulo;
iv) Seu L wev L w, entio (u+v) L w;
v) Seu L v, entdo (Au) L v, para todo X € R.
Demonstracao. Os itens i) e iii) é uma reformulagao dos itens ii) e iv) da Proposigao 1.1,
repectivamente. Verifique! Vamos mostrar os demais itens.

ii) Se u L v, entao (u,v) = 0 e, consequentemente, (v,u) = (u,v) = 0. Nesta peniltima

igualdade usamos a comutatividade da Definicao 1.1. Com isso, v L .

iv) Seu L wev L w, entdao (u,w) = 0 e (v,w) = 0. Portanto, utilizando a Defini¢ao
1.1 (qual item?), obtemos ((u + v),w) = (u, w) + (v,w) = 0+ 0 = 0. Assim, (v +v) L w.

v) Se u L v, entao, (u,v) = 0. Logo, (Au,v) = Au,v) = A -0 = 0, novamente pela
Definigao 1.1. Ou seja, (Au) L v, para todo A € R. ]

Exercicios de Fixacao

1. Achar o angulo entre os seguintes pares de vetores do R?:
i) u=(1,1,1)ev=(3-1,3);
ii) u=(1,-1,0) ev=(2,—-1,2).

2. Achar o cosseno do angulo entre u e v nos seguintes casos:

i) u=(1,1,1,1) e v = (0,0, 1, 1) com o produto interno canonica em R*;
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ii) f(t)=1+1t—t*e g(t) = 3t?, com o produto interno canonico para C([0,1]);

11 01
iii) A= < 00 e B= Lo ) com o produto interno definido por (4, B) = tr(A'B),

onde tr(X) = X7 + Xo e A" é a matriz transposta de A.

3. Seja V um espago vetorial com produto interno (-, -). Dadosu,v € V (v #0) e A =

mostrar que (u — Av) L v.

4. Determinar m € R a fim de que sejam ortogonais os vetores u = (1,m + 1,m) e v =
(m—1,m,m+1) do R3.

5. Mostrar que se u e v sdo tais que ||u + v|| = ||ju — v||, entdo u L v.

6. Em R? defina o produto interno (u,v) := x1y; + 22992, onde u = (z1,72) e v = (Y1, Y2).
Verificar se u 1 v, em relacao a esse produto, nos seguintes casos:

i) u=(1,1) ev=(2,-1);

ii) u=(2,1)ev=(-1,1);

iii) u=(3,2) ev=(2,-1).

7. Consideremos em V espacgo formado pelos polinomios de grau menor ou igual a 2 com

o produto interno canoénico de C([0,1]). Nessas condigoes, para que valor m € R temos
(f(t) =mt*> = 1) L (g(t) =1)?

8. Determinar todos os vetores do R? de norma igual a 2 que sejam ortogonais simultanea-
mente a (2,1,2) e (—1,3,4).

2.3 Conjuntos Ortonormais

Prezados alunos, nesta secao, trabalharemos para que uma base qualquer de um espaco
vetorial com produto interno seja transformada em outra base, onde os respectivos vetores sao
dois a dois ortogonais e cada vetor, isoladamente, seja unitario. Esta nova base facilita, em
muitos casos, as demonstragoes dos resultados que estao por vir e os célculos que aparecerao

em varios exercicios deste material.
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2.3.1 Definicao e Exemplos

Definicao 2.3. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-). Dizemos que um

subconjunto X C V é ortonormal se

i) u L v, para todos u,v € X distintos;

ii) todo vetor de X ¢ unitario, isto é, ||v|| = 1, para todo v € X.

Obs 2.5 (Conjunto Ortogonal). Quando um subconjunto X satisfaz o item i) dizemos que

X é um conjunto ortogonal.
Obs 2.6. Note que X na Definicao 2.3 nao precisa ser subespaco de V.

Exemplo 2.5. A base canonica de R?, X = {(1,0),(0,1)}, é um conjunto ortonormal, pois
(1,0),(0,1)) = 0, [[(1,0)| = (0, 1)] = 1. O subconjunto ¥ = {(1, 1), (1, ~1)} & ortogonal,
mas nao é ortonormal. De fato, ((1,1),(1,—-1))=1—-1=0¢e |[(1,1)] = V2 # 1.

Exemplo 2.6. O subconjunto X = {1,3t*> — 1} é um conjunto ortogonal, mas nao ortonor-

1
mal, pois (1,3t — 1) = / [3t> — 1]dt = 0, porém
0

1 1/2 1 1/2
132 — 1] = (/ (362 — 1)2dt> _ (/ (98" — 62 + 1)dt) _ % 11
0 0

Exemplo 2.7. Seja R™. A base canénica de R", X = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,..., 1)},
é um conjunto ortonormal de R"™. Para verificar esta afirmagao siga os mesmos passos do

exemplo 2.5.

Definigao 2.4 (Base Ortonormal). Seja V' um espago vetorial com produto interno e di-
mensao finita. Uma base de V' é dita ortonormal se esta for um conjunto ortonormal. Ou

equivalentemente, se {vq,va, ..., v, } é base de V', entao

<w>—{1’ e
1y Y3/ T . .
0, sei#j.

Exemplo 2.8 (Base Ortonormal de R?). Vimos no exemplo 2.5 que a base canonica de R?

¢ uma base ortonormal.

Exemplo 2.9 (Base Ortonormal em R"). O conjunto X do exemplo 2.7 é uma base orto-

normal de R"”.
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Exemplo 2.10 (Base Nao-ortonormal). O conjunto Y do exemplo 2.5 é uma base. Porém

nao é ortonormal.

2.3.2 Processo de Gram-Schmidt

A pergunta que surge, neste momento, é: sempre existe uma base ortonormal para qualquer
espaco vetorial com produto interno e dimensao finita? A resposta é afirmativa. O préximo
resultado garante esta resposta ao afirmar que qualquer base de um espaco vetorial pode ser
convertida numa base ortogonal. Normalizando os vetores dessa nova base, obtemos uma

base ortonormal.

Teorema 2.2 (Teorema de Gram-Schmidt). Seja V' um espago vetorial com produto interno
() e dimensao finitan > 0. Seja f = {vy,vq,...,v,} uma base de V. Entao existe uma base

ortogonal v = {uy, ug, ..., u,} de V, onde uy = vy e

j—1

<v‘7ui>
U; =V — Z WUZ (22)
i=1 !

para todo 7 =2,---.n

Demonstracao. Faremos a prova por indugao sobre n. Se n = 1, entao tomamos simples-
mente u; = v;. Considere agora n > 1 e suponhamos que todo espaco vetorial de dimensao
n — 1 possui uma base ortogonal nos moldes do teorema. Assim, se {vy, va, ..., v, } é base de

V entao {uy,us, ..., u,_1} satisfaz a expressao 2.2 e nos resta verificar que

n—1

Unaul
DI el (2:3)

i=1

é nao-nulo e ortogonal aos demais elementos uy, us, ..., u,_1. Ora, se u,, = 0, entao a expressao
2.3 implica que os elementos {vy, v, ..., v, } s@o linearmente dependentes, o que é impossivel,

pois este conjunto é uma base de V. Logo, u,, # O.

Agora, como
n—1

AR e Dl
mny g HUZH2 l? ]

=1
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para todo j = 1,...,n — 1,, segue que u, L wu;, para todo 7 = 1,2,...,n — 1. N ante-
pentltima igualdade usamos o fato que {uy,us,...,u,_1} é um conjunto ortogonal. Logo,

v = {uy, ug, ..., u, } é uma base ortogonal de V' e isto conclui a prova. O

Caro aluno, vejamos, em exemplos, como aplicar o Processo de Gram-Schmidt.

Exemplo 2.11. Seja V = R? e consideremos a base
f={v1=(1,1,0),v9 = (2,0,1),v3 = (2,2,1)}

(realmente é base? Verifique!). Entao seguindo o Processo de Gram-Schmidt temos que
up =v; = (1,1,0) e

<’U27U1>
U2 2 — 1
[ |2
2
= (2,0,1) — 5(1, 1,0)
= (1,-1,1).
Finalmente,
(vs, u1) (vs, u2)
us = Vs — U Ug
[ [|? [[ua |

— 221) - %(1, 10)— 21,1, 1)

B 112
- 1’3’3)°
112

L —du = (1,1,0)ug = (1, -1, 1) ug = | —=, =, =
0go, 7 {ul (7 ) )7“2 (7 ,),Ug ( 17373

obtida a partir da base 5. Se quiséssemos uma base ortonormal, multiplicariamos cada

)} ¢ uma base ortogonal de R3
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elemento da base 7 pelo inverso de sua respectiva norma. Assim,

X . 2/ 112
5 — {E(l,l,O),ﬁ(L_l’l)’ 3 (_1’5’5)}

Exemplo 2.12. Seja V = Py(R) = {ao + a1x + as2? : ag,a1,as € R} o espago vetorial
dos polinomios com coeficientes reais de grau menor que ou igual a 2, e tomemos sobre
ele o produto interno do exemplo 1.3 para o espago C([0,1]). Seja 8 = {1,z,2?} a base
candnica de Py(R) (Verifique que ¢é base!). Vamos ortonormalizar § através do Processo de

Gram-Schmidt. Sejam vy = 1, v, = 2 e v3 = 22, Assim, u; = 1,

o </027u1>
Ug = Vg — 2U1
[[ua
(x,1)
= -l
T
1
= xr — —
2
€
(1137 U1> <113, U2>
Uz = V3 — Ul U9
[[un |2 [[uz]?
2 <1’2, 1> <$2>‘T B %> 1
- 1 (@w-Laz-1 )
27 2
1 1
_ 2 _ - _ _ =
S, ( 2)
1
_ 2 _ -
= :1:—|—6.

Logo, vy ={wi =lLup=2—3,us =2 —z + %} é uma base ortogonal de Po(R). Complete
as contas para determinar uma base ortonormal.
Obs 2.7 (Comunicado). Dedicados alunos, o Processo de Gram-Schmidt é de grande valia

para o nosso curso. Portanto, sugiro que vocés pratiquem bastante como encontrar uma base

ortonormal através deste.

A proposicao abaixo mostra um outro caminho de verificar se um conjunto finito é line-

armente independente. Mais precisamente,

Proposigao 2.2. Seja V' um espago vetorial com produto interno {-,-). Entao todo conjunto

ortogonal X CV tal que O ¢ X ¢ linearmente independente.
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Demonstrag¢ao. Sejam vy, vs, ..., v, vetores em X e consideremos a combinacgao linear nula
AU + AgUs + ... + A, = 0. Devemos mostrar que a unica solugao para essa equagao ¢é
Al =X = ... = Ay = 0. Entdo (Muvy + Avg + ... + A\pu, v1) = (0,v1) = 0, nesta tltima
desigualdade usamos a Proposicao 1.1. Como X é um conjunto ortogonal, entao (v;,v;) =0

sempre que i # j (ver observacao 2.5). Através das propriedades da Proposi¢ao 1.2, obtemos
0 = >\1<'U1, ’U1> + )\2<U2,Ul> 4+ ...+ )\m<vm7 U1> = )\1<U1, U1>. (24)

Mas (vy,v1) > 0, pois 0 € X (ver Definigao 1.1). Portanto, de (2.4), concluimos que A\; = 0.

Analogamente, prova-se que Ag, A3, ..., A, = 0. Isto garante que X é lL.i.. O

Obs 2.8. Se X é um conjunto ortogonal de V' com n vetores, onde dim V' = n (dimensao de

V'), entao pela Proposigao 2.2 temos que X é uma base de V' (pois, X é 1.i.).

Exemplo 2.13. O conjunto X = {(1,1),(1,—1)} é Li., pois X é ortogonal (ver exemplo
2.5). Usando a observagao 2.8, X é uma base de R?, ji que dimR? = 2.

Exercicios de Fixacao
1. Ortonormalizar a base {(1,1,1),(1,—1,1),(=1,0,1)} do R3, pelo Processo de Gram-
Schmidst.
2. Seja W = {(z,y,2) : © — 2y = 0}. Determinar uma base ortonormal de W.

3. Seja V o espago formado pelos polinomios de grau menor ou igual a 2 munido pelo produto
interno canonico de C([0, 1]). Ortonormalizar utilizando o Processo de Gram-Schmidt a base

canodnica {1,t,t?}.

4. Determinar uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespacos do R* utilizando

o0 Processo de Gram-Schmidt:
i) W=1[(1,1,0,0),(0,1,2,0),(0,0,3,4)];
ii) W =1[(2,0,0,0),(1,3,3,0),(3,—3,-3,0)].

5. Determinar uma base ortonormal do subespaco
W ={(z,y,2,t):x—y—2=0ez—2t =0}

6. Determinar uma base ortonormal do subespaco W = [(1,1,1), (1, -2, 3)] em relacdo ao

produto interno dado por (u,v) := z1y; + 222y + x3y3,V u = (21,22, 23) € v = (Y1, Y2, Y3)-

26



2.4 Conclusao

A definigao de angulo entre elementos de um espago vetorial arbitrario através de um produto
interno permite trabalharmos com conjuntos ortonormais e, mais especificamente, com bases

ortonormais, simplificando a forma de representar os elementos deste espaco.

2.5 Exercicios Propostos

1. Considere agora o espago vetorial C([—m,7|) com o produto interno canoénico. Mostre

que {1,sen t,cost,sen 2t,cos2t,...} é um conjunto ortogonal. Este conjunto é ortonormal?

2. Sejam V um espago vetorial com produto interno (-,-) e 5 = {vy,v9,...,v,} uma base

ortonormal de V. Sejam u,v € V tais que
U = X1V + ToUs + ... + TpUp € U = AU + AUz + ... + A0,

Mostre que

i) v = (v,v)v; + (v, V)V + ... + (V, V)V

i) (u,v) = (u,v1){(v,v1) + (u, v2)(V, V) + ... + (U, V) (V, V)5

iil) Jul]? = (u,v1)? + (u,v2)? + ... + (u, v,)>.

3. Seja R* com o produto interno canoénico. Seja W o subespaco de R* consistindo de todos

os vetores que sdo ortogonais aos vetores u = (1,0,—1,1) e v = (2,3, —1,2). Encontre uma

base ortonormal para W.

4. Use o Processo de Gram-Schmidt aos vetores v = (1,0,1), v = (1,0, —1) e w = (0, 3,4),

para obter uma base ortonormal de R3.

5. Seja V um espago vetorial com produto interno (-,-). Seja W um subespaco de V. Seja
{v1,v9,...,v,} uma base ortonormal de W. Mostre que V v € V, vale a desigualdade de

Bessel .

> (v,0)* < ol

j=1
6. Seja T" : V. — V um operador linear sobre um espago vetorial V' de dimensao finita
com produto interno (-,-). Entao se [T]s = (A;;) com relacdo a uma base ortonormal

B = {v1,vs,...,v,}, prove que A;; = (Tvj,v;).
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7. Determinar uma base ortonormal do subespaco W de R? dado por

W ={(z,y,z) : x —y = 0}.

8. Seja {vy, vy, v3} base ortonormal de R?, definem-se os cossenos diretores de u em relagao
<u7 Ul>7 <u7 02> e cosy = <’LL, U3>
[ [ [

a base dada por cosa = cos B = . Provar que:

i) u = ||u]|((cosa)vy + (cos B)vg + (cosvy)vs);

ii) cos?a + cos? 8 + cos?y = 1.

Proxima Aula

A seguir mostraremos como decompor um espacgo vetorial numa soma direta de dois su-

bespagos.
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