Capitulo 4

A Adjunta de um Operador Linear

Curso: Licenciatura em Matematica

Professor-autor: Danilo Felizardo Barboza

Wilberclay Gongalves Melo
Disciplina: Algebra Linear II
Unidade 1I
Aula 4: A Adjunta de um Operador Linear

Meta

Mostrar para o aluno a construgao de uma aplicagao linear importante, chamada de aplicacao

adjunta.
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Objetivos

Ao final da aula, o aluno deve ser capaz de representar um funcional liner na forma de um

produto interno e calcular a adjunta de uma aplicacao linear.

Pré-requisitos

Algebra Linear I

4.1 Introducao

A definicao de operador linear adjunto permitira, adiante, uma classificacao de operadores
lineares. A construcao da adjunta de uma transformacao linear é baseada no fato que para
cada funcional linear estd associado um elemento do espaco vetorial, de forma que este

funcional é representado por um produto interno.

4.2 Adjunta de um Operador Linear

Caro aluno, nesta aula, mostraremos como, em alguns casos, ¢ possivel obter, a partir de
um operador linear, uma aplicagao linear chamada Adjunta. Veremos que propriedades este
novo operador satisfaz. A adjunta serd responsavel pela definicao de operadores de grande

relevancia para a Algebra Linear.

4.2.1 Definicao e Exemplos

O Teorema a seguir caracteriza todos os funcionais lineares reais sobre um espaco vetorial
com produto interno e dimensao finita. Antes de enuncia-lo relembre a definicao de funcional

linear real.

Definigao 4.1 (Funcional Linear). Seja V' um espaco vetorial. Dizemos que uma aplicac¢ao

f:V — R é um funcional linear se f(Au+ v) = Af(u) + f(v), para todos u,v € V e todo
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A €R. Oconjunto V* = {f:V — R: f é linear} é um espagco vetorial chamado espago dual
de V.

Exemplo 4.1. A aplicagio f : R?> — R, dada por f(z,y) = 2z + y, ¢ um exemplo de

funcional linear.

Seja V um espaco com produto interno e seja w € V. A funcao g : V — R definida por
g(v) = (v,w), para todo v € V, é linear (justifique!). O préximo resultado expressara o fato

que se V' é um espaco de dimensao finita, entao todo funcional linear sera desta forma.

Teorema 4.1 (Teorema da Representagao de Riesz). Seja V' um espago vetorial com produto
interno (-,-) e dimensdo finita. Dado um funcional linear f 1V — R, existe inico v € V tal

que f(u) = (u,v), para todo u € V.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2, sabemos que existe uma base ortonormal de V. Digamos

que {v1, v, ...,v, } é esta base. Dado u € V, pela definigdo de base, temos que
u = )\11)1 + )\22)2 + ...+ )\nvn.

Note que
(u, Ul> = <)\1U1 -+ )\21)2 + ...+ )\nvn, 1}1>.

Portanto, pela Defincao 2.4,
(u,v1) = A (v1,v1) + Ao (v, v1) + ... + A\ (Vp, V1) = A1
Analogamente, prova-se que \; = (u, v;), para todo i = 1,2, ..., n. Assim sendo,
u = (u,v1)vy + (U, v9)Vs + ... + (U, Uy )Uy.
Consequentemente, usando a Definicao 4.1,

flu) = f({u,vi)vr + (u,v2)v2 + ... + (U, vy)vn)
(1) + (u,ve) f(vg) + . + (w,v,) f(v5)
fvr)vr) + (u, f(va)ve) + ... + (u, f(vn)vn)
w, f(vy)vy + f(va)va + ... + f(vn)Un)-

U,

<

{
= (u,
{
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Defina v = f(vy)vy + f(ve)ve + ...+ f (v, )v,. Portanto, f(u) = (u,v), para todo u € V. Agora,
vamos provar a unicidade de v € V. Suponha que existe w € V' tal que f(u) = (u,w), para
todo u € V. Com isso, (u,w) = f(u) = (u,v), para todo u € V. Dai, (u,w —v) = 0, para
todo w € V. Usando o item iv) da Proposi¢ao 1.1, chegamos a w — v = 0. Logo, w = v.

Isto porva a unicidade. O

Exemplo 4.2. Seja f(z,y) = 2x + y o funcional visto no exemplo 4.1. Entao podemos
escrever f(z,y) = {(z,y),(2,1)), para todo (z,y) € R% Logo, v = (2,1) é o vetor relatado

no Teorema 4.1.

Corolario 4.2 (Isomorfismo entre V e V*). Seja V' um espago vetorial com produto interno

(-,-). e dimensao finita. Entdo V* € isomorfo a V.

Demonstragao. Defina T : V* — V por T(f) = v, onde f(u) = (u,v), para todo u € V
(ver Teorema 4.1). Como dim V* = dim V', entao, pelo Teorema do niicleo e imagem, basta
provar que 7' é linear e injetora, ou seja, que T é linear e ker(7") = {0}, para provar que
T ¢é um isomorfismo. Primeiramente, vamos provar que 7' é linear. Com efeito, sejam
f,g € V* e X € R. Entao, pelo Teorema 4.1, existem tnicos v, w € V tais que f(u) = (u,v)
e g(u) = (u,w), para todo u € V. Portanto,

(Af +9)(w) = Af(u) + g(u) = Mu, v) + (u, w) = (u, Ao + w),

para todo u € V. Ou seja, T(\f + ¢g) = Av + w (ver unicidade no Teorema 4.1). Consequen-
temente,

TAf+g) =X +w=A\T(f)+T(g).

Assim, T é linear. Agora, considere que f € ker(7T'), ou seja, T'(f) = 0. Logo, v =T(f) = 0.
Por fim, f(u) = (u,v) = 0, para todo u € V. Isto é, f = 0. Isto mostra que ker(7') = {0}. O

Definigao 4.2 (Adjunta). Seja T : U — V uma transformacao linear, onde U e V sao
espagos vetoriais com produtos internos (-, )y e (-, )y, respectivamente. Dizemos que uma

aplicagao T™ : V' — U ¢é a adjunta de T se esta satisfaz
(0, T(u)v = (T"(v), w)v,
para todou € U,v € V.
Obs 4.1. Quando nao houver possibilidade de confusdo escreveremos, simplesmente, (-, -)
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para representar (-,-)y € (-, )y, mas deve estar claro que estes produtos estao sobre U e V,

respectivamente.

Exemplo 4.3. Seja V' o espaco dos polinomios sobre R com o produto interno canonico de
C([0,1]) (ver exemplo 1.3). Fixe g € V. Defina T': V. — V pondo T'(f) = f - g, para todo

f € V. Vamos procurar a adjunta de T (caso esta exista). Observe que

(f7T(h)>=<f,h-g>=/0 f(t)[h(t)g(t)]dtZ/o [f@)g()]h(t)dt = (f - g, h) = (T(f), h),

para todos f,h € V. Portanto, T*(f) = T'(f) para todo f € V. Ou seja, T* =T.

4.2.2 Existéncia e Unicidade da Adjunta

As perguntas que surgem no exemplo 4.3 sao: a adjunta sempre existe? E se existe, esta
é unica? A resposta para a primeira pergunta é negativa, veremos um exemplo na lista de

exercicios propostos. A resposta para a segunda pergunta estd na seguinte proposicao.

Proposicao 4.1 (Unicidade da Adjunta). Seja T : U — V wuma transformacao linear, onde
U eV sdo espagos vetoriais com produtos internos (-,-)y e (-, )y, respectivamente. Caso

exista T, esta € unica.

Demonstracao. Suponha que existe S': V' — U tal que
(0, T(u))y = (S(v), wo,
para todo u € U e v € V. Entao,
(T*(v), wyy = (v, T(u))y = (5(v), wo,
para todo u € U e v € V. Ou seja,
(T"(v) = S(v), wv =0,
para todo u € U e v € V. Assim, isto é, T*(v) — S(v) = 0, para todo v € V' (ver item iv) da

Proposigao 1.1) e, portanto, S = T*. Isto garante a unicidade de T*. O
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Note que, no exemplo 4.3 vimos que 17" = T, entao como 7' é linear podemos concluir
que T™ é linear. Isto sempre ocorre? Ou seja, quando a adjunta existe, além de ser unica,

esta é uma transformacao linear? Confira a resposta na sequéncia.

Proposicao 4.2. Seja T : U — V uma transformacado linear, onde U e V sao espacos
vetoriais com produtos internos (-,-)y e (-,-)y, respectivamente. Caso exista T*, esta é

linear.

Demonstracao. Sejam v, w € V e A € R. Entao, usando a Proposicao 1.1, obtemos

(T*(Ww+w),uyy = M4+wT(u))y =M+wT(w)y =Xv,T(u)y + (w,T(uw)v
= NT"(w),u)y + (T*(w),u)y = NT™(v) + T (w), u)y,

para todo u € U. Ou seja,
(T* (M4 w),u)y = (AT*(v) + T*(w), u)y,
para todo u € U. Portanto,
(T* (M 4+ w) — (ANT*(v) + T (w)), u)y =0,
para todo u € U. Utilizando o item iv) da Proposi¢ao 1.1, concluimos que
T (M 4+ w) — (AT*(v) + T*(w)) = 0,
Ou, equivalentemente, T*(A\v + w) = AXT*(v) + T*(w). Isto nos diz que T é linear. O

Prezado aluno, serd que existe alguma condi¢ao que estabelece a existéncia da adjunta?

Teorema 4.3 (Existéncia e Unicidade da Adjunta). Seja T': U — V uma transformacdo li-
near, onde U eV sao espagos vetoriais com produtos internos (-, )y € (-, )y, respectivamente,

e de dimensoes finitas. Entao T™ existe, € unica e linear.

Demonstragao. Defina, para cada v € V, f(u) = (v,T(u))y, para todo u € U. Note que
f U — R é um funcional linear. De fato, através da linearidade de T e da definicao 1.1,

obtemos

fAu+w) = W, TAu+w))y = (v, \T'(u)y + (v, T(w))y = Xv,T(u))y + (v,T(w))y
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= M(u) + fw),

para todo u,w € U. Ou seja, f(Au+ w) = Af(u) + f(w), para todo u,w € U. Isto nos diz
que f é linear. Pelo Teorema de Representacao de Riesz 4.1, existe um unico w € U tal que

f(u) = (u,w)y = (w,u)y, para todo u € U. Dai,
(0, T(w)v = f(u) = {w,u)u,
para todo u € U. Por isso, defina T*(v) = w. Logo,
(0, T(u))v = (T"(v), w)v,

para todo u € U e v € V. T* é adjunta de T. A unicidade estd garantida pela Proposigao

4.1 e a linearidade através da Proposicao 4.2. O]

Exemplo 4.4. Seja T : R? — R? dado por T'(z,y) = (z,2x+y, —y). Sabemos que a adjunta

de T existe, pelo Teorema 4.3. Entao vamos determiné-la. Usando a defini¢ao 4.2, obtemos

((a,;b,¢), T(x,y)) = ((a,b,), (x,22 +y,~y))
= ar+b2x+vy)—cy
= (a+2b)x+ (b—c)y
= ((a+2bb—c),(z,y)).

Logo, T*(a,b,c) = (a + 2b,b — c), para todo (a,b, c) € R?, define a adjunta de T.
Exemplo 4.5. Defina T : R* — R? por T'(z,y) = (—y, z). Dai,
<(6L7 b)u T(ZE, y>> = <((l, b)a <_y7 (L’)> = —ay + br = bx + (_a>y - <(b7 _a’)a (l’,y»
Logo, T*(a,b) = (b, —a),V (a,b) € R? define a adjunta de T. Neste caso, T* = —T.
Exemplo 4.6. Seja T': R? — R? dada por T(x,y) = (y,z). Note que
((a,0),T(z,y)) = ((a,b), (y,x)) = ay + bz = bz + ay = ((b,a), (z,y)),

para todo (z,y), (a,b) € R?. Entao T*(a,b) = (b,a). Logo, T* =T.
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4.2.3 Propriedades da Adjunta

Caros alunos, sabemos que a soma de duas transformacoes lineares é uma transformacao
linear. Faz sentido, entao, perguntar se existe ligacao entre a adjunta de uma soma e as
adjuntas de cada uma das parcelas. O mesmo pode ser indagado sobre composi¢ao, multi-
plicagao por escalar envolvendo transformagoes lineares. O proximo resultado estabelece as

propriedades da adjunta.

Proposicao 4.3. Sejam T,S : U =V e P:V — W transformacoes lineares, onde U, V' e

W sao espacos vetoriais com produto interno e dimensao finita. Seja A € R. Entao:

i) I* =1, onde I € a transformagao linear identidade, isto €, I(v) = v, para todo v,
ii) (T4 S)* =T*+ S*, em palavras, a adjunta de uma soma € a soma das adjuntas;

iii) (AT)* = AT™*, em palavras, a adjunta de uma multiplica¢ao por escalar é a multiplicacao

por escalar com a adjunta;

iv) (PoT)* =T%o P*, em palavras, a adjunta de uma composta é a composta das adjuntas

com os fatores comutados;

v) T* = (T*)* =T, em palavras, a adjunta da adjunta de uma transformacao linear € a

propria transformacao.

Demonstracao. A existéncia e a unicidade destas adjuntas estao garantidas pelo Teorema
4.3. Essas propriedades decorrem imediatamente da Defini¢ao 4.2. De fato,

i) I* = I segue diretamente do fato que

<Uv[(u)>V = <U’U>U = <I(U)au>U7

para todo u,v.

ii) (T'+ 5)* = T* + S* é uma consequéncia do fato que

(0, (T+95)(w) = (v,T(u)+ S(u))
w)) + (v, S(u))
yu) +(5*(v), u)

+ S*(v), u),

(0,7
(0, 7(
= (I"(v)
{T"(v)

v
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paratodou e Uewv e V.

iii) Da Defini¢ao 4.2, também concluimos que
(v, AT)(u)) = (v, AT'(u)) = Mo, T'(u)) = MI™(v), u) = (ANT*(v),u),

para todo u € U e v € V. Assim, (AT)* = \T™.

iv) Novamente pela Defini¢ao 4.2, encontramos

(w,(PoT)(u) =

para todo u € U e w € W. Portanto, (P oT)* =T* o P*.
v) Por fim, T** = T segue do fato que

(0, T (u)) = (T'(v),w),

paratodou e Uev e V.
]

Exemplo 4.7. Seja S : R? — R3, definido por S(x,y) = (2x,4x + 2y, —2y). Desejamos
encontrar a adjunta de S. Observe que S = 27, onde T'(z,y) = (z,2z + y, —y). Vimos no
exemplo 4.4 que T*(a, b, c) = (a+ 2b,b— ¢). Logo, pelo item iii) da Proposigao 4.3, obtemos

S*(a,b,c) = (2T)*(a, b, c) = 2T*(a,b,c) = 2(a + 2b,b — ¢) = (2a + 4b, 2b — 2c¢).
Exemplo 4.8. Seja S : R? — R? dado por S(z,y) = (z — y,z + y). Note que,
S(a,y) = (x—y,x+y) = (2,9) + (—y,2) = L(2,y) + T(z,y) = ([ + T)(z,y),

para todo (z,y) € R?, onde T estd definida no exemplo 4.5 e I é a identidade de R?. Vimos

que T*(a,b) = (b, —a). Portanto, usando os itens i) e ii) da Proposigao 4.3, encontramos

S*(a,b) = (I+T)"(a,b) = (I"+T")(a,b) = I"(a,b)+T*(a,b) = (a,b)+ (b, —a) = (a+b,b—a).
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Veremos que a inversa da adjunta de um isomorfismo ¢ a adjunta da inversa desta
aplicacao.
Proposicao 4.4 (Adjunta da Inversa). Seja T : V. — V' um isomorfismo, onde V € um

espago vetorial com produto interno. Entdo T* (caso exista) também o é. Neste caso,
[T*]fl — [Tfl]*‘

Demonstracao. Como T' é um isomorfismo, existe aplicacao linear 77! : V — V satisfazendo
ToTt =T'1oT =1, onde I : V — V é a identidade de V. Portanto, utilizando
os itens i) e iv) da Proposi¢ao 4.3, obtemos [T o T~ !]* = [T~! o T]* = I*. Com isso,
[T~'*oT* =T*o [T']* = I. Isto nos diz que T* ¢ inversivel, ou seja, T* ¢ um isomorfismo
(ver Proposicao 4.2). Além disso, [T*]7! = [T1]*. O

Exemplo 4.9. Seja T'(z,y) = (—y, x). Vamos mostrar que [T~!]* = —T~!. Vimos no exem-

plo 4.5, que T* = —T'. Logo, pela Proposicao 4.4,

Por que T é inversivel?

Proposicao 4.5. Seja T : V. — V um operador linear, onde V € um espaco vetorial com
produto interno (-,-). Seja U um subespago T-invariante, isto €, T(U) C U. Suponha que
T*:V =V existe, entao U+ é T*-invariante, ou seja, T*(U+) C U+,

Demonstragdo. Seja u € T*(U4), entao existe v € Ut tal que u = T*(v). Dado w € U,
temos que (u, w) = (T*(v),w) = (v, T(w)). Como w € U, entao T(w) € U, pois T(U) C U.
Por conseguinte, (u,w) = (v, T(w)) = 0, pois v € U+ e T(w) € U. Assim sendo, u € U+. Ou
seja, T*(UL) C UL O
Exemplo 4.10. Seja T : V — V uma transformagao linear tal que T' = T* (caso exista),
onde V' é um espago vetorial com produto interno (-,-). Seja U um subespago T-invariante,

entdo UL é um subespago T-invariante (ver Proposigao 4.5).

4.2.4 Matriz da Adjunta em Relagcao a uma Base Ortonormal

Caros alunos, sera que existe uma relacao entre a matriz de uma transformacao linear e
a matriz de sua adjunta? Em geral a resposta é negativa, mas se a base for ortonormal

obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 4.4. Seja T : V. — V uma transformacao linear, onde V é um espago vetorial

com produto interno (-,-) e dimensao finita. Seja 5 = {v1, v, ...,v,} uma base ortonormal
de V. Entao [T*]g = [T}

Demonstragao. Seja [T]z = (A;;). Note que T'(v;) = Ajju; + Agjue + ... + A, jv,. Consequen-

temente,
<T(Uj), Ui> = <A1j’l}1 + AQjUQ + ...+ Anjvn, Ui> = A1j<U1, ’UZ‘> + A2j<’027 Ui> + ...+ Anj(”nu Ui>'

Como f é uma base ortonormal, entdo (1'(v;),v;) = Ai;j(vi,v;) = A;j (ver Definicao 2.4).
Logo, (T'(vj),v;) = A;j, para todo 4, j = 1,2, ...,n. Seja [T*|3 = (B;;). Analogamente ao que

foi feito nesta demonstracao, temos que
Bij = (I"(v), vi) = (v3, T'(vi)) = (T'(vi),vj) = Ay,

para todo 7, j = 1,2, ...,n. Isto nos diz que [T*]g = [T7j. ]

0 —1
1 0
relacao & base canonica de R%. Como esta base é ortonormal, em relacao ao produto interno

Exemplo 4.11. Seja T(x,y) = (—y,z). Entao [T]. = ( ) ¢ a matriz de T em

~

0 1
canonico de R?, usamos o Teorema 4.4 para concluirmos que [T*], = [T]! = ( Lo >

Portanto, T*(a,b) = (b, —a).

Exercicios de Fixacao

. Seja T : R?* — R? dado por T'(z,y) = (10z — y,y). Encontre T*.
. Seja T : R? — R? dado por T(z,y) = (v/3z,z — 4y). Encontre T*.
(z,y

1
2
3. Seja T : R* — R3 dado por T'(z,y,2) = (r — y, 2,y + z). Encontre T*.
4. Seja T : R® — R3 dado por T'(z,y,2) = (0,0, z). Encontre T*.

5

. Em R? verifique que ((z1, T2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 22191 + 3222 + 4x3y3 define um produto

interno. Encontre a adjunta da aplicacao linear T" dada por

T 1 0 1 T
T vy = 2 -1 3
z 3 —1 4 z
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com relagao a esse produto interno.

6. Seja T : V — V um operador linear sobre um espago vetorial V' com produto interno.

Suponha que existe T* e que T'(v) = Av e T*(w) = pw, com X # u. Mostre que (v, w) = 0.

7. Sejam U,V espagos vetoriais com produto interno e dimensao finita e 7' : U — V linear.

Mostre que
i) T é injetora se, e somente se, T* é sobrejetora;
ii) T é sobrejetora se, e somente se, T é injetora.

8. Seja V um espago vetorial com produto interno e u,v € V vetores fixados. Mostre que

T(xz) = (x,u)v define uma aplicagao linear. Mostre que T™* existe e obtenha sua expressao.

9. Seja T : U — V uma transformacao linear entre espacos vetoriais de dimensao finita com
produto interno. Se dim U < dim V', prove que o operador T'o T™ : V' — V nao ¢ invertivel.

Mas se ker T" = {0}, prove que T* o T : U — U ¢é invertivel.

4.3 Conclusao

Concluimos nesta secao que a cada operador linear sobre um espaco vetorial de dimensao
finita esta associado um operador linear adjunto que relaciona elementos do espaco dual com

elementos do espago vetorial.

4.4 Exercicios Propostos

1. Sejam U,V espacos vetoriais com produto interno e dimensao finita. Seja T : U — V
linear. Mostre que 7*oT : U — U eToT*: V — V tém o mesmo posto de T'. Lembre que
posto(T') = dim Im(7T").

2. Sejam U,V espagos vetoriais com produto interno. Mostre que U & V é um espaco
vetorial com produto interno se definirmos ((z1,y1), (z2,¥2)) := (@1, 2)uy + (Y1, y2)v. Defina

T:UsV -V aU por T(x,y) = (y, —x). Mostre que T* existe e obtenha sua expressao.

3. Seja V um espaco vetorial com produto interno e dimensao finita. Para cada u,v € V'
defina T, ,(7) = (z,v)u. Mostre que Ty, = T, .
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4. Sejam U,V espacos vetoriais com produto interno. Mostre que U & V' é um espaco
vetorial com produto interno se definirmos {(x1,y1), (T2, y2)) := (x1, x2)v + (Y1, y2)v. Defina

T:UdV -V aU por T(x,y) = (y, —x). Mostre que T* existe e obtenha sua expressao.

5. Seja V um espago vetorial com produto interno e dimensao finita. Para cada u,v € V
defina T, (7) = (w,v)u. Mostre que Ty, = T, .

Proxima Aula

Na sequéncia faremos um estudo da classe de operadores dito auto-adjuntos.
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