Capitulo 8

Formas Bilineares

Curso: Licenciatura em Matematica

Professor-autor: Danilo Felizardo Barboza

Wilberclay Gongalves Melo
Disciplina: Algebra Linear II
Unidade 1I
Aula 8: Formas Bilineares

Meta

Propiciar ao aluno o conceito e principais propriedades de formas bilineares.
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Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de identificar uma forma bilinear, de qual tipo
e quais suas principais propriedades.

Pré-requisitos

Algebra Linear I.

8.1 Introducao

Formas bilineares e formas quadréticas estao envolvidas com a representacao de conicas e
superficies em R? e R?, respectivamente. Possuem aplicacoes importantes em otimizacao e
programacao linear. H& uma relagao entre formas bilineares simétricas e operadores auto-
adjuntos, de modo que a representacao matricial de uma forma bilinear simétrica também é

diagonalizavel.

8.2 Formas Bilineares

8.2.1 Definicao e Exemplos

Definicao 8.1. Seja V' um espago vetorial. Uma funcao f : V x V — R que satisfaz

i) f(Au,v) = Af(u,v), para todo u,v € V, A € R;
ii) f(u, \) = Af(u,v), para todo u,v € V, X € R;
iii) f(u+ w,v) = f(u,v) + f(w,v), para todo u,v,w € V;

iv) f(u,v+w)= f(u,v) + f(u,w), para todo u,v,w € V;
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¢ chamada forma bilinear sobre V', ou simplesmente forma bilinear.

Notacao: B(V) ={f:V xV — R é uma forma bilinear}.
Obs 8.1. Verifique que B(V) munido das operagoes de adigao,
(f +9)(uw,v) = flu,v) + g(u, v),

para todo (u,v) € V x V e de multiplicacao por escalar,

(Af)(u,v) = Af(u,v),
para todo (u,v) € V x V e XA € R, é um espagco vetorial.

Exemplo 8.1. Seja f : R? x R? — R uma funcao definida por
f((z,y), (a,b)) = 3xa — 2xb + Sya + Tyb.

Vamos mostrar que f ¢ bilinear. De fato, para (z,y), (a,b) e (c,d) € R?* e X € R, temos:

i) f(A(#,y),(a,0)) = f((Az,Ay), (a,b))
= 3(Ax)a —2(A\x)b+ 5(Ay)a + T(Ay)b
= A(3za — 2zb + bya + Tyb)
= )\f((x,y),(a, b))

11) f((a:,y),)\(a, b)) = f((x,?/),()\a, )‘b))
= 3z(Aa) — 2z(Ab) + 5y(Aa) + Ty(\b)
= A3za — 2zb+ 5ya + Tyb)

= M((z,y),(a,b)).

iii) f((z,9),(a,b) + (¢,d)) = f((z,y),(a+c,b+d))
= 3z(a+c) —2x(b+d) + 5y(a+c) + Ty(b+ d)
= (3za — 2zb+ Sya + Tyb) + (3xc — 2xd + Syc + Tyd)
= f((z,y),(a, b)) + f((z,9), (¢, d)).
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iv) f(@9) + (@ d), (@) = f((@+ey+d),(ah)
= 3x+c)a—2(x+c)b+5y+da+T7(y+d)b
= (3za —2xb+ bya + Tyb) + (3ca — 2¢b + bda + 7db)
= f((:c,y),(a,b))+f((c,d),(a,b)).

Pela Definicao 8.1, concluimos que f é uma forma bilinear.

Exemplo 8.2. Seja f : R? x R? — R dada por f((z,y),(a,b)) = —2zb + 2ya. Sejam
(x,y), (a,b),(c,d) € R? e A € R. Note que f ¢ uma forma bilinear, pois:

i) f()‘(xvy)a(aab)) = f(()\x,Ay),(a, b))
= —2(Ax)b+2(\y)a
= A(—2xb+ 2ya)
= )\f((x,y),(a, b))

11) f((as,y),)\(a, b)) = f((x,y),()\a, )‘b))
= —2z(\b) + 2y(\a)
= A(—2zb+ 2ya)
= M((x,9), (a,0)).

i) f((2,9), (0.0) + () = f((@y), (@t eb+d)
= —2z(b+d)+2ya+c)
= (—2zb+ 2ya) + (—2xd + 2yc)
= (@), @b) + (@), (e d).

iv) f((z,y) + (¢, d), (a,0)) = [f((z+cy+d), (a,b))
= 2x+c)b+2(y+da
= (—2xb+ 2ya) + (—2c¢b + 2da)
= (@) @) + £((e ), (0,5).

Exemplo 8.3. Seja V um espaco vetorial com produto interno (-,-). Vamos provar que
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(-,-) : V xV — R é uma forma bilinear. Note que, pela Defini¢ao 1.1,

i) (A\u,v) = A(u,v), para todo u,v € V, A € R;
ii) (u, \) = Xu,v), para todo u,v € V, XA € R;
iii) (u+ w,v) = (u,v) + (w,v), para todo u,v,w € V;
iv) (u,v+w) = (u,v) + (u, w), para todo u,v,w € V;
ou seja, (-,-) satisfaz todos os itens da Defini¢ao 8.1. Isto nos diz que (-,-) é uma forma
bilinear.
Exemplo 8.4. Seja V um espago vetorial com produto interno (-,-). Seja 7' : V — V um
operador linear. Seja f(u,v) = (T'(u),v), para todo u,v € V. Entao,
i) f(Au,v) = (T'(A\u),v) = (A\T(u),v) = XNT(u),v) = Af(u,v), para todo u,v € V e
A €ER;
i) f(u, ) = (T(u), \w) = XT(u),v) = Af(u,v), para todo u,v € Ve XA € R;

iii) flu+w,v) = (T(u+w),v) = (T(u) + T(w),v) = (T(u),v) + (T'(w),v) = f(u,v) +
f(w,v), para todo u,v,w € V;

iv) flu,v+w) = (T'(u),v+w)y = (T(u),v) + (T'(u),w) = f(u,v) + f(u,w), para todo
u,v,w € V.
Logo, f é uma forma bilinear.

Exemplo 8.5 (Forma Nao-bilinear). Seja f : R? x R?> — R uma fungao definida por
f((z,y),(a,b)) = 1, para todo (z,y),(a,b) € R% Afirmamos que f nao é uma forma bi-

linear. Com efeito,

f(2(170)7 (07 1)) = f((270)7 (07 1)) =1le 2f((1’0)7 (07 1)) =2-1=2

Com isso,

f(2(1,0),(0,1)) # 2f((1,0), (0, 1)).

Portanto, f nao satisfaz o item i) da Defini¢ao 8.1. Dessa forma, f ndo é uma forma bilinear.
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8.2.2 Formas Bilineares Simétrica e Anti-simétrica

Definicao 8.2. Seja VV um espaco vetorial. Seja f : V xV — R uma forma bilinear. Dizemos
que

i) f é simétrica se f(u,v) = f(v,u), para todo u,v € V;

ii) f ¢ anti-simétrica se f(u,v) = —f(v,u), para todo u,v € V.

Exemplo 8.6 (Forma Bilinear Nao-simétrica). A forma bilinear do exemplo 8.1 ndo ¢é

simétrica. Com efeito,

f<(170>7 (07 1)) =—2e f((07 1)7 (170)) =9,

ver definicao da forma no exemplo 8.1. Consequentemente,

f((1,0),(0,1)) # f((0,1),(1,0)).

Portanto, f, definida no exemplo 8.1, ndo é uma forma bilinear simétrica (ver Defini¢ao 8.2)

Exemplo 8.7. Seja V' um espaco vetorial com produto interno (-,-). Vimos no exemplo 8.3
que o produto interno é uma forma bilinear. Pela Defini¢ao 1.1, temos que (u,v) = (v, u),

para todo u,v € V. Logo, (-,-) é uma forma bilinear simétrica (ver Defini¢ao 8.2).

Exemplo 8.8. Considere a forma bilinear f((z,y), (a,b)) = —2xb + 2ya, vista no exemplo
8.2. Veja que

f((2,9), (a,b)) = =2xb + 2ya = —(=2ay + 2bx) = — f((a,b), (z,y)),

para todo (x,v), (a,b) € R% Logo, pela Defini¢ao 8.2, f é uma forma bilinear anti-simétrica.

8.2.3 Resultados Importantes
Caros alunos, veremos, nesta secao, que a reciproca do exemplo 8.4 é verdadeira, mas para
isto precisamos da finitude da dimenensao do espaco vetorial em questao.

Teorema 8.1. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-) e dimensdo finita. Seja

f:V xV — R uma forma bilinear. Entao existe um unico operador linear T :'V — V tal
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que f(u,v) = (T(u),v), para todo u,v € V. Além disso, f € simélrica se, e somente se, T €

auto-adjunto.

Demonstracao. Seja v € V um vetor fixado. Seja g : V — R uma aplicacao definida por

g(u) = f(u,v), para todo u € V. Note que, através da Definigao 8.1, chegamos a
gAu+tw) = fhu+w,v)=Af(u,v)+ f(w,v) = Ag(u) + g(w),

para todo u,w € V e A € R. Consequentemente, g é um funcional linear (ver Definigao 4.1).
Logo, pelo Teorema 4.1, existe um tnico w € V tal que g(u) = (u,w), para todo u € V.
Defina o operador S : V' — V dado por S(v) = w. Como dim V' ¢ finita, entao existe tinica

S*:V — V (ver Teorema 4.3). Seja T = S*. Consequentemente, pela Defini¢ao 4.2, obtemos

fu,0) = g(u) = (u, S(v)) = (5" (u),v) = (T(u),v),

para todo u,v € V. Vamos verificar que 7" é inico. Suponha que existe um operador P :

V' — V linear tal que

fu,v) = (P(u),v) = (T(u),v),
para todo u,v € V. Por conseguinte, (P(u)—T(u),v) = 0, para todo u,v € V. Pela Proposi¢ao
1.1, temos que P(u)—T(u) = 0, para todo u € V. Por fim, T'(u) = P(u), para todo u € V. Ou
seja, T' é o unico que satisfaz f(u,v) = (T'(u),v), para todo u,v € V. Assim, f(u,v) = f(v,u)

se, e somente se, (T'(u),v) = (T'(v),u). Portanto, T' é auto-adjunto, ver Definicao 5.1. [

Exemplo 8.9. Seja f : R? — R dado por f((x,y), (a,b)) = —2xb + 2ya. Vimos no exemplo
8.2, que f é uma forma bilinear. Seja T : R* — R? um operador linear definido por
T(x,y) = (2y, —2x), entao

f((2,9), (a,0)) = =2xb + 2ya = ((2y, —2x), (a, b)) = (T(2,y), (a, b)),

para todo (z,¥), (a,b) € R2. Vimos no exemplo 8.8, que f é anti-simétrica.

Prezado aluno, na Observacao da Definigao 8.1, informamos que B(V) é um espagco
vetorial. Com o Teorema 8.1, faz sentido perguntarmos se é possivel compararmos dim L(V")
com dim B(V) (aqui L(V) = {T : V — V é linear} e dimV é finita), j4 que existe uma
relacao entre uma forma bilinear e um operador linear. Vejamos o corolario a seguir que

responde a esta indagacao.
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Corolario 8.2. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-) e dimensdo finita.

Entao B(V) é isomorfo a L(V). Em particular, dim B(V) = dim L(V) = (dim V).

Demonstracao. Seja f € B(V) (ver Definicao 8.1). Pelo Teorema 8.1, existe um tnico
T € L(V) tal que f(u,v) = (T'(u),v), para todo u,v € V. Defina ® : B(V) — L(V) por
O(f) = T. Mostre que ® é um isomorfismo, isto é, & é uma transformacao linear bijetora.

Em particular, pelo Teorema do ntcleo e imagem, temos que

dim B(V) = dim L(V) = (dim V)?.

8.2.4 Matrizes de Formas Bilineares
Caro aluno, agora, vamos estabelecer a ideia de matriz de uma forma bilinear para um espagco
vetorial de dimensao finita.

Definicao 8.3. Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Seja 8 = {vy, v, ..., v, } uma

base de V. A matriz da forma bilinear f : V x V — R em relacao a base  é dada por

[fls = (f(vj,v4)), ou seja,

flor,v1)  flug,v1) oo flug,vy)
1l = flor,v9)  f(ug,ve) oo flun,v9)
flor,v,) flog,v1) oo fun,vn)

Exemplo 8.10. Seja f((x,y), (a,b)) = 3xa — 22b + Sya + Tyb a forma bilinear do exemplo

8.1. Vamos encontrar a matriz de f em relagao a base candnica de R? (ver exemplo 2.8).

( F((1,0).(1,0) £((0.1).(1,0)) ) _ ( 35 ) |
Obs 8.2. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-, -) e dimensao finita. Seja f uma

forma bilinear. Vimos, no Teorema 8.1, que existe um unico T tal que f(u,v) = (T'(u),v),

104



para todo u,v € V. Seja 5 = {vy, v, ..., v, } uma base ortonormal de V| entao

flvr,v1)  flug,v1) oo flug,v1)
f(Ul,’Ug) f(?)g,’UQ) f(Un,Uz)

[fls =
flo,vn)  flog,v1) oo fvn,vn)
(T(v1),v1)  (T(v2),01) (T'(n), v1)
_ | (T(w),v2) (T(v2),v2) (T'(n), v2)
(T'(v1),vn) (T(v2),vn) (T'(vn), vn)
= [Ts.

Teorema 8.3. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-) e dimensao finita. Seja
f:V xV = R uma forma bilinear simétrica. Entdo existe uma base ortonormal de V' tal

que [f]p € diagonal.

Demonstracao. Usando o Teorema 8.1, temos que existe um unico operador auto-adjunto
T tal que f(u,v) = (T'(u),v), para todo u,v € V, pois f é simétrica. Agora, utilizando o
Teorema 5.2, temos que existe uma base ortonormal 3 tal que [T]g é diagonal. Mas, pela

observagao 8.2, sabemos que [f]z = [T]3. Logo, [f]s é diagonal. O

Exemplo 8.11. Verifique que f((x,y), (a,b)) = ax + 2ay + 2bx — 2by é uma forma bilinear.
Seja T'(x,y) = (x + 2y, 2z — 2y) um operador linear (verifique). Veja que,

n-(y %)

onde ¢ é a base canonica de R?. Como [T, é simétrica, entao pelo Teorema 5.1, T é auto-

adjunto. Mas,
f((2,y), (a,)) = (T'(x,y), (a,)),

para todo (z,y), (a,b) € R? (verifique). Dessa forma, pelo Teorema 8.1, temos que f é uma

forma bilinear simétrica. Usando o exemplo 4.11 e a observacao 8.2, concluimos que

[f]ﬁzmﬁz<‘03 ;’)



onde = {(%, \7—%) , (%, \%)} ¢ uma base ortonormal.

ot

Exercicios de Fixacao

1. Seja f: V x V — R uma forma bilinear. Provar que

1) f(07U> :f(?},O) = 0;
ii) f (Z Ai%“) = Z)\if(viav);

iii) f <u, > Ajv]) => A f(v,v);
j=1 j=1
iv) f (Z Bivi, Y Ajvj) =D BAif(viy).
i=1 j=1

i=1 j=1

2. Sejam u = (x1,73) e v = (y1,%2) € R% Quais das seguintes fungoes sao formas bilineares:
i) f(u,v) = z1ys;

ii) f(u,v) = z1y9;

iii) f(u,v) = 21(y1 + 42);

iv) f(u,v) =0;

v) fu,v) =2t + 221

3. Calcular a matriz das formas bilineares da questao anterior em relagao a base canonica.

4. Seja f: R? x R? — R dada por f((z1,72), (y1,¥2)) = Z1%1 + T2y». Encontre a matriz de

f em relacao a cada uma das bases abaixo:

{(1’ 0)7 (07 1)} e {(1’ _1>’ (17 1)}

5. Seja f : R? x R? — R dada por f((z1,72), (y1,%2)) = T1y1 + 4oy + 2719 + 279y,
Encontre uma base § de R? tal que [f]z é diagonal.

6. Escreva a expressao geral de uma forma bilinear simétrica sobre R? e R3.

7. Escreva a expressao geral de uma forma bilinear anti-simétrica sobre R? e R3.
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8.3 Formas Quadraticas

Caros aluno, nesta se¢ao, utilizaremos o método de Lagrange para diagonalizar formas
quadraticas simétricas. Além disso, enunciaremos e provaremos a Lei da Inércia proposta

por Sylvester.

Definigao 8.4 (Forma Quadratica). Seja V um espaco vetorial. Seja f : V x V — R uma

forma bilinear simétrica. Uma aplicacao ¢ : V' — R, definida por

q(v) = f(v,0),

para todo v € V, é chamada forma quadratica sobre V.

Exemplo 8.12. f((z,y),(a,b)) = za — 5xb — Sya + yb é uma forma bilinear simétrica
(verifique!). Logo, ¢ : R? — R, dada por

q(z,y) = f((z,y), (x,y)) = z° — 10zy + ¢,

¢ uma forma quadratica.

Exemplo 8.13. Mostre que f((z,y), (a,b)) = 3za—yb é uma forma bilinear simétrica. Com

isso, ¢ : R? — R, definida por

q(x,y) - f((‘rvy)? (.I,y)) = 32% — y2 =0,

¢ uma forma quadratica.

Exemplo 8.14. Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-). Vimos no exemplo

8.3 que o produto interno é uma forma bilinear. Logo ¢ : V' — R, dado por
q(v) = (v,v) = [[v[|*,Y v €V,

é uma forma quadratica.

Obs 8.3. Se em vez da forma bilinear f : V x V — R tomarmos a forma bilinear simétrica

[ (w,0) + f(o,u)],

1
glu,0) =

temos ainda que ¢(v) = f(v,v) = g(v,v). Portanto, ndo hé perda de generalidade em se

exigir que a forma quadratica provenha de uma forma bilinear simétrica.
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Definicao 8.5. Seja V um espaco vetorial. Seja U subespaco vetorial de V. Sejaq: V — R
uma forma quadratica. Dizemos que ¢ é positiva em U, e escrevemos ¢ > 0, se g(u) > 0,

para todo v € U nao-nulo.

Obs 8.4. Analogamente, podemos definir formas quadraticas negativas, nao-negativas, nao-

positivas ...

Obs 8.5. Quando ¢ é positiva, negativa, nao-negativa ou nao-positiva, dizemos que ¢ é uma

forma quadratica definida em U. Caso contrério ¢ é dita indefinida em U.

Exemplo 8.15. Considere a forma quadratica

q(z,y) = |(z,y)|* = 2* + *,

vista no exemplo 8.14. Note que ¢(x,y) = 22 + y? > 0, para todo (z,y) # (0,0) € R?, pois
22 + y? = 0 se, e somente se, z = y = 0. Isto nos diz que ¢ é uma forma quadrética positiva

em R2.

8.3.1 Resultados Importantes

Caros alunos, nesta secao, poderiamos trabalhar em um espago vetorial arbitrario V' com
dimensao finita n. Porém, este espaco é facilmente identificado, através do isomorfismo
T :V — R, definido por T'(v) = [v]s (8 ¢ uma base ortonormal de V'), com R™. Portanto, por
conveniéncia, as formas quadraticas que aparecem aqui estao definidas sobre R". Com estas
consideragoes, veremos dois importantissimos Teoremas que trabalham com a diagonalizacao

de uma forma quadratica.

Teorema 8.4 (Teorema de Lagrange). Seja ¢ : R” — R wuma forma quadrdtica. FEntao
existe uma mudanca de coordenadas de modo que nas novas coordenadas a forma quadrdtica
€ diagonal, isto ¢€,

aY1, Y2, s Yn) = dryi + doy + ... + dnyn.
Antes de vermos a prova do Teorema 8.4, ilustremos com um exemplo o algoritmo que

serd utilizado para diagonalizar formas quadraticas simétricas. Este algoritmo é chamado

Método de Lagrange.
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Exemplo 8.16 (Método de Lagrange em R?). Seja ¢ : R® — R dada por
q(a,b,c) = 2a® — 3b* + ¢* — 2ab + dac — 4be.

Mostre que ¢ é uma forma quadratica (veja como obter a forma bilinear que gerou esta forma

quadrética na lista de exercicios). Note que

qla,b,c) = 2a* —3b% 4 ¢* — 2ab + 4ac — 4bc = 2(a® — ab + 2ac) — 3b* + ¢* — 4bc

[ b—2
= 2 a2—2a( 5 C)}—SbZ—i-cz—élbc
_ b—2c\1? b—2c\>
= 2|a— ¢ -2 ¢ —3b% + ¢ — 4be
2 2
b—2c\1°
= 2 a—( 5 c) —5—1-2{)6—262—3[)2—1—62—4[)0
L -, - ;
= 2|a— b2 —E—Zbc—c2
i 2 ] 2
[ b—2c\1> 7 2
- 9 o 0 2 22 2
_a ( 5 ) 2(b+ 7bc> c
b—2c\1> 7 2\* 2,
= 2_@-( 5 >_ —§(b+?0) +?C — C
b—2\1> 7 2\ 5,
= 2_@—( 5 )_ —§(b+?C) —?C.
b—2 2
Dessa forma, para ylza—( 5 C),ygzb—l—?c,yg:c, obtemos
7 5
4(y1,y2,y3) = 207 — 595 — 243
2 7
, . 7 5
Logo, q esta na forma diagonal, onde d; = 2,dy = —g3 dz = —

Note que o Método de Lagrange pode ser resumido na técnica de completar quadrados.

Mas, para isso precisamos seguir algumas regras. Vejamos a prova do Teorema 8.4.

Demonstracao. Seja {vy,va, ...,v,} a base canonica de R™. Entao, pelas Definigoes 8.1 e 8.4,

obtemos

Q(xl,xg, 7'rn) = f((xlax% "'7xn)7 (xhx% ,an))
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n n

= f{ 2w 3w
i=1 j=1

n
== inxjf(viavj)7
ij=1
onde f é uma forma bilinear que gera q. Seja a;; = f(v;,v;). Assim,
n
q(z1, 9, ..., x,) = Z QT %5 (8.1)
ij=1

Como ¢ é uma forma quadratica, entdo f é simétrica (ver Definicao 8.4). Portanto,
aij = f(vi,v5) = f(vj,v:) = aji.

Se a;; = 0, para todo 1, j, entdo ¢(z1,...,2,) = 0, ou seja ¢ estd na forma diagonal com
dy =dy = ... = d, = 0. Afirmamos que podemos considerar que a;; # 0. De fato, suponha
que a; = 0, para todo ¢ e que existam 4,7 tais que a;; # 0, com ¢ # j. Sem perda de

generalidade, considere que aj2 # 0. Dai, as parcelas que contém x; e xo em (8.1) satisfazem
A12T1T2 + A1 TaX1] = A12T1T2 + Q1220102 = 201271 T3.

Faca a mudanca de varidvel z1 = z; — 29 € 9 = 21 + 29, temos que
2@12$1$2 = 2@12(21 - 22)(21 + ZQ) = 2(1122% — 2@1225.

Como o termo que multiplica 27 é diferente de zero, podemos considerar que a;; # 0. Com

isso, agrupando os termos que contém x1, obtemos

n
2 21’1
anxl—i—QE a1;01T; = 4 1+—E Q1525
Jj=2

n 2

1
= a1 $1+—E A1 - — E Q15T
J

ai ai \ 75

Sejam

Y1 =1 + E 15T, Y2 = vy Yn = Ty
7j=2
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Portanto,

Q(yb Y2y -ees yn> = ally% + (11(927 Ys, .-y yn)7
onde ¢; é uma forma quadratica. Repita o processo para ¢; concluindo assim a diagonali-
7acao. O
Exemplo 8.17. Seja ¢ : R? — R dado por ¢(z,y) = zy, para todo (x,y) € R?. Apliquemos

o Teorema 8.4. Sejam

r+vy Yy—x
2

T=Y1r— Y€y =y + Yy, OUSEA, Y =

Dai,
a1 y2) = (Y1 — v2) (1 + v2) = yi — v3.

Agora, veremos um resultado conhecido como Lei da Inércia.

Teorema 8.5 (Teorema de Sylvester). Seja ¢ : R™ — R uma forma quadrdtica. O nimero
de termos positivos, negativos e nulos entre os coeficientes d;, da diagonalizacao de q no

Teorema 8.4, é sempre o mesmo.

Demonstracao. Sabemos, pelo Teorema 8.4, que é possivel diagonalizar q. Digamos que

q(y17y27 7yn> = dly% + d2y§ + ...+ dnyi

é uma diagonalizacao de ¢. Denote por m,, m_, my o nimero de di's positivos, negativos e

nulos, respectivamente. Vamos primeiramente provar a seguinte afirmacao
my = max{dimU : ¢ > 0 em U},

onde este maximo é tomado em todos os subespacos U de V. Reordene a diagonalizagao de

q de forma que di,ds, ..., d,,, sejam positivos, isto &,

G, Y2, - Un) = i + days + oo A Ao Yt + din 1Y, o1 + -+ dn.

Seja Ut = {(y1,¥2, -, Ym0, ..., 0) } um subespago de R" (verifique). Note que dimU* = m

(verifique). Por outro lado,
m, =dimUT < max{dimU : ¢ >0 em U},
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pois,

G, Y2y s Y 0,.,0) = diyi + days + ..+ din Yo, + di 10+ .+ dn0
= dlyf+d2y§+...+dm+yfn+ > 0,

relembre a definicao de maximo. Suponha que existe U subespaco de R™ tal que ¢ > 0 em
UedimU > my. DefinaT :U — U™, por

T(yla >yn> = (y17y27 -"7ym+707 70)

Verifique que T ¢é linear. Pela prépria defini¢do T" é sobrejetiva, ja que (y1,y2, ..., Ym, 0, ..., 0)

define os elementos de UT. Como
dimU > m, =dim U™,
entao, pelo Teorema do nicleo e imagem, T" nao é injetiva. Dessa forma, existe

(yla 7yn) 7£ (0, ,O) em U

tal que
T(y1, s yn) = (0, ..., 0).
Consequentemente,
(1,92, s Ym0, ...,0) = (0, ..., 0).
Isto nos diz que y; = y2 = ... = ¥, = 0. Portanto,

Q(ylv Y2, 7yn) = Q<O’ ) 07 Ymy+15 - yn) = dm++1y72n++1 + ...+ dnyi S 07
mas ¢ > 0 em U (ver Definigao 8.5). Isto gera um absurdo. Logo,
my = max{dimU : ¢ > 0 em U}.

Veja que nesta definicao de méaximo nao interessa como ¢ esta diagonalizado. Analogamente,
prova-se que m_ = max{dim U : ¢ < 0 em U}. Mas my = n—m, —m_. Isto conclui a prova

do Teorema. O

Exemplo 8.18. Vimos no exemplo 8.17 que a forma quadritica ¢(z,y) = xy pode ser

112



diagonalizada. A diagonalizagao encontrada foi q(yy,v2) = 37 — y3. Aqui,
mye=1,m_=1,mg=0,

pois d; = 1 (um positivo), ds = —1 (um negativo).

Exercicios de Fixacao

1. Seja f:V x V — R uma forma bilinear. Mostre que

() + (0, 0) = sla(u+ ) — gu— o)),

para todo u,v € V, onde ¢ : V — R é uma forma quadratica proveniente de f. Conclua que,

se f é simétrica é possivel encontrar f em funcao de q.

2. Seja ¢ : R* — R dada por q(z1, 9, 23) = 7179 + 27123 + 23. Diagonalize ¢ pelo método
de Lagrange.

3. Qual forma bilinear simétrica que d4 origem & forma quadratica sobre R3:
i) q(xy, 29, 23) = 23 + 22 + 22 — 20179 + 47173 — To3;

i) q(x1, 10, 23) = 23 — 23 + dwows;

iii) q(z1, 29, x3) = 2(2122 + 21273 + T973).

4. Reduzir a forma diagonal, pelo método de Lagrange, as seguint es formas quadraticas

sobre R%:

i) 2% 4 23 + 221 29;
ii) 2% 4 23 — 27 29;
iii) 2% — 22 + 22y 29;
iv) 23 + 429

V) 4.T1$2.

5. Chamamos de assinatura de uma forma quadratica o nimero p — n, onde p e n sao a
quantidade de coeficientes positivos e negativos, respectivamente, na diagonalizagao desta

forma (ver Teorema 8.4). Encontre as assinaturas das formas quadraticas da questao anterior.
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8.4 Conclusao

Concluimos que uma forma bilinear simétrica é diagonalizdvel e a forma quadratica pode
ser escrita como um polinomio quadratico somente com termos de segunda ordem tendo a

quantidade de coeficientes positivos e negativos fixados.

8.5 Exercicios Propostos

1. Seja f : V xV — R uma forma bilinear. Seja vy um vetor fixado em V e defina
U={veV: f(vy,v) =0}. Prove que U é subespaco de V.

2. Seja V um espago vetorial. Mostre que B(V) = {f : VxV — R : f é uma forma bilinear}

¢ um espaco vetorial quando estd munido das operagoes
i) (f +9)(u,v) = f(u,v) + g(u,v);
ii) (Af)(u,v) = Af(u,v), para todo u,v € Ve XA € R.

3. Seja f : V xV — R uma forma, onde V' é um espago vetorial com produto interno e
dimensao finita. Seja [ uma base de V' Seja A = [f]z. Definimos o posto de f como sendo

o posto de A.
i) Mostre que o posto de uma forma estd bem definido;

ii) Se o postode f é 1, mostre que existem funcionais lineares g, h tais que f(u,v) = g(u)h(v),

para todo u,v € V.

4. Seja f:V x V — R uma forma bilinear. Mostre que

q(u+v) +q(u = v) = 2(q(u) + ¢(v)),

para todo u,v € V, onde ¢ : V — R é uma forma quadrética proviniente de f.

5. Considere a forma quadratica ¢ : R* — R definida por
q(z1, 19, 03, 24) = 7 + 62179 + 535 — 41103 — 120003 + 403 — 4a9xy — T374 — 7.

Coloque ¢ na forma diagonal.
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Proxima Aula

Comegaremos a estudar na préxima aula formas de simplificar a representacao matricial de

um operador linear nao necessariamente diagonalizavel.
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