AULA

Teorema de Existéncia
e Unicidade

META:

Enunciar o Teorema de Existéncia e Unicidade para E.D.O..
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

Reconhecer um problema de valor inicial.

Identificar quando um problema de valor inicial tem solucao tnica
ou nao.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de funcoes de valores reais com
dominio em R e diferenciacdo de funcoes de valores reais com

dominio em R2. Além de algum conhecimento sobre curvas em

R2.
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Sabemos que o movimento
dos corpos celestes sao
modelados por E.D.O..
Quando procuramos um
ponto no espago para colo-
car em Orbita um satélite,
por exemplo, resolve-se
um determinado P.V.I.. E
nesse problema é relevante
buscar um ponto no es-
pago no qual a solugao do
problema que passe por
ele ndo escape ao infinito,
caso contrario o satélite
serd mandado para o es-
paco sideral!!!
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2.1 Introducao

Caros alunos a nossa segunda aula tem como tema "O Teorema
de Existéncia e Unicidade" para E.D.O.’s. Este teorema n#o nos
diz como é a expressdo da solucdo de uma E.D.O., mas nos ajuda
muito no sentido que ele nos assegura, sob certas condigdes, que
existe solucoes da. E.D.O. estudada passando por um determinado

ponto.

2.2 Problema de valor inicial ou problema de

Cauchy

Quando procuramos resolver uma E.D.O., por exemplo do tipo,

dy _ / (n)
dxn_f(x7y7y7 7y )

que satisfaca as condicdes y(z0) = 50,9 (z0) = y1,---,y" P =

Yn—1, onde xg, Yo, Y1, ,Yn—1 sS40 constantes, estamos resolvendo
um Problema de Valor Inicial (P.V.1.) ou um problema de
Cauchy. As condicbes y(zo) = yo, v (20) = y1,--- ¥V = yn_1
sao chamadas de condicoes iniciais do problema. Em particular

quando n = 1, obtemos o seguinte P.V.IL.

dy

% = f(x7y>7 y($0) = Yo.

Exemplo 2.1. Encontre a solugdo do P.V.I.

dy Y
7 = y(1) =3

Ou seja, nesse exemplo queremos encontrar a solucao da E.D.O.

acima que satisfaca a condi¢do y(1) = 3, ou melhor, queremos
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encontrar a solugao da E.D.O. tal que que o ponto (1,3) seja
ponto do grafico dessa solugao.

Uma familia de solugoes para a E.D.O. dada ¢ y(z) = g (Vere-
mos como calcular tal familia na aula seguinte). Nossa pergunta é:
serd que dentre essa familia de solucoes existe uma solucao tal que
y(1) = 37 Observe que y(1) = % e para que y(1) = 3 temos que ter
¢ = 3. Logo, a solugao particular y(z) = % satisfaz o P.V.I.dado.

Mas serd que essa é a Unica solucao que satisfaz esse P.V.I.ou
tem outras? E se mudarmos a condicao inicial, por exemplo, o
P.V.I.% = —;,y(O) = 0 tem solucdo? e se tiver é tnica? O

Teorema que veremos na préxima se¢ao nos ajudara a responder a

todas essas perguntas.

d
Exemplo 2.2. Considere a E.D.O. dy

—Z = 3y?/3. A familia de
x

fungées ¢ : R — R dada por

z—c)3, x>c
po(e) = T e

0, r<c

onde ¢ € R é uma familia de solugoes para essa E.D.O.. Comprove
essa afirmacao! (para isso basta verificar que ¢.(z) para © > ¢
satisfaz a E.D.O. e depois fazer o mesmo para ¢.(z) para x < ¢
uma vez que essa fungao é diferenciavel em R.)

Na Figura 2.1, descrevemos algumas curvas integrais dos membros
dessa familia de solucdes.

Observe que varias solugoes satisfazem ao P.V.IL.

dy 2/3
— =3 0)=0.
2y = 3y w(0)

Vocé pode me dizer quais? Existe outra solucdo que satisfaca a

esse P.V.I.e ndo se encontra na familia de solugoes dada?

2
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Voltando a questao de se
colocar satélites em oOrbita,
o teorema de existéncia e
unicidade nos garante que
escolhido um ponto no es-
pago, nao havera duas o6r-
bitas passando por aquele
ponto. Isso, por exemplo,
pode evitar possiveis col-
isoes entre satélites!
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Figura 2.1: Curva integral das solugoes.

Existe solugdo que satisfaz ao P.V.I.% = 3123, y(1) = 1?7 Sera
que esta solucao é tnica?

As respostas as perguntas feitas acima sao, na ordem, as seguintes:
todas as solucdes da familia dada para valores da constante c
maiores do que ou iguais a zero. Sim existe, a solu¢do identica-
mente nula (solugdo trivial). Sim existe, basta escolher a solugao
particular quando ¢ = 0 na familia de solugoes dada acima. Assim,
a solugdo serd dada por ¢g(z) = 23, se 2 > 0 e ¢g(z) = 0 se z < 0.
E sobre a dltima pergunta, deixemo-a "suspensa'e voltemos para

ela na proxima secao.

2.3 Teorema de existéncia e unicidade

O teorema abaixo, devido & Picard, nos da condicdes suficientes

para garantir a existéncia e unicidade do P.V.I.

Y= @9). vlwo) = o (2.4

Teorema 2.1. Sejo R uma regido retangular no plano xy, definida
pora < x <bc<y<d, que contém o ponto (xo,yo) em seu in-
0
terior. Se f(x,y) e a—f(a:,y) sao continuas em R, entdo existe um
Yy

intervalo I centrado em xy e uma unica fung¢io y = y(x) definida

em I que satisfaz o P.V.1.(2.4).
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Exemplo 2.3. Tomemos o P.V.I.do exemplo anterior 2

dy _9,2/3 _
2 =37 y(0) =0.

Ja sabemos que esse P.V.I.ndo tem solugdo tnica. Queremos saber
agora para quais pontos do plano xzy o P.V.I.correspondente tem

solucao unica. Para isso aplicaremos o teorema acima.

2/3 ~1/3.

0
Para esse P.V.L.temos f(x,y) = 3y~/°, entdo a—f(x,y) =2y
Y
Para sabermos a regidao R do plano xy onde podemos encontrar
solugao tnica, basta analisarmos, segundo o teorema acima, em
0
quais pontos do plano xy as funcoes f e 8—f sdo continuas.
Y
Observe que para todos os pontos (x,y) no plano zy tais que y # 0
N of ) -
as funcoes f e 3 sao continuas. Portanto podemos tomar vérias
Y
regides R, desde que essas regides ndo contenham a reta y = 0.

Abaixo damos exemplos de algumas possiveis regides R onde o

teorema acima é valido.

Figura 2.2: Regioes de existéncia e unicidade de solucoes da E.D.O.

aclma.

Portanto respondendo a tltima pergunta da secao anterior, o P.V.1.

dy 2/3
—= = 1)=1
e 3y~7,y(1)
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tem solugdao e esta é Gnica segundo o Teorema de existéncia e
unicidade 2.1. Observe ainda nesse exemplo que o ponto (0, 0) esta
exatamente na reta y = 0, local onde o Teorema de existéncia e
unicidade 2.1 nao tem suas hipoteses satisfeitas. Quando acontece
fatos assim, o P.V.I.em questao pode ter solucao tnica ou nao, no

d
nosso caso o P.V.I.d—y = 3y2/3,y(0) = 0 nao tem solucio tnica.
T

Observacao 2.1. 1- O Teorema de Picard, Teorema 2.1, (ou teo-
rema de existéncia e unicidade) nos garante apenas que a solugao

existe e é nica, ndo nos mostra como encontra-la.

2- Existe um famoso teorema, devido & Peano, chamado Teorema
de existéncia, no qual somente a continuidade de f(x,y) é exigida.
Esse teorema nos garante apenas a existéncia da solucao e nao a

unicidade dela.

3- Se as hip6teses do teorema de Picard nao forem satisfeitas, pode-

mos ter ou nao existéncia e unicidade da solucao.

4- Se estamos tratando com E.D.O.’s lineares, em particular de

primeira ordem

@)+ an(ey = gla) & o = =2y + L f(ay)

as condigoes do teorema de Picard sao satisfeitas quando a;(x), ag(z)
e g(x) sdo continuas num intervalo I tal que a;(z) # 0. Em geral

para E.D.O.’s lineares de ordem n
an(@)y™ + -+ ar(z)y + ag(w)y = g(x)

as condigoes do teorema de Picard sao satisfeitas quando a,(x), - - - , ap(z)

e g(x) sdo continuas em [ e a,(x) # 0 para todo = € I.
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2.4 Conclusao

Da aula de hoje concluimos que dado um problema de valor ini-
cial pode ocorrer que varias solucoes satisfacam esse problema, con-
tudo existe um teorema, denominado por Teorema de Picard, que
nos ajuda a decidir se alguns P.V.1.”s tem solucao tnica. Satisfeitas
as condicdes desse teorema, ele nos garante que um dado P.V.I.tem
solucao, mas nao nos diz quem ¢é a solucao. Dessa maneira, pode
ser que, a primeira vista, esse teorema pareca inutil, mas nao o é.
Uma vez que tenhamos a certeza que tal solucdo existe em uma
dada regido, podemos gastar esforgos com técnicas computacionais,
se os métodos analiticos nao resolverem, para procurar tal solucao

pois ela existe.
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RESUMO

Um Problema de Valor Inicial nada mais é do que uma E.D.O.
sujeita a uma determinada condi¢do. A saber, o problema
d™y _

d.fL'in = f(af,y,y', o ’y(n))7 ?/(CUO) = Yo, " ’y(n 1)(1"0) = Yn—1

¢ dito problema de valor inicial (P.V.1.) ou problema de Cauchy. As
condicdes y(zo) = o, -,y D(xg) = yn_1 sdo ditas condicdes
inicias do problema. Vimos que os P.V.I.’s tem sua aplicacao
pratica. O Teorema de Picard, ou Teorema de existéncia e uni-
cidade, nos ajuda a decidir sobre questdes como existéncia e unici-
dade de solucoes satisfazendo determinados P.V.I.’s. Este teorema

nos diz que

Teorema 2.2. Sejo R uma regiao retangular no plano xy, definida
pora <z <bc<y<d, que contém o ponto (xo,yo) em seu in-
terior. Se f(x,y) e gy(az,y) sao continuas em R, entdo existe um
intervalo I centrado em g e uma unica fungio y = y(x) definida

em I que satisfaz o P.V.1.

&= (@w), ylwo) = o
PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula comecaremos a aprender algumas técnicas
para a resolucoes de E.D.O.’s. Comecaremos com as E.D.O.’s de

primeira ordem.

ATIVIDADES
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Atividade. 2.1. Dado o P.V.1. 2
v =142 y(0) =0.

a) Verifique que y = tan(z + ¢) é uma familia de solugbes a um

parametro para a E.D.O. ¢y =1+ 2.
b)O P.V.Lacima tem solucao tnica? Justifique sua resposta.

c¢) Estabelega o maior intervalo de defini¢do para a solugao da letra

anterior.

Atividade. 2.2. Considere o P.V.I.

dy 1/2
= = 2) =1.
d zy 7, y(2)

a)Esse P.V.I.tem solugdo tnica?
b) Verifique que as fungdes y(z) = %, —o<r<xe
0, sex <0

y(z) =
x4/16, sex >0

sao solucoes do P.V.I.acima. Isso quer dizer que o P.V.I.nao tem

solucdo tnica? Por que isso nao contradiz o Teorema de Picard?

Atividade. 2.3. Encontre a(s) regido(des) do plano xy onde o

P.V.I.

y'sec(x) + xy + y = 1,y(x0) = yo

2 -1

tem solucao tnica. Explique sua resposta

LEITURA COMPLEMENTAR
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