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Meta

Mostrar ao aluno resultados importantes que nos levam a simplificacao da representacao

matricial de um operador linear.
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Objetivos

Ao final da aula, o aluno devera ser capaz de determinar o polindomio minimo de um ope-
rador linear, bem como identificar operadores nilpotentes e conhecer o Teorema de Cayley-

Hamilton.

Pré-requisitos

Algebra Linear 1

9.1 Introducao

Apresentamos aqui resultados importantes em busca de uma representacao matricial simplifi-
cada para um operador linear. Associamos autovalores deste operador a raizes de polinémios
especiais que sao anulados por este operador. Por fim, conhecemos um pouco da classe de

operadores nilpotentes, tteis ao objetivo de simplificagao.

9.2 Polindomio Minimo

Caros alunos, vimos em Algebra linear 1 que se V' é um espaco vetorial de dimensao finita
n, entao dim L(V) = n? onde L(V) = {T : V — V é um operador linear}. Considere
T € L(V). Assim sendo, o conjunto {I,T,T?, ..., T"Q} com n? + 1 elementos é linearmente
dependente (1.d.), aqui 7" =T o T o ... o T, para todo r € N (r fatores), pois este conjunto
possui mais elementos que a dimensao do espaco L(V). Seja m o menor natural tal que
{I,T,T% .., T™} é1.d.. Por esta minimalidade de m, T™ é combingao linear dos operadores
I,T,T? ..., T jaque {I,T,T? ..., T™ 1} é linearmente independente (1.i.). Logo, existem

unicos (verifique) ag, ay, ..., am—1 € R, ndo todos nulos, tais que

T"™ 4 a1 T™ 4y oT™ 2+ ...+ agl =0.
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9.2.1 Definicao e Exemplos

Definicao 9.1. Seja V um espaco vetorial com dimensao finita. Seja T : V — V um

operador linear. O polindémio
—1 -2
mp(x) = 2™ + a1 2™+ ap2x™ 4 L+ ap,

para todo x € R, onde T™ + a1 T™ ' + @ppoT™ 2 + ... + agl = 0, é chamado polindmio

minimo do operador 7.
Obs 9.1. Note que my é monico (coeficiente do termo de maior grau igual a 1).

Exemplo 9.1. Seja V' um espago de dimensao finita. Seja I : V' — V o operador identidade,
isto é, I(v) = v para todo v € V). Logo, m;(x) = x — 1, para todo x € R, pois I' — [ =
I—1=0(m=1).

Definicao 9.2. Sejam V' um espaco vetorial com dimensao finita, 7 : V' — V um operador
linear e
p(x) = An@™ + Ap12™ 7+ Nppa™ 2 4 L+ Ao,

para todo x € R um polindémio. Definimos um operador linear p(7") : V' — V pondo
P(T)(v) = Ay T™ (V) + A1 T™ 1 W) + A2 T2 (V) + ... 4+ Aol (v),
para todo v € V. Ou seja,
P(T) = A T™ + A1 T+ Mo T™ 2 L+ Aol
Exemplo 9.2 (Minimalidade do Grau do Polinémio Minimo). O polinémio minimo de T
mp(z) = 2™ + Qp18™ "+ Qo™ 2+ ...+ ap,V 2 € R,

satisfaz
mp(T) =T™ + a1 T+ a2 T™ > + ... +agl = 0.

Portanto, my é o polinémio de menor grau (minimalidade de m) tal que m¢(7T') = 0.

Caro aluno, existe uma maneira mais simples de encontrar o polinomio minimo de um

operador linear. Para isto precisaremos de alguns resultados preliminares.
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Proposicao 9.1. Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Seja p um polinomio sobre
R. Entao p(T) = 0 (ver Defini¢ao 9.2) se, e somente se, mr | p, isto é, existe polinémio q

tal que p(z) = mr(z)q(z), para todo x € R.

Demonstra¢ao. Suponha que p(T') = 0. Dividindo o polindomio p por myp, encontramos

polinoémios g, r tais que

p=mrq+r, onde r =0 ou Ir < Imr,
onde Or representa o grau do polinomio r. Portanto,

0 =p(T) = mp(T)q(T) +r(T) = r(T)

(verifique). Dai, r(T) = 0. Com isso, dr > Omy, pela minimalidade do grau de mr

comentada no exemplo 9.2. Assim, r = 0. Com isso, p = mrq, ou seja, mr|p.

Reciprocamente, suponha que my|p. Logo, existe ¢ tal que p = mpq. Assim sendo,
p(T) = mp(T)q(T) = 0¢(T) = O,

verifique este produto. Por fim, p(T) = 0. ]

Proposicao 9.2 (Raizes do Polindmio Minimo). Seja V' um espago vetorial com dimensdo
finita. Seja T : 'V — V um operador linear. Seja my o polinomio minimo de T. Entdo

mp(A\) =0 se, e somente se, A € autovalor de T.

Demonstragao. Seja mp(x) = ™ + @p_12™ 1 + ayy_22™ % + ... + ap e suponha que \ € R
seja raiz de myp. Entao, pelo Teorema Fundamental da Algebra, existe polinomio ¢ tal que
mr(z) = (x — N)g(z), para todo x € R, onde dg = m — 1 < m. Consequentemente, pela
Defini¢ao 9.2, obtemos m¢(T) = (T' — A )q(T). Mas, mr(T) = 0 (ver exemplo 9.2). Assim,

0 = mp(T) = (T — A)q(T).

Como 0q < m, entao ¢(T") # 0 (ver exemplo 9.2). Logo, existe u € V tal que ¢(7)(u) # 0.
Para w = ¢(T)(u) # 0, temos que

(T = AI)(w) = (T = A)q(T)(u) = 0.
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Ou equaivalentemente,
T(w) = Aw, com w # 0.

Ou seja, A é autovalor de T' associado ao autovetor w.

Reciprocamente, suponha que A\ seja autovalor de 7. Entao existe v # 0 tal que
T(v) = M. Indutivamente, é possivel verificar que 77(v) = Mv, para todo j € N (veri-

fique). Consequentemente,

0 = mp(T)W) = (T + am1T™ 4 a2 T™ 2?4 ... + aol) (V)
= T"(W) + @1 T™ (V) + A T™2(v) + ... + agv
= AW ap A0+ @y o N 20+ L+ agu
= A"+ A A" 2N L ag)
= mr(A)v.

Como v # 0, entdo mp(\) = 0. Portanto, \ é raiz de mr. O

Obs 9.2. Sabemos, através do curso Algebra Linear 1, que as raizes do polinomio carac-
teristico sao, exatamente, os autovalores. Logo, os polinomios minimo e caracteristico tém

as mesmas raizes (ver Proposicao 9.2).

Teorema 9.1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Seja V' um espaco vetorial com dimensao

finita. Seja T :V — V um operador linear. Seja pr o polinémio caracteristico de T'. Entao
pT(jv =0.

Demonstragao. Seja dimV' = n. Seja 8 uma base de V' tal que A = [T3. Entao,
pr(x) = det(A — xI).
Desejamos provar que pr(A) = 0. Se gr(x) = |xI — A|, entao basta provar que
qr(A) = 0.

Seja N = I — A. Considere Q =Adj(N) = (¢;;), onde g;; sdo os cofatores de N (relembre
Algebra Linear 1). Portanto,

n—1,n—1

Gij = diy T 4T + @ + gy
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sao polinomios de grau menor ou igual a n — 1. Para cada r =0,1,...,n — 1 ponha

i1 G2 0 Qi
O = B1 G2 " o
Qo1 Gn2 " Gon
Verifique que
Q=0Q"+Q v+ Q*2*+ ...+ Q" 2" . (9.1)
Por outro lado,
QN = Adj(N)N = |N|I, (9.2)

onde [ é a matriz identidade de ordem n. Usando (9.1) e (9.2), obtemos
Q"+ Q'z+Q*2* + ...+ Q" 2" N (al — A) = (ap + a17 + ag2x® + ... + ap_12" ' + 21,

onde gr(z) = ap + a1z + agx? + ... + a,_12""! + 2™ (este é polindmio monico de grau n).

Comparando os coeficientes desta ultima igualdade, temos que

[ aol = —Q"4;
wl = Q' -Q'A
anal = QU QUA;
i = Q"L

Consequentemente, multiplicando estas igualdadedes por I, A, A%, ..., A"  respectivamente,

obtemos
(aol = —Q4;

wA = QM- QU
an—lAn_l — Qn—2An—1 _ Qn—lAn;
AP — Qn—lAn.
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Somando as equagoes deste sistema, encontranos
qr(A) = agl + ay A+ agA* + ...+ a, A"+ A" = 0.

Com isso,

Isto conclui a prova do Teorema. O]

Obs 9.3. Através da Proposicao 9.1 e do Teorema 9.1, concluimos que o polinémio carac-
teristico pr divide o polindbmio minimo my. Lembre que a Proposicao 9.2 nos diz que os
polinomios caracteristico pr e minimo my tém as mesmas raizes. Pelo Teorema 9.1, temos
que pr(T) = 0, consequentemente, dmy < Jpr (ver exemplo 9.2). Portanto, na decom-
posicao dos polinomios mpy e pr encontramos os mesmos fatores. Estes tendo um grau

inferior ou igual em my. Além disso, mp(T) = 0.

Obs 9.4. E fato que, my(T) = 0 < mq([T]) = 0, onde § é uma base de V.

Vejamos uma aplicacao do Teorema de Cayley-Hamilton.

11
Exemplo 9.3. Consideremos a matriz A = ( ) ) . Vamos mostrar, através do Teorema

9.1, que A? = 2A + 8I. Com efeito,
pa(r) =2 — 22 -8

¢ o polinonmio caracteristico de A (verifique). Usando o Teorema 9.1, concluimos que

pa(A) = 0. Consequentemente,

A2 —2A—81=0= A2 =2A+38I.

Caros alunos, vejamos por que podemos calcular o polinomio minimo de um operador

linear através da matriz deste em relacao a uma base qualquer.

Teorema 9.2. Sejam A e B matrizes semelhantes, isto €, existe matriz P invertivel tal que

B = PAP~'. Entao A e B tém o mesmo polindmio minimo.

Demonstragdo. Seja B = PAP™!, entao B> = (PAP™")(PAP™') = PA*P~!'. Indutiva-
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mente, temos que B" = PA"P~!, para todo n € N (verifique). Seja
— M m—1
ma(z) = 2™ + ap_x + ...+ ag
o polindmio minimo de A. Logo,

ma(B) = B™+apm 1B™ "+ .. +agl
— PA"P'44q, PA™'P 4 4 aqoPIP!
= P(A" 4+ ap 1 A"+ ag )P = Pma(A) P =0,

ver Exemplo 9.2. Através do Lema 9.1, concluimos que mpg|m4. Observe que
B" = PA"P™' = P7'B"P = P7'PA"P7'P = A" = A" = P"'B"P,

para todo n € N. Realizando um processo andlogo ao que foi feito acima, concluimos que

ma|mp. Como ma e mp sao monicos (ver Defini¢ao 9.1), entdo my = mp. O
Prezados alunos, as duas observacoes acima descrevem como encontrar o polindmio
minimo de um operador 7', ou de uma matriz, qualquer.

Exemplo 9.4. Seja T : R?* — R?® dado por T(x,y,2) = (22 +y + 2,2z +y — 22, —x — 22).

Entao

2 1 1
A=[T.=| 2 1 =2 |,
10 -2

onde ¢ é a base canonica de R? (ver exemplo 2.9). Vamos encontrar o polinémio minimo

desta matriz (ver Teorema 9.2). Note que o polinémio caracteristico de A é dado por

pa(z) = det -2 -1 2 = (z+1)*(z - 3),
1 0 z+2

(verifique). Com isso, através das observacoes acima, os possiveis polinomios minimos sao

(z+1)(z — 3) ou (z + 1)*(z — 3).
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Mas m4(A) = 0. Verifiquemos se (z + 1)(z — 3) ¢ o polinomio minimo. Olhe que

31 1 -1 1 1 —2
(A+DA-3)=| 2 2 —2 2 —2 -2 |=
-1 0 -1 -1 0 -5

Nao importa os valores das outras entradas, essa matriz nao é nula. Logo, (z + 1)(x — 3)

nao é o polindmio minimo. Portanto, o polindmio minimo de A é
ma(z) = (v +1)*(x = 3) = pa(2).

Exemplo 9.5. Seja

2 1 1
A= -2 -1 =2
1 1 2
Desejamos revelar o polinomio minimo desta matriz. Veja que o polinomio caracteristico de
A é dado por
r—2 -1 —1
pa(z) = det 2 z+1 2 = (v — 1)

-1 0 r—2

verifique. Com i8so, 0s possiveis polindmios minimos sao
(x—1),(x—1)* ou (z — 1)

Lembre que my(A) = 0 (ver exemplo 9.2). Verifiquemos se (x — 1) é o polinéomio minimo.

Observe que
1 1 1

A-D)=| —2 —2 —2
1 1 1

Esta matriz nao ¢ nula. Logo, (z — 1) nao é o polindmio minimo. Agora, vejamos se (z —1)?

¢é o polinomio minimo.

1 1 1 1 1 1 000
(A-IP2=| -2 —2 -2 -2 -2 -2 |=|000
1 1 1 1 1 1 000
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Portanto, o polindmio minimo de A é
ma(r) = (v —1)%

Exemplo 9.6. Seja

o -1 1 2 3 2
A o 0 -1 0 =2 1
0 0 -1 1 =2
0 0 0o -1 3
0 O 0 —4

Vamos encontrar o polinomio minimo desta matriz. Note que o polinomio caracteristico de

A é dado por

r+1 -1 1 3 1 -7
0 x+1 -1 -2 -3 =2
0 0 z+1 0 2 -1
x) = det =(z+1)°x+4),
pa(e) 0 0 0 x+1 -1 2 e+ 1)z +4)
0 0 0 0 a+1 -3
0 0 0 0 0 a+4

verifique. Com isso, 0s possiveis polindbmios minimos sao
(x+ 1Dz +4), (2 +1)(@+4), (@+1)°(x+4), (z+1)"(z+4) ou (z+1)°(x+4).
Verifique que
ma(r) = (v +1)*(x + 4)

é o polinomio minimo de A.

Exercicios de Fixacao

1. Prove ou dé um contra exemplo para a seguinte afirmacao: se A e B tém o mesmo

polinémio minimo entdao A e B sao semelhantes.

11

2. Seja M = (
9

) . Encontre o polinomio caracteristico de M. Use o Teorema de
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Cayley-Hamilton para mostrar que M? = 2M + 8I. Encontre M? e M* em funcao de M.

3. Seja T : V — V linear, onde V é um espaco vetorial com dimensao finita. Suponha que
o polinémio caracteristico de T' ¢ dado por pr(x) = (z — 1)*(z — 4)*(z + 2). Entao, qual a
dimensao de V, quais os autovalores de T' e quais as possibilidades para o polindomio minimo
de T7

4. Seja T' : 'V — V linear, onde V é um espaco vetorial com dimensao finita 5. Seja
mr(z) = (x —1)*(x — 2) o polinémio minimo de 7. Quais as possibilidades para o polinémio
caracteristico de T'?

5. Seja T : R?* — R3 um operador linear tal que a matriz de T' em relacido & base candnica

¢é dada por

A:

S O >
S > 2
> 2 O

Determine o polinomio minimo de 7" quando a =0 e a # 0.

6. Para as transformacoes lineares definidas pelas matrizes abaixo encontre o polinomio
caracteristico e o polindbmio minimo.
4 8 —-1 —6 2
-12 -4 2 8 -1
i) 8 -2 0 -9 0 [;
8 8 0 0 2
-8 —4 0 4 0

0 2 —6 —6 2
1 -2 0 0 2
ii) 1 0 =3 =3 2 |[;
1 -2 -1 -1 2
1 -4 -3 -3 4

iii) [ —2 -1 0
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100 0 -7 1
00 -1 0 0

ivy| o1 0 0 0]|;
13 0 -9 1
4 0 —3 1
2 1 1 -4 4
~1 0 -1 4 -4

wil 1 1 2 -3 4 [;
0 0 0 1 0

1
0
vi) 1 1
0
0

N O O O O

9.3 Operadores Nilpotentes

Caros alunos, nesta sec¢ao, estudaremos operadores que possuem alguma poténcia nula.

9.3.1 Definicao e Exemplos

Definicao 9.3. Seja V um espago vetorial de dimensao n. Dizemos que um operador linear

T :V — V é nilpotente se existe £ € N tal que
TF =0, onde T* =T oTo..oT, com k fatores.

O menor natural m tal que 7™ = 0 é chamado indice de nilpoténcia de T

Obs 9.5. Seja T': V' — V um operador nilpotente com indice de nilpoténcia m, entao, pela
minimalidade de m, 7™~ # 0, isto é, existe v € V tal que T™ *(v) # 0.

Exemplo 9.7. Seja T : R* — R* um operador linear definido por T'(z,y, z,t) = (2,t,0,0).
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Observe que
T%(z,y,2,t) =T o T(x,y, 2,t) = T(T(x,y,2,t)) = T(z,t,0,0) = (0,0,0,0).

Dai, pela Defini¢ao 9.3, T' é um operador nilpotente com indice de nilpoténcia 2.

Exemplo 9.8. Considere o operador linear T : R® — R3 dado por T'(z,y,z) = (y,0, 2).
Veja que
T%(z,y,2) =T oT(x,y,2) =T(T(x,y,2)) = T(y,0,2) = (0,0, 2).

Com isso,
T (z,y,2) =T oT*(z,y,2) = T(T*(z,y,2)) = T(0,0, 2) = (0,0, 2).

Indutivamente, é possivel verificar que T*(x,vy,2) = (0,0,2),V k € N. Portanto, pela De-

finicao 9.3, T' nao é um operador nilpotente, pois
7%(0,0,1) = (0,0,1) # (0,0,0),V k € N.

Exemplo 9.9. Seja T : R® — R® um operador linear definido por T'(z,y, 2,t,s) = (0, ,y,0, ).
Note que

T%(x,y,z,t,5) = T(T(x,y,2t,5)) = T(0,2,9,0,t) = (0,0, 2,0,0).
Consequentemente,
T*(z,y,2,t,8) = T(T*(x,y, 2,t,5)) = T(0,0,2,0,0) = (0,0,0,0,0).

Logo, através da Definicao 9.3, concluimos que 7' é um operador nilpotente com indice de

nilpoténcia 3.

Exemplo 9.10. Seja P»(R) o espago vetorial constituido dos polinomios com coeficientes
reais de grau menor ou igual a 2. Sabemos que dim P(R) = 3. Seja T': P»(R) — P»(R) o

operador derivada. Este é definido por
T(ao + a17 + asx®) = a; + 2a.

Com isso,
T?(ag + a1 + asx?) = T(a; + 2a7) = 2ay.
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Por conseguinte,
T?(ag + a1z + axx®) = T(T*(ag + ayx + azz?)) = T(2ay) = 0.

Portanto, pela Defini¢ao 9.3, T' é um operador nilpotente com indice de nilpoténcia 3.

Defini¢ao 9.4 (Matriz Nilpotente). Seja A uma matriz quadrada, com coeficientes reais, de

ordem n. Dizemos que A é nilpotente se existe k € N tal que
A* =0, onde A =A.A.. .. .A, com k fatores.

O menor natural m tal que A™ = 0 é chamado indice de nilpoténcia de A.

Obs 9.6. Seja A uma matriz nilpotente com indice de nilpoténcia m, entao, pela minimali-
dade de m, A™ 1 £ 0.

Exemplo 9.11. Seja

0010
0 001
A=
0 00O
0000
Logo,
0010 0010 0 00O
00 01 0001 0000
A2=A A= =
00 00 00 00 0000
00 00 00 00 0 00O
Assim, pela Definicao 9.4, A é nilpotente com indice de nilpoténcia 2.
Exemplo 9.12. Seja
A —
Entao,
010 0 00
A2=A-A=100 0 =000
0 01 0 01
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Assim,

010 00 0 00
A=A A=1000 0 0 =1000
0 01 00 0 01
Podemos, indutivamente, verificar que
000
A*=100 0|,
0 01

para todo k € N. Portanto, pela Definicao 9.4, A nao é nilpotente.

9.3.2 Resultados Importantes
Caros alunos, vocés devem estar se perguntando: até quando devemos calcular poténcias de
um operador para sabermos se este é nilpotente? A resposta estd no seguinte Teorema:

Teorema 9.3. Seja V' um espaco vetorial com dimensao finitan. SejaT : V — V nilpotente.
Entao T™ = 0.

Obs 9.7. Note que o Teorema 9.3 nos diz que nao é necessario calcular poténcias de expoente
maior que a dimensao do espago V. Se o operador nao zerar até a poténcia de expoente dim V',

entao este nao é nilpotente.

Para provar o Teorema 9.3 precisaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 9.1. Seja V' um espaco vetorial com dimensdo n. Seja T : V. — V linear. Se

ker T™ = ker T™ %, para algum m € N, entdo
{0} =kerT° CkerT" CkerT? C ... Cker T™ =ker T = ..,

onde T° = I identidade sobre V e ker T = {v € V : T(v) = 0} € o nicleo do operador T.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos provar que ker 77 C ker 7+!, para todo j € N. Seja
v € ker TV, entdao T7(v) = 0. Logo,

17 (v) = T(T(v)) = T(0) = 0,

131



pois T é linear. Dal,
ker 77 C ker 771,

para todo j € N. Agora, vamos mostrar que ker 7% = ker T*¥*! para todo k € N. J4

provamos que

ker Tm+k g ker Tm+k+l
(faga j = m + k).
Reciprocamente, considere que v € ker T ***1. Logo, T™***1(v) = 0. Portanto,

0= Tm+l<:+1(v) — Tm+1(Tk(U)).

Isto nos diz que T%(v) € kerT™*!. Por hipdtese, ker T*! = ker T™. Assim, segue que
T*(v) € ker T™. Logo,
0="T"(T"w)) = T (v).

Por fim, v € ker T**. Com isso, ker T™***+! C ker T™**. Deste modo,
ker T HF+ C ker T,

para todo k € N. ]

Lema 9.2. Seja V um espago vetorial com dimensao n. Seja T :V — V linear. Entao
ker 7" = ker 7" = ker T2 = ...,

kerT' € o nicleo do operador T

Demonstracao. Pelo Lema 9.1, sabemos que ker T C ker 7!, Suponha, por absurdo, que

ker T" C ker T"*!1. Novamente, pelo Lema 9.1, obtemos
{0} =kerT° CkerT C ... Cker T" ' C ker T™ C ker T,
Portanto,

n = dimV >dimker 7" > dimker 7" + 1 > dimker 7" ' +2 > ... > dimker T+ n
> dimker7°+n+1=n+1.
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Logo, n > n + 1, consequentemente, 0 > 1. Isto ¢ um absurdo. Por fim, ker 7" = ker T+,

Pelo Lema 9.1, obtemos

ker T" = ker 7" = ker T2 = ...

Caros alunos, agora, faremos a prova do Teorema 9.3.

Demonstragdo. Como T é nilpotente, entdo existe k € N tal que T* = 0. Logo, T%(v) = 0,
para todo v € V. Ou seja, V = ker T*. Pelos Lemas 9.1 ¢ 9.2, temos que

kerT' CkerT? C ... CkerT" = ker T = ...

Logo, se k > n, entdao V = ker TF = kerT". Se k < n, entdo V = ker T* C kerT" C V. De
qualquer forma, V' = ker T". Ou equivalentemente, 7" (v) = 0, para todo v € V. Isto nos diz
que T = 0. O

Exemplo 9.13. Vimos no exemplo 9.8, que o operador linear T : R?> — R?, dado por
T(z,y,2) = (y,0, 2), satisfaz T3(z,y,z) = (0,0, 2). Como dimR3 = 3, entdo T nao é nilpo-
tente, pois 7% # 0 (ver Terema 9.3). Nao precisamos usar inducao para chegarmos a esta

conclusao.

Teorema 9.4 (Autovalor de um Operador Nilpotente). Seja V' um espaco vetorial com

dimensao finita. Seja T :V — V um operador nilpotente. Entao o unico autovalor de T €

0.

Demonstracao. Considere que T' é nilpotente com indice de nilpoténcia m. Entao T =0 e
T 1 £ 0. Dai, existe w # 0 tal que T™ !(w) # 0. Por outro lado,

(1™ H(w)) = T™(w) =0,

isto implica que, T H(w) € kerT e T™ }(w) # 0. Isto nos diz que ker T # {0}. Dessa
forma, existe v # 0 em V tal que T'(v) = 0 = Ov. Consequentemente, 0 é autovalor de T
Suponha que A seja autovalor de T', ou seja, T'(u) = Au (u # 0). Indutivamente, temos que
T™(u) = X"u. Mas, T™(u) = 0, logo, A™u = 0. Como u # 0, entdo A = 0. Ou seja, 0 é o

Unico autovalor de 7. O
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Obs 9.8. Vimos, na demonstragdo do Teorema 9.4, que ker 7" # {0}, para todo operador

nilpotente T'. Dessa forma, todo operador nilpotente é nao-injetivo.

9.3.3 Matrizes de Operadores Nilpotentes

Caros alunos, vejamos como representar um operador nilpotente em forma de matriz.

Teorema 9.5. Seja V' um espaco vetorial com dimensao finita n. Seja T : V. — V um

operador nilpotente. Entao existe uma base 3 de V' tal que

0 * =x
Tlg=1 : . «
0 --- 0

Demonstracdo. Como T é nilpotente, entao existe k& € N tal que 7% = 0. Isto nos diz que

V = ker T* (verifique). Sabemos, através do Lema 9.1, que

{0} =kerT° CkerT* CkerT? C ... C ker TF = V.

Escolha uma base 8, = {vi,vi,...,v! } de kerT. Complete esta base a uma base 3, =

Uy
1,1 1,2 2 2 2 ;
{v1, v, ., vp,, 07,05, .. v} de ker T2, Siga este processo até encontrar uma base

g1 1,2 2 2 ko k k
B = {V1, Vg ey Uy U], Vg5 ey Upyy ooy VY, Uy oy Uy
de ker T* = V, onde
g1 1,2 2 2 i i
Bi = {01, Vg ooy Up VT, Vg5 oy Upoyy ooy VT, Uy ooy Uy}

é base de ker T%,V i = 1,2, ..., k. Verifique que

0 * =«
[T]/i: T x
0 - 0
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Exercicios de Fixacao

1. Seja T : V — V um operador linear nilpotente, com dim V' = n. Mostre que o polinomio

caracteristico de T' é pp(z) = 2.

2. Seja T : R?* — R3 um operador linear tal que a matriz de T' em relacido & base candnica

¢é dada por

A:

o O O
o O 2
o 2 O

onde a € R. T é nilpotente? No caso afirmativo, determine seu indice de nilpoténcia.
3. Prove que toda matriz diagonal A é nilpotente se, e somente se, A = 0.

4. Considere a matriz

A:

o O O
o O N
S W o=

A é nilpotente? No caso afirmativo, determine seu indice de nilpoténcia.

5. Quais das seguintes matrizes é nilpotente?
4 8 -1 —6 2
-12 -4 2 8 -1

0 2 —6 —6 2
1 -2 0 0 2
ii) 1 0 -3 =3 2 [;
1 -2 -1 -1 2
1 -4 -3 -3 4

0 3 2 1 2
i) | -2 -1 0 1 -2 [;
—2 -3 -2 1 -2
0 -1 0 1 0
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100 0 -7 1
0 -1 0 0
ivy | 01 0 0 0 |;
13 0 -9 1
4 0 —3 1
2 1 -4 4

|
—_
O = O =
|
—_
=~
|
=~

-2 =2 =2 1 =2

9.4 Conclusao

Vimos nesta secao que os polindomios minimo e caracteristico de um operador linear sao
anulados por este e que autovalores deste operador sao raizes destes polinomios. Por fim,

conhecemos algumas propriedades de operadores nilpotentes.

9.5 Exercicios Propostos

1. Seja A uma matriz de ordem n com entradas reais. Mostre que A e A’ tém o mesmo
polinébmio minimo.
2. Sejam A e B matrizes de ordem n com entradas reais. Mostre que o polindomio minimo

da matriz de ordem 2n, em forma de blocos,

(03)

¢ o mmc dos polindomios minimos de A e B.

3. Seja A uma matriz de ordem 4 com entradas reais e autovalores 1 e —1. Escreva todas
as possibilidades para o polinomio caracteristico de A. Para cada possibilidade do polinomio

caracteristico de A, escreva os possiveis polinomios minimais de A.

4. Seja T : 'V — V um operador linear nilpotente com indice de nilpoténcia m, onde

dimV = n. Mostre que o polinémio minimo de 7' é pr(x) = z™. Conclua que o tnico
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autovalor de T" é 0.

Proxima Aula

Em nossa préxima e ultima aula estudaremos a forma canonica de Jordan, que é o modo

mais simples de representacao matricial para um operador linear nao diagonalizavel.
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