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Meta

Mostrar ao aluno como representar matricialmente um operador linear nao necessariamente

diagonalizavel, numa forma o mais simpliﬁc&ﬂ@ possivel.



Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de exibir a forma candnica de Jordam de um

operador linear.

Pré-requisitos

Algebra Linear I.

10.1 Introducao

A forma canonica de Jordan é uma representacao matricial simples de um operador li-
near. Construiremos tal representacao através do conhecimento dos polinémios minimo e
caracteristico do operador linear. O pano de fundo baseia-se no Teorema da Decomposicao

Priméria.

10.2 Teorema da Decomposicao Primaria

Caros alunos, nesta secao, enunciaremos o Teorema da Decomposicao Primaria. A demons-
tracao deste Teorema requer um conhecimento que nao é pré-requisito para esta disciplina.
Portanto, entendemos que nao é o momento de expor tal trabalho. Para os alunos mais

interessados, ver, por exemplo, [1].

Definigao 10.1 (Polinémios Irredutiveis). Dizemos que um polinémio ndo-constante p, com
coeficientes reais, é irredutivel sobre R se é impossivel encontrar dois polinomios, com coefi-
cientes reais, ndo-constantes ¢, r tais que p(z) = ¢(x)r(z), para todo x € R. Caso contrério

dizemos que p é redutivel sobre R.

Exemplo 10.1. O polindomio z? + 1 ¢ irredutivel sobre R, pois a equacao 22 + 1 = 0 tem

discriminante negativo.
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Exemplo 10.2. O polinémio z? — 1 é redutivel sobre R, pois
2?2 —1=(z—1)(z+1).

Teorema 10.1 (Teorema da Decomposigao Primaria). Seja V' um espaco vetorial de di-
mensao n. SejaT :V — V' um operador linear. Seja pr o polinomio caracteristico de T tal
que

pr(x) = [p1(@) [p2(2)] - .. - [pe(2)]™,

onde p;(z) sdo fatores irredutiveis, para tdo i = 1,2,...,k, com p; # px, para i # k. Entdo

seu polinomio minimo é

mr(x) = [pu(@)] p2(2)]® - ... - [p(2)] ™,

onde 0 < d; < s;, para todo i = 1,2,....k, e se W; = ker[p;(T)|% = ker[p;(T)]*, para todo

1=1,2,....k, temos também que
Vle@WQGB@Wk,

onde W; € subespaco invariante por T, para todo i = 1,2, ... k.

10.2.1 Aplicagcao do Teorema da Decomposicao Primaria

Prezados alunos, vejamos um exemplo onde podemos aplicar o Teorema da Decomposicao

Priméria.

Exemplo 10.3 (Aplicacao do Teorema da Decomposigao Priméaria). Seja T : R® — R® dado

por

T(x1, 29, k3,24, x5) = (101 — Tx4 + 25, —23, T2, 1321 — 924 + 5,471 — 324 + T5).
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Escrevendo a matriz de T em relagao a base candnica ¢ de R® (ver exemplo 2.9), encontramos

100 0 -7 1
00 -1 0 0
A=[Tl.= o 1 0 0 0|,
13 0 —9 1
4 0 3 1

verifique. Mostre que o polinomio caracteristico de A é
palz) = z(2® + 1)(z — 1)~
Na linguagem do Teorema da Decomposi¢ao Primaria 10.1, temos que
pi(x) =z, pox) =2 +1, ps(x) =2 —1, s, =sy=1es3=2.
O Teorema 10.1, nos garante que
R® = ker p; (A) @ ker py(A) @ ker p3(A)? = ker A @ ker(A? 4+ 1) @ ker(A — 1)?,

onde ker A, ker(A? + 1) e ker(A — I)? sdo subespagos invariantes por A. Vamos encontrar

tais espagos. Seja (x1, Ta, X3, x4, T5) € ker A, entao

0 st 10 O 0 -7 1 I 101}1 — 7I4 + Ty

0 XTo 0O 0 -1 0 0 T2 —3

0 =A XT3 = 0 1 0 0 0 I3 = )

0 Ty 13 0 -9 1 Ty 131’1 — 9$4 + Ty

0 Ty 4 0 -3 1 Ty 41[‘1 — 3ZE4 + x5
Resolvendo esta equagao, obtemos

3
To =1x3 =0, x4:§x1, x5:§x1ex1€R.
Portanto,
3 1 31
kerA = {($17x27x37x4’1‘5)} = {(xl,0,0, §I17§x1)} = {I1 (170707§7§>}

= [(2,0,0,3,1)].
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Agora, procuremos o espago ker(A? + I'). Assim sendo, seja (x1, To, 73, T4, T5) € ker(A%+1).
Dai,

1 0
T9 0
(A2+D| z3 | =] 0
Ty 0
x5 0
Mas,
00 0 -7 1 00 0 -7 1 10000
0 -1 0 -1 0 01000
AP+ T = 1 1 ol+[ 00100
13 0 -9 1 13 0 -9 1 00010
4 0 -3 1 4 0 -3 1 00001
3 0 0 —17 4 10000 14 0 0 —17 4
0 -1 0 0 O 01000 0 00 0 O
= 0 0 -1 0 O0O]l+]1001O0O0]|= 0 00 0 0
17 0 0 —45 5 00010 17 0 0 —44 5
5 0 0 -4 2 00001 5 00 —4 3
Dessa forma,
0 T 14 0 0 —17 4 T 142y — 1724 + 425
0 T 0 00 0 O X9 0
0 |=A+D]| 2 [=] 000 0 0 z3 | = 0
0 Ta 17 0 0 —44 5 T4 1721 — 4424 + dxs
0 Ts 5 00 —4 3 Ts Sr1 — 4xs + 325

Esta equacao tem solugao z; = x4 = x5 = 0. Logo,
ker(A%4+1) = {(0, 19, 73,0,0)} = {22(0,1,0,0,0)+z3(0,0,1,0,0)} = [(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0)].
Analogamente, verificamos que

ker(A — I)* =[(1,0,0,0,3),(0,0,0,1,—2)].
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Dessa forma, pelo Teorema 10.1 (ver soma direta), temos que
s =4(2,0,0,3,1),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0), (1,0,0,0,3),(0,0,0,1, —2) }

¢ uma base de R. Mostre que,

00 0 0 0
00 -1 0 0
Tg=]01 0 0o o |,
00 0 13 -9
00 0 16 —11

onde
0 —1 13 -9
(0), e
1 0 16 —11

sao as matrizes de T restrito a ker A, ker(A? + I) e ker(A — I)?, respectivamente.

Exercicios de Fixacao

1. Para as transformacoes lineares definidas pelas matrizes abaixo encontre bases para W

(ver Teorema 10.1) e a decomposigao da matriz que representa 7' na base associada aos W/s.

100 0 -7 1

0 —1 0
i) 1 0 |;
13 0 -9 1
4 0 -3 1
2 1 1 -4 4
-1 0 -1 4 -4
ii) 1 1 -3 4 |[;
0 O 1 0

-2 -2 -2 1 =2

145



2 1 1 0 0
-1 0 -1 0 0

i) [ 11 1 0
0 1 0

0 ~1 2

10.3 Forma Canonica de Jordan

Caro aluno, nesta secao, mostraremos como encontrar a Forma Canonica de Jordan de uma

matriz utilizando os polinomios caracteristico e minimo desta.

10.3.1 Definicao de Forma Canodnica de Jordan e Exemplos

Definigao 10.2 (Bloco de Jordan). Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Seja A um

autovalor de A. A matriz quadrada de ordem r, onde r < n,

1 0 0
1
0 A
Ja(N) =
0 1
0 A

é chamada bloco de Jordan de A associado ao autovalor .

Teorema 10.2 (Forma Canonica de Jordan). Seja A wma matriz quadrada de ordem n.

Sejam A1, Ag, ..., A\, autovalores distintos de A. Sejam
pa(@) = (@ =A)™(x=X)™ .- (x=\)"™ ema(z) = (x =) (z=X)2 .- (z =\

0s polinomios caracteristico e minimo de A, respectivamente. Entdo existe uma matriz dia-
gonal por blocos J, semelhante a A, chamada Forma Canonica de Jordan de A, onde na

diagonal estao os blocos de Jordan de A, tal que

i) existe pelo menos um bloco de Jordan Ja(N;) de ordem l;, todos os outros tém ordem
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menor ou tgual a l;;
ii) A soma das ordens dos blocos de Jordan Ja(N;) € m;;

iii) A quantidade dos blocos de Jordan J4(N\;) € a multiplicidade geométrica de \;, isto €,
dimker(A — N\ 1);

iv) A quantidade dos blocos de Jordan J(X;) de uma ordem qualquer é unicamente deter-

minda por A.

Exemplo 10.4. Seja

2 1 1
2 1 =2
-1 0 =2

Vimos no exemplo 9.4, que os polinémios caracteristico e minimo de A sao dados por
palz) = (x 4+ 1)*(z — 3) e ma(x) = (x 4+ 1)*(z — 3).

Asim, a diagonal da forma de Jordan ¢ constituida dos nimeros —1, —1 ¢ 3. Como o

2

expoente do termo (x 4 1)? no polinémio minimo é 2, entdao o primeiro (e tnico) bloco de

Jordan associado ao autovalor —1 de A é de ordem 2 (ver Teorema 10.2) e é dado por

Ja(=1) = < _01 _11 ) .

Analogamente, como o expoente do termo (x — 3) é 1 entdo o primeiro (e tnico) bloco de

Jordan associado ao autovalotr 3 é de ordem 1 (ver Teorema 10.2) e é dado por
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Exemplo 10.5. Seja
2 1 1

A= -2 -1 =2
1 1 2

No exemplo 9.5, vimos que os polinémios caracteristico e minimo de A sao dados por
palx) = (x — 1) e mu(z) = (z — 1)

Portanto, 1 é autovalor de A com multipliciade algébrica 3. Portanto a diagonal da Forma
canonica de Jordan é constituida de trés elementos iguais a 1. Note que o expoente do termo
(x — 1)% no polinémio minimo é 2, entdao o primeiro bloco de Jordan associado ao autovalor

1 de A é de ordem 2 (ver Teorema 10.2) e tem a seguinte representagao

wo=( 1)

O outro bloco de Jordan de A associado ao autovalor 1 deve ter ordem menor ou igual a 2
(ver Teorema 10.2). Mas, ndo pode acontecer de ser 2, caso contrario, a ordem da matriz
Forma Canonica de Jordan de A, J, seria 4. Isto é um absurdo (a matriz J tem ordem 3).

Portanto, este ultimo bloco tem ordem 1. Por fim, a Forma canonica de Jordan para A é

Exemplo 10.6. Seja

o -1 1 2 3 2

o 0 -1 0 -2 1
A=

0 0 -1 1 =2

0 0 0 -1 3

0 0 0 —4

Verifique que os polindmios caracteristico e minimo de A sao dados por

palx) = (x4+1)°(@ +4) e ma(z) = (z +1)%(z + 4).
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Portanto, —4 e —1 sao autovalores de A, este 1ltimo com multipliciade algébrica 5. Portanto
a diagonal da Forma canonica de Jordan J de A ¢é constituida de cinco elementos iguais a
—1 e um igual a —4. Olhe que o termo do polinémio minimo (x + 4) tem expoente 1. Dali,
s6 existe um (por que?) bloco de Jordan associado ao autovalor —4 de ordem 1. Por outro
lado, veja que o expoente do termo (z + 1) no polinémio minimo é 3, entdao o primeiro bloco
de Jordan associado ao autovalor —1 de A é de ordem 3 (ver Teorema 10.2) e tem a seguinte

representacao

Existem duas possibilidades para os outros blocos associados ao autovalor —1, ja que estes
devem ter ordem menor ou igual a 3 (ver Teorema 10.2). Logo, podemos encontrar mais

dois blocos de ordem 1, ou seja,

Ja(—1) = ( 1 ) o Ja(—1) = ( 1 )

ou podemos encontrar mais um bloco de dimensao dois, isto €,

Ja(—1) = < _01 _11 ) .

Portanto, as possiveis Formas Canonicas de Jordan para A sao

-1 1 0 0 O -1 1 0 0 0

0 -1 0 0 0 -1 1 0 0

0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0
ou

0 0 -1 0 0 o 0 0 -1 1 0

0 0 -1 0 0 0 -1 0

0 0 0 —4 0 0 0 —4
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Mas,

01 -1 -3 -1 7 01 -1 -3 -1 7
00 1 2 3 2 00 1 2 3 2
Gel — |00 0 0 =2 oo 0 0 1 -2
00 0 0 2 00 0 0 -2 1
00 0 0 0 3 00 0 0 1
00 0 0 -3 00 0 0 |
01 -1 -3 -1 7 01 -1 =3 -1 7
00 1 2 3 2 00 1 2 3 2
00 0 0 1 -2 00 0 0 1 -2
“1oo o o 0o 3| loo o o o 1
00 0 0 0 1 00 0 0 0
00 0 0 0 0 00 0 0 0

Portanto, como existem duas linhas nulas no final destas congruéncias, entao
dimker(A+1) =2.

Logo, sé existem dois blocos de Jordan associados ao autovalor —1 (ver Teorema 10.2). Com

isso, a Forma Canonica de Jordan é dada por

-1 1 0 0 0
0 —1 1 0 0
0 0 -1 0 0
o 0 0 -1 1 0 |
0 0 0 -1 0
O 0 0 0 0 —4

pois a outra Forma possivel tem trés blocos de Jordan para o autovalor —1.

Exemplo 10.7. Seja A uma matriz tal que os polindmios caracteristico e minimo sao
pa(r) = (x —2)%(x — 5)? e ma(z) = (x — 2)(z — 5).
Assim sendo, o termo (x — 2) tem expoente 1 no polinémio minimo, entao o primeiro bloco
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de Jordan associado ao autovalor 2 tem ordem 1 (ver Teorema 10.2). Como os outros blocos
de Jordan associados a este mesmo autovalor tem ordem menor ou igual a 1 (ver Teorema
10.2), logo, temos trés (ver Teorema 10.2) blocos associados ao autovalor 2 de ordem 1, ou

seja, trés blocos da forma
(u@):(z).
Da mesma forma, obtemos trés blocos de Jordam idénticos associados ao autovalor 5, isto é,

Qu@):(5).

Com isso, a tnica Forma de Jordan possivel para A é

20000
02000
J=100 200
00050
00005

Obs 10.1. Note que a ordem de uma matriz é o grau do seu polinéimo caracteristico e nao

o grau do polinomio minimo.

Exercicios de Fixacao

1. Considere a matriz

s

I
o o o
o o w
o w =

Determine a forma candnica de A.

2. Seja A uma matriz de ordem 5 com entradas reais, polinomios caracteristico e minimo
pa(z) = (x —2)*(x +7)%* e ma(z) = (x — 2)3(z + 7), respectivamente. Determine a Forma,
Canonica de Jordan de A.

3. Seja T : V. — V um operador linear com polinomios caracteristico pr(z) = (z — 2)° e

minimo mr(z) = (x — 2)? Determine as possiveis Formas Canonicas de Jordan para T e a
dim V.
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4. Seja T : V — V um operador linear com polindémio caracteristico pr(z) = (z — 2)°. De-
termine as possiveis Formas Canonicas de Jordan para 1" e a dim V. Em cada caso, determine

o polinomio minimo de 7.

5. Seja

A:

— = O
e S
[ R -

Encontre A'° usando a Forma Canoénica de Jordan.

10.4 Conclusao

Concluimos nosso curso aprendendo como encontrar a forma candnica de Jordan de um

operador linear através do conhecimento de seus polindomios minimo e caracteristico.

10.5 Exercicios Propostos

1. Seja T um operador linear sobre um espago vetorial V' de dimensao finita. Se o polinomio
caracterfstico de T' é dado por pr(z) = (z — 4)*(z + 2)*, entdo quais as possibilidades para
dimker(T" — 41) e dim ker(T" + 21)?

2. SejaT : V — V linear com autovalores distintos A\; e Ay, onde V' é um espaco vetorial com
dimensao finita 6. Se dimker(7" — A1) = 3 e dimker(7T — X\oI) = 1, quais as possibilidades
para os polinomios caracteristico e minimo de 17

3. Seja T : V — V um operador linear com polinémio caracteristico pr(z) = (z+2)*(x—1)%

Determine as possiveis Formas Canonicas de Jordan para T e encontre a dim V.

4. Para as transformagoes lineares definidas pelas matrizes abaixo encontre o polindmio
caracteristico, o polinémio minimo bases para W; (ver Teorema 10.1) e a decomposicao da

matriz que representa T na base associada aos W/s.
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2
0
2
0

8§ —1 —6
-4 2
2 0 9
0
-4 0

14
—12

N——

0 2
2
-1 2

0 2 -6 —6 2
1 =2 0
1 -3
1 -2 -1
1 -4 -3 -3 4

ii) (
iii) [

1 —2 -1 -2
2
2

—1
-3
—1

2
0
-2
-2
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