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Capitulo 1

Numeros Reais

Curso: Licenciatura em Matematica
Professor-autor: Wilberclay Goncalves Melo
Disciplina: Andlise na Reta

Unidade I

Aula 1: Numeros Reais

Meta

Apresentar os conceitos de infimo e supremo de alguns conjuntos formados por nimeros

reais.



Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera saber manusear as operacoes basicas com numeros reais,
ser capaz de utilizar as propriedades elementares de moédulo de um numero real, e saber

encontrar o infimo e o supremo de alguns conjuntos contituidos de nimeros reais.

Pré-requisitos

Fundamentos da Matematica e Célculo II.

1.1 Introducao

Ol4, nesta aula, convido ao caro aluno a estudar mais profundamente as operacoes de adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao entre dois nimeros reais. Mostraremos as principais pro-
priedades herdadas de tais operacoes. Para que o aluno se convenca da existéncia destas
operacdes recomendo a leitura do livro [2]. Este material ndo visa a construcdo do conjunto
dos numeros reais, mas o que podemos descobrir sobre este conjunto utilizando sua existéncia
ja provada em [2]. Mais a seguir, estabeleceremos a idéia de limite de uma sequéncia. Para
isto, é importante conceituar médulo de um numero real. Portanto, a vocé aluno, apre-
sentaremos algumas desigualdades relevantes sobre tal definicio. Um exemplo dessas de-
siguladades é, a muito conhecida e utilizada, desigualdade triangular. Estudaremos também
conceitos essencias para a aula 9 (Integracdo) que sdo: supremo e infimo de conjuntos for-
mados por numeros reais. Estas definicdes sdo o ponto crucial desta aula. E importante que
o aluno procure responder os exercicios contidos neste material. Em todas as aulas, as ativi-
dades estao dispostas no conteudo, chamadas exercicios de fixacao, no final da aula, como
exercicios propostos, e por fim damos uma lista, denominada exercicios resolvidos, para que

o aluno tenha uma idéia de como as atividades desta disciplina devem ser respondidas.



1.2 A Estrutura de Corpo dos Niumeros Reais

Propriedades 1.1 (Operacoes em R). Considere que estao estabelecidas as operagoes de
adicao e multiplicacao em R, isto €, existem duas fungoes + - R xR —Re-:RxR — R,
denominadas adicao e multiplicagao, respectivamente, definidas por: +(x,y) = x +y e

(z,y) = xy, ¥V x,y € R. Tais operagoes satisfazem as sequintes propriedades:

1. (Associatividade) x + (y+ 2) = (x + y) + z e x(yz) = (xy)z,V z,y,z € R;
2. (Comutatividade) x +y =y +x e xy = yx,V z,y € R;

3. (Elemento Neutro) Existem nimeros reais 0 e 1 que satisfazem: 0 +x = x+0 = x
elr =al =2,V axeR. Os numeros 0 e 1 sao denominados elementos neutros da

adicao e multiplicacao, respectivamente;

4. (Elemento Inverso) Dado um niumero real x existe um nimero denotado por (—x) tal
que x + (—x) = (—x) +x = 0. Além disso, para cada nimero real x # 0 existe um

1

numero real denotado por x71, tal que vx~' = v~ 'ax = 1. Estes nimeros sao chamados

elementos inversos a x, para a adicao e para a multiplicacao, respectivamente;
5. (Distributividade) (x +y)z = xz + yz, ¥V x,y,2 € R;

Obs 1.1 (Definicao de Corpo). Todo conjunto C' # ) munido de duas operacoes + : C'x C' —
Ce-:CxC — C com as mesmas propriedades estabelecidas em 1.1 é denomiado um corpo.
Por isso, o conjunto dos numeors reais R, munido das operacoes de adicao e multiplicacao, é
dito um corpo. Um outro exemplo conhecido do leitor é o conjunto dos niimeros complexos C
munido da adicdo e multiplicacdo usuais em C. Ou seja, (a+bi)+(z+yi) = (a+z)+ (b+y)i
e(a+bi)- (v+yi) = (ax —by) + (ay + bx)i, V a,b,z,y € R.

Afirmacao 1.1 (Unicidade). Os elementos neutros e inversos da adi¢ao e multiplicagio em

R sao dnicos.

Demonstracao. Considere que existe z € R que satisfaz: vz = zx =2, Vo € R. Como 1 € R,
entdo: 1 = 1z =® 2. Com isso, o elemento neutro da multiplicacao é tinico. Analogamente,
é possivel provar que o elemento neutro da adicdo é unico. De fato, dado = € R, suponha

que existe y € R tal que  +y = y + = 0. Assim sendo,

y="0+y="[(-2) +a]+y="(-2)+ (@ +y) = (-2) +0 =" (—a).

3



Portanto, o elemento inverso a x em relacdo a adicdo é unico. Analogamente, prova-se que

os elementos inversos da multiplicacao sao 1nicos. H

Definicao 1.1 (Subtracao e Divisdo). A operacao — : R x R — R definida por: —(z,y) =
x —y = x+ (—y) é denominada subtracdo em R, V x,y € R. Definimos a operacao
+: R x R* — R divisdo em R por: +(z,y) =z +y:=zy !, Vz,y € R, aqui R* =R\ {0}.

Propriedades 1.2. Sejam x,y,z € R. Entao:

i) (Lei do Corte) v +y=x+ 2=y = z;

ii) 20 =0x =0;

iii) (Sem Divisores de Zero) vy = 0= 2 =0 ouy = 0;

iv) (Regra de Sinais) x(—y) = (—x)y = —(vy), (—2)(—y) = ay e —[(—x)] = .

Demonstragao. i) Veja que:

vty = v+2 = (—2)+(vty) = (—2)+(z+2) =" [(—2)+2)+y = [(—2)+a]+2 = 0+y = 042 =
Y=z

Logo, a Lei do Corte é vélida.

ii) Portanto, por i), concluimos que

20+ 0 =* 20 =* 2(0 4+ 0) = 20 + 20 = 0 = 20.

Por comutatividade Ox = 0.
iii) Para provar iii) suponha que x # 0. Assim, existe 27! € R tal que: xz7! = 27tz = 1.

Dessa forma, se xy = 0, temos que:
v Hay) =270 (a7 )y=0=2t1ly=0=y=0.

Isto nos diz que R nao possui divisores de zero.

iv) Finalmente, observe que:

zy + a(—y) =" aly + (—y)] =" 20 = 0.



Com isso, x(—y) é o elemento inverso de xy. Mas o elemento neutro é unico (ver afirmacao

1.1). Por fim, 2:(—y) = —(xy). As outras regras de sinais possuem provas andlogas. ]

Obs 1.2 (Regra de Sinais). Podemos concluir a partir da regra de sinais que: 1(—1) =
(-1)1 =—-1, (=1)(=1) =1 e —[(—=1)] = 1. Por isso, o nome regra de sinais é dado para esta

afirmac3o.

1.3 A Estrutura de Corpo Ordenado dos Numeros Reais

Definicao 1.2 (R Corpo Ordenado). Dizemos que R é um corpo ordenado, pois existe um

subconjunto R, C R, denomindo conjunto dos nimeros reais positivos, tal que:

1. x+y,xy € Ry, se x,y € R,, em palavras, a soma e o produto de niimeros positivos é

novamente um nimero positivo;

2. (Lei da Tricotomia) Dado = € R, temos que: ou x = 0, ou x € Ry, ou (—z) € Ry

(somente uma das afirmacoes é verdadeira).

Obs 1.3 (Corpo Ordenado). Em geral, um corpo C qualquer € dito ordenado se existe
um subconjunto P C C' satisfazendo as mesmas condigcoes que Ry acima. Por este fato,

estabelecemos a definicao 1.2.

Definicao 1.3 (Numeros Negativos). Chamaremos o conjunto R_ = {z € R: (—z) € R}

de conjunto dos nimeros reais negativos.

Obs 1.4. Unindo a definicao 1.3 a Lei da Tricotomia (ver definicao 1.2) concluimos que: um
numero real ou é nulo, ou é positivo, ou é negativo, isto é, R = {0} UR, UR_, onde esta
unido é disjunta.

Afirmacao 1.2. O quadrado de um nimero real nao-nulo € um nimero real positivo.

Demonstracao. Seja x € R*. Pela Lei da Tricotomia (ver definicao 1.2), concluimos que ou
r € RT, ou (—x) € RT. Se z € R, entdo: 22 = zox € RT, pela definicao 1.2. Ou seja, 22
é positivo. Por outro lado, se (—z) € RT, entdo: 2% = (—x)(—x) € RT, pela definicdo 1.2 e

regra de sinais. Portanto, a2 é positivo. O

Exemplo 1.1. 1 é um nimero positivo. Com efeito, como 1 = 1 -1 = 12 e 12 é positivo,

entao o resultado segue. Por conseguinte, —1 é negativo.

5



Obs 1.5 (Corpo Nao-Ordenado). A partir deste exemplo podemos concluir que o conjunto
dos niimeros complexos C é um exemplo de corpo que ndo é ordenado, pois i2 = —1 é

negativo.

1.4 Relacao de Ordem no Conjunto dos Numeros Reais

Com a existéncia dos nimeros reais positivos é possivel estabelecer uma relacao de ordem

em R. Esta estd estabelecida na seguinte

Definicao 1.4 (Menor ou Maior). Sejam z,y € R. Dizemos que = é menor que y, ou que y
¢ maior que z, se y —x € R,.

Notacao: =z <y ouy > x.

Obs 1.6. © < y ou y > x, se existe p € R, tal que y — x = p, ou seja, y = p + x. Observe
também que: * >0 2 —0€ R, & € R,. Da mesma maneira, t <0< x € R_.

Exemplo 1.2. 1 > 0, pois 1 € R,. Analogamente, —1 < 0.

A proposicao a seguir garante que é possivel definir uma relacao de ordem em R.

Proposicao 1.1. Sejam x,y,z € R, entao:

i) (Transitividade) v <y ey < z = x < z;
il) (Tricotomia) Dados x,y € R, temos que: ou x =1y, ou x <y, ouy < x;

iii) (Monotonicidade) x < y=x+2<y+ z,x2<yz, se 2z >0 exz>yz se z <O0.

Demonstragao. i) Considere que x < y e y < z. Assim sendo, usando a definicdo 1.4, temos
que z—y>0ey—x>0. Entdo, z—x =2z—y+y—x > 0 (ver definicdo 1.2 e observacao
acima). Isto prova a transitividade.

ii) Use a Lei da Tricotomia sobre y — x € R para provar o segundo item. De fato, ou
y—x=0,ouy—x>0oux—y=—(y—x) >0. Equivalentemente, ou y = z, ou = < y,
ou y < z. Isto prova a Tricotomia.

iii) Vamos provar a monotonicidade. Se = < y, entdo y —x > 0. Logo, y + z — (z + 2) =



y—x > 0. Portanto, v+ 2 < y+ 2. Além disso, z > 0, encontramos: yz —xz = (y—x)z > 0,
pela definicao 1.2, isto é, xz < yz. Por outro lado, se z < 0, entdo: zz —yz = (v —y)z =
(y —x)(—2) >0, pois y — x, —z > 0. Ou seja, vz > yz. O

Definicao 1.5 (Relacao de Ordem). Sejam z,y € R. Dizemos que = é menor ou igual a v,

ou que y é maior ou igual a z, se x < y ou x = y.

Notacao: <y ouy > .

Exemplo 1.3. Sejam z,y € R, com x < y. Entao x < xT—l—y < y. De fato, x < xTer &

20 < 2%% S2r<zrtys22r—z<z+y—xs x <y Analogamente, prova-se que

T+y
<
2 F— y
Obs 1.7. “<” é uma relacao de ordem em R, pois as seguintes as propriedades

a) (Reflexividade) x < x, V x € R;
b) (Anti-simetria) t <yey <z < x=y,x,y € R,

c) (Transitividade) x <yey<z=ux<z Vuz,y,z€R,
seguem diretamente da Proposicao 1.1.

Considere que o conjunto dos numeros naturais ¢ denotado por N. Defina uma funcao
f N — R, indutivamente, por: f(ly) =1z e f(n+ 1y) = f(n) + 1g, onde n € N 1y e 1p
sao, respectivamente, os elementos neutros das multiplicacoes usual de N e da multiplicacao
de R definida acima. Como 1g > 0, entdo 1lg < lg+1g < Ig+1r+1g < .... Por conseguinte,
f(n) < f(m), se n < m. Ou seja f é uma funcdo injetora. Portanto, f : N — f(N) C R é
uma bijecao. Com isso, podemos identificar f(N) com N. Com esta identificacdo garantimos
que N C R. Agora, seja n € N. Logo, n € R. Dessa forma —n € R. Consequentemente,
Z C R, onde Z ¢é o conjunto dos inteiros, ja que 0 € R. Por fim, sejam p, ¢ nimeros inteiros
com ¢ # 0. Assim sendo, p,q € Rep+q=pg ' €R. Isto é Q C R, onde Q é o conjunto

dos racionais. Resumindo, obtemos:
NCZCQCR.

A dltima inclusao é prépria, isto é, existe um numero real que nao é racional. Veremos a

prova desta afirmacado no decorrer do material.



Exercicios de Fixacao

1. Prove que se z,y € R entao

i) —(z+y)=(-2)+(~y);

D <l>
o)

2. Solucione as seguintes equacoes, justificando cada passo apropriado:

i) 2045=8;
i) 2% =z
iii) (x —1)(x +2) =0.

3. Se x € R satisfaz x - v = x. Prove que x =0 ou z = 1.

1 1 1
4. Se x,y € R sao nao-nulos, mostre que — = —

wy r oy
5. Se x,y € Q, mostre que x +y,x -y € Q.
6. Se 0 < z <y, mostre que = < /Ty < ¥.
7. Se V e > 0 temos que x < y + ¢, mostre que z < y.
8

. Prove que [1/2(z +y)> < 1/2(z + y)?, ¥ 2,y € R. Mostre que a igualdade é vélida

somente quando x = y.

9. Se x > 1, mostre que 2" < 1,Vn € N. Se 0 < x < 1, prove que 2" < z,V n € N.



1.5 Mobdulo de um Numero Real

Nesta secao definiremos médulo de um nimero real e estabeleceremos algumas propriedades.
Geometricamente, o médulo de um nimero real é a distancia deste nimero ao elmento neutro

0. Formalmente temos a seguinte

Definicao 1.6 (Mdédulo). Definimos e denotamos o médulo de um numero real z por:

r, x>0
7| =
—z, v <0.
Obs 1.8. A definicdo 1.6 é equivalnente a |z| = max{x, —x}, onde x € R. Por conseguinte,

|z| > x, —x, © € R. Por monotonicidade, —|x| < z < |z|, onde x € R. Além disso, x| > 0 e
|| =|—z|, V2 eR.

Exemplo 1.4. | —3,5| = 3,5 e |3| = 3 s@o exemplos de mddulos.
Proposicao 1.2. Sejam y,d € R, entao sao equivalentes:
i) [yl <o;

i) -6 <y <.
Demonstracao. Observe que, por monotonicidade, chegamos asseguintes equivaléncias:

ly <d e max{y, -y} <dey<de —y<deoy<dey> -0 —0<y<J.

Obs 1.9. A Proposicao 1.2 nos diz, implicitamente, que: |y| >0 <y < —d ouy > J.

Corolario 1.1. Sejam x,a,0 € R. Entao sao equivalentes:

i) |z —a| <4
i) a—d<zx<a+o.
Demonstracao. Faca y = x — a e aplique a Proposicao 1.2. Chegamos ao seguinte resultado:

lt—a|<d&e —-0<z—-—a<d&a—d <z <a+ 0. Estatltima equivaléncia é verdadeira

por monotonicidade. [



Obs 1.10. Os resultados obtidos na Proposicao 1.2 e no Corolario 1.1 continuam verdadeiros

se substituirmos < por <.

Proposicao 1.3. Sejam x,y € R. As seguintes desigualdades sao vdlidas:

i) (Desigualdade Triangular) |z + y| < |z| + |y|, ou em palavras, o comprimento de um dos
lados de um triangulo € menor ou igual a soma dos comprimentos do outros dois lados,

il) (Mddulo do Produto) |xy| = |x||ly|, ou em palavras, o mddulo do produto é o produto dos

modulos;

iii) (Mddulo da Divisao) Sejam x,y € R, com y # 0. Prove que f’ = —, aqui estamos
Y ;

‘ . T
usando a sequinte notacao vy = = —.
Y

iv) [z] = Jy| < o] = |y|| < |z —yl.

Demonstragao. i) Sejam x,y € R. Vimos que: —|z| < z < |z| e —|y| < y < |y|. Assim
sendo, somando membro a membro as desigualdades acima encontramos: —(|z| + |y|) <
x+vy < |z| + |y|. Usando a Proposicdo 1.2, obtemos a desigualdade triangular, isto é,
o+ y| < [z +yl.

ii) Observe, agora, que:

x? se x> 0:
‘x|2 — ) )
(—x)?, sex <.

Portanto, usando regra de sinais, obtemos: |x|?> = 22, V x € R. Dessa forma, |zy|* = (xy)? =
2?y? = [oPly* = (lzlly))?, ou seja, (leyl —lallyl)(Jayl + |x]lyl) = |wy[* — (Jx|ly])* = 0. Como
R néo tem divisores de zero, entdo, |ry| = %|z||y|. Por fim, |zy| = |x||y|, pois o0 médulo é

sempre > 0. Isto prova ii).

iii) Primeiramente, vamos provar que De fato, usando o item ii), encontramos:

y‘_ ly|’

lylly™'| = lyy~'| = |1] = 1. Usando a Afirmacéo 1.1, concluimos que: |y~!| = |y|~!. Ou
: . . . || 1 1 1
seja, |-| = —. Utilizando o item ii) novamente, obtemos: — = |z|-— = |z||-| = |z—| =
vl lyl [yl lyl y y
-1 T
oy~ =1

iv) Veja que a primeira desigualdade em iv) ja foi estabelecida. Para finalizar, utilize a

desigualdade triangular para concluir que: |z| = |t —y + y| < |x —y| + |y|. Com isso,

10



lz| — |y| < | — y|. Analogamente, |y| < |y — x| + |z|. Logo, —(|x| — |y|) < |z — y|. Ou seja,
2| = Jy[| < [z —yl. 0

Relembraremos, agora, como sdo definidos os intervalos em R. Primeiramente enumere-
mos os intervalos que sdo deniminados limitados.
Definicao 1.7 (Intervalos Limitados). Sejam a, b € R tais que a < b. Abaixo estdo descritos
os intervalos limitados em R:

e (Intervalo fechado) [a,b] = {xr e R:a <z < b};

e (Intervalo fechado a direita e aberto a esquerda) (a,b] = {x € R:a < x < b};

e (Intervalo fechado & esquerda e aberto a direita) [a,b) = {x € R:a < x < b};

e (Intervalo aberto) (a,b) = {r € R:a < x < b}.

Agora, listemos os intervalos que sao ditos ilimitados.
Definicao 1.8 (Intervalos Ilimitados). Sejam a,b € R. Descrevemos abaixo os intervalos
ilimitados em R:

e (—00,00) =R;

e (Intervalo fechado a direita) (—oo,b] = {x € R : x < b};

e (Intervalo aberto a direita) (—o0,b) = {x € R : & < b};

e (Intervalo fechado & esquerda) [a,00) = {x € R: a < z};

e (Intervalo aberto a esquerda) (a,00) = {x € R:a < z}.

Obs 1.11. O intervalo [a,a]={a} é denominado intervalo degenerado. Qualquer intervalo
que se escreve de maneira diferente deste é dito ndo-degenerado. Vimos que: |z —a| < § <
a—d<z<a+d&x€a—0da+d]. Analogamente, [t —a|<d S a—-d<z<a+0<&
x € (a—0d,a+09).
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Exercicios de Fixacao

1. Se z € R, mostre que |z| = Va2

2. Se x,y € R, mostre que |z + y| = |z| + |y| & zy > 0.
3. Se x < a,b <y, mostre que |a —b| <y — x.

4. Encontre z € R tal que:

i) |4z —5| < 13;

i) 2% — 1] < 3.

5. Encontre © € R que satisfaz |x + 1|+ |z — 2| = 7.
6. Encontre x € R que satisfaz:

i) o =1 > |z +1];

ii) |z|+ |z + 1] < 2.

7. Mostre que se x,y € R, entao:

, 1
i) max{z,y} = 5(%’ +y+ v —yl):

.. ) 1
ii) min{z,y} = 5(% +y— |z —yl).

12



1.6 A Estrutura de Corpo Ordenado Completo de R

Nesta secao incluiremos no trabalho a idéia de infimo e supremo de um conjunto. Estes
conceitos sao essenciais para a definicao que estabeleceremos de integral de Riemann. Assim

sendo, enunciemos a seguinte

Definicao 1.9 (Limitacao Inferior e Superior). Dizemos que um conjunto X C R ¢é limitado
inferiormente (respectivamente, limitado superiormente) se existe ¢ € R (respectivamente,
existe d € R) tal que: ¢ < x (respectivamente, © < d), V x € X. Neste caso, ¢ (respectiva-

mente, d) é denominadada cota inferior (respectivamente, cota superior) de X.

Definicao 1.10 (Conjunto Limitado). Um conjunto X C R é dito limitado se este é limitado

inferior e superiormente.

Obs 1.12. X C R ¢ limitado < existe ¢,d € R tais que ¢c < & < d, V x € X & existem
c,d € R tais que X C [¢,d] & existe M = max{|c|,|d|} tal que X C [-M, M] & existe
M € R taisque —M <z < M,Vze X < existe M € R tais que |z| < M,V z e X.

\X

Figura 1.1: Conjunto limitado

Obs 1.13. Segue da Observacao 1.12 que qualquer subconjunto de um conjunto limitado é

também um conjunto limitado.

Exemplo 1.5. N ¢é limitado inferiormente por 1, R_ ¢é limitado superiormente por 0 e

n
intervalos (a,b), [a, b],(a, b], [a,b) sdo conjuntos limitados por a e b.

1
X =<¢-—:n€eN } ¢ limitado inferior e superiormente, respectivamente, por 0 e 1. Os

Definicao 1.11 (Supremo). Seja X C R um conjunto nao-vazio e limitado superiormente.
O supremo do conjunto X, denotado por sup X, é definido como sendo a menor das cotas
superiores de X. Ou seja,

i) sup X é cota superior de X;

ii) se y é cota superior de X, entdo sup X < y.
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Obs 1.14. O item ii) pode ser substituido por uma das seguintes afirmacoes equivalentes:

ii’) se y < sup X entao y nao é cota supeior de X;
ii”) dado € > 0, sup X — ¢ nao ¢ cota superior de X.

( ° 1

\ 1
supX-g XX supX

Figura 1.2: Visualizacdo do item ii”)

O conjunto R é dito um corpo ordenado completo, pois cada X C R nao-vazio e limitado

superiormente possui supremo. Portanto, estd garantida a existéncia do supremo neste caso.

Obs 1.15 (Corpo Completo). Em geral, um corpo ordenado qualquer C' é dito completo
se existe supremo para qualquer subconjunto nao-vazio e limitado superiormente de C. O
conjunto @Q munido da adicao e multiplicacao herdadas de R é um corpo. O subconjunto
X={reQ:z>0ex? <2} CQ ndo possui supremo em Q (ver exercicios da lista de

exercicios propostos). Portanto, Q é exemplo de um corpo ordenado nao-completo.

Exemplo 1.6 (Supremo de Intervalos). Veja que sup(0,1) = 1. De fato, é facil ver que 1

é cota superior de (0,1). Além disso, dado ¢ > 0, existe 1 — % € (0,1) tal que 1 — ¢ <

1- g < 1. Portanto, 1 — ¢ ndo é cota superior de (0,1). Logo, sup(0,1) = 1. Observe

que, sup(0,1) = 1 ¢ (0,1). Analogamente, sup(0, 1] = sup[0,1) = sup[0,1] = 1. Em geral,
sup(a, b) = sup(a, b] = supla, b) = sup|a, b] = sup(—o0,b) = sup(—o0, b] = b, onde a < b.

Exemplo 1.7 (Supremo da Soma). Sejam X,Y C R nao-vazios e limitados superiormente.
Seja X+Y = {a+y:x € X,y € Y}. Entaosup(X+Y) = sup X+sup Y. Com efeito, existem
c,deRtaisque: t<cey<d, Vee X,yeY. Portanto, v +y < c+d,Ve+ye X+Y.
Ou seja, X + Y ¢ limitado superiormente. Analogamente, como sup X e supY sao cotas
superiores de X e Y, respectivamente, entao v +y < sup X +supY,Vae+y € X +Y. Dado
e > 0, temos que existem z € X ey € Y tais que sup X — 5 <z esupY — 5 < y. Somando
estes dois resultados encontramos: sup X +supY —e < x+y € X + Y. Isto nos diz que
sup(X +Y) =sup X +supV.
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Definicdo 1.12 (Infimo). Seja X C R um conjunto ndo-vazio limitado inferiormente. O
infimo de X, denotado por inf X, é definido como sendo a maior das cotas inferiores. Ou
seja,

i) inf X é uma cota inferior de X;

ii) se y ¢ cota inferior de X, entdo y < inf X.

Obs 1.16. O item ii) da definicéo 1.12 pode ser substituido pelos seguintes itens equivalentes:

ii’) se inf X < y entdo y nao ¢ cota inferior de X;

ii”) dado € > 0, inf X + € néo ¢é cota inferior de X.

[ ° )

L )
infX XX inf X+e

Figura 1.3: Vizualizacdo do item ii”)

Exemplo 1.8 (fnﬁmo de Intervalos). Analogamente ao que foi feito no exemplo 1.6, pode-
mos concluir que: inf(a,b) = inf(a,b] = inf[a,b) = infla,b] = inf[a,00) = inf(a,o0) = a,
onde a < b.

Exemplo 1.9 (fnﬁmo da Soma). Se XY sao nao-vazios e limitados inferiormente, temos,

analogamente ao exemplo 1.7, que inf(X +Y) = inf X +inf Y.

Exemplo 1.10. Sejam X nao-vazio, limitado inferiormente e a > 0. Seja aX = {ax : z €
X}, Entao inf(aX) = ainf X. De fato, existe ¢ € R tal que ¢ < z, V x € X. Portanto, por
monotonicidade, ac < ax, V ax € aX. Ou seja, aX ¢é limitado inferiormente. Analogamente,
ainf X < ax,V ax € aX, pois inf X é cota inferior de X. Dado ¢ > 0, existe x € X tal que
x <inf X + £. Portanto, ax < ainf X 4 ¢, com ax € aX. Com isso, inf(aX) = ainf X.

Definicao 1.13 (Méximo e Minimo de Conjuntos). Seja X C R. Um nimero z € X
é denominado elemento maximo (respectivamente, elemento minimo) de X, e escrevemos
x = max X (respectivamente, x = min X), se X é cota superior (respectivamente cota
inferior) de X.

Obs 1.17. Note que x € X.
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Exemplo 1.11. max[0, 1] = 1 e min[0, 1] = 0. Observe que (0, 1) ndo possui maximo nem

minimo, porém possui supremo 1 e infimo 0.

Teorema 1.2. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) N € ilimitado superiormente em R;

1
ii) inf X =0, onde X = {— n EN}.

n
Demonstragao. i) Suponha, por absurdo, que N ¢é limitado superiormente. Como R é um
corpo ordenado completo, entao existe sup N. Assim sup N— 1 ndo é cota superior de N. Ou
seja, 3n € N tal que supN—1 < n. Dessa forma, supN < n+1 € N, absurdo, ja que, supN
¢é cota superior de N.

ii) Observe que 0 < —, ¥V n € N. Ou seja, 0 é cota inferior de X. Seja y > 0. vamos provar
n

1
que y nao é cota inferior de X. Usando o item i), temos que 3 n € N tal que: — < n. Ou
Y
1 1
seja, y > — e — € X. Portanto, inf X = 0. m
n o n
Exemplo 1.12. Como N C R, entao R ¢ ilimitado superiormente.

Teorema 1.3 (Teorema dos Intervalos Encaixados). Sejam I, = [z, yn],V n € N, intervalos

limitados fechados em R. Considere que estes estejam encaizados da sequinte maneria:
i CICL,C..CLCI.

Entao, 3 x € Npenl,.

Demonstracao. Como I,,.1 C I,, Vn € N. Entao, z, < Tni1 < Yns1 < Yn, V1 € N. Ou
seja,
1SS ST S S Yy S S Y2 S

Seja X = {w1,79,..., %y, ...}. Entdo, X é limitado superiormente por y;, pois x, < i,
V' n € N. Como R é um corpo ordenado completo, temos que: = = sup X existe. Além disso,
para cada m € N, x,,, < y,, Vn € N. Ou seja, y, é cota superior de X, V n € N. Assim,
r < yp, Vn € N. Portanto, z, <z < y,, Vn € N. Isto é, z € I,, Vn € N. Por fim,
T € Npenly. ]
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Exemplo 1.13. E importante que os intervalos do Teorema 1.3 sejam fechados. Por exem-

. : 1y . .
plo, considere os intervalos I,, = (O, - sao encaixados, mas Nyenl, = 0.

1
Exemplo 1.14. Considere os intervalos I,, = |0, — |, os quais sao encaixados. O Teorema
n

1.3 nos garante que 3 « € Nyenl,. Na verdade, x = 0 (verifique!).

Definicao 1.14 (Conjunto Finito). Seja X um conjunto de nimeros. Dizemos que X é
finito, se X = 0 ou 3 n € N e uma bijecao f : {1,2,...,n} — X. Caso contrdrio, X é dito

infinito.

Exemplo 1.15. O conjunto {0, +/2} é finito, pois a funcdo f : {1,2} — {0,+/2} dada por:
f(1) =0e f(2) = /2, 6 uma bijecdo.

Definicao 1.15 (Conjunto Enumerdvel). Dizemos que um conjunto de nimeros X é enu-

meravel se X ¢ finito ou 3 uma bijecao f: N — X.

Exemplo 1.16. O conjunto dos nimeros pares 2N = {2,4,6, ...} é enumerdvel. Basta definir
f:N—= 2N por: f(n)=2n,VneN.

Corolario 1.4. R € nao-enumerdvel.

(bl"'fm))/z
[ [

i 4 f2) ")
(b,+1(3))/

r
[
b
2

Figura 1.4: Passo 3 da iteracao descrita na demonstracao

Demonstrag¢ao. Vamos provar que uma funcdo f : N — R nao pode ser sobrejetiva. Como
R ¢ ilimitado superiormente 3 a; € R tal que f(1) < ay. Seja I; = [ay, b1] um intervalo
nao-degenerado. Assim sendo, f(1) € I;. Se f(2) € I, entdo ou f(2) # a; ou f(2) # b;.
Considere, sem perda de generalidade, que f(2) # b;. Ou seja, que f(2) < b;. Construa
I, = [bﬁTf@), bl}. Logo, Iy C Iy e f(2) € I5. Se f(2) € I, entdo, defina Iy = I;. De qualquer
maneira, f(j) € I;,V 7 = 1,2, e I, C I;. Suponha que, indutivamente, estdo definidos
L,Ih,..,I, taisque [ D I, O ... D I,, com f(j) & [;,V j=12,...,nel, = |ayby]. Se
f(n+1) € I,,,logo, ou f(n+1) # a, ou f(n+1) # b,. Seja f(n+1) # by,. Istoé, f(n+1) < by.
Construa I, = [w,bn] Dessa forma, I,;1 C Iy e f(n+1) & I,11. Se f(n+1) & I,
entao, defina I,,1 = I,. Portanto, Iy, I5,....I,,... taisque I, 2 I, O ... O I, D ... sdo
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intervalos com f(n) & I,,,¥ n € N. Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados, 3 = € Npeny.
Suponha, por absurdo, que = = f(m), para algum m € N. Logo, « & I,. Isto é um absurdo.

Com isso, x & Im(f). Ou seja f nao é sobrejetiva. Por fim, R é nado-enumeravel. O

Obs 1.18 (Irracionais). Como R = {R\ Q} UQ, com unido disjunta e R é nao-enumerével,
entdo R \ Q é nao-enumerdvel, pois a unido de conjuntos enumerdveis é enumeravel (ver
exercicios propostos). O conjunto R\ Q é denominado o conjunto dos nimeros irracionais.
Portanto, existem nimeros irracionais em R (mais que isto, estes formam a “ maioria "), ou
seja, Q C R.

Corolario 1.5. Seja I um intervalo nao-degenerado. Entao I € nao-enumerdvel.

Demonstra¢ao. Vamos provar, primeiramente, que (—1,1) é ndo-enumerdvel. Defina f :
R — (—1,1) por: f(x) V x € R. Vé-se facilmente que f é inversivel e que

Y
1=yl
entdo (—1, 1) é ndo-enumerdvel. Agora, vamos provar que o intervlao (x,y) é ndo-enumeravel.
y—w)ztot yN z € (-1,1). B facil ver

que, g é uma funcao bijetora. Logo, (x,y) é ndo-enumerdvel. Seja [ um intervalo nao-

-
R
7' (=1,1) — R é dada por: g(y) =

Vy € (—1,1). Como R é nao-enumeravel,

Seja g : (—1,1) — (x,y) definida por: ¢(z) =

degenerado. Entdo, 3 2,y € R : (z,y) € I. Como (x,y) é ndo-enumeravel, entdo, I é

nao-enumeravel. 0

Teorema 1.6 (Densidade de Q). Todo intervalo nao-degenerado contém um nimero racional
e um numero irracional.

[ [
2 X z/m+1/n y

Figura 1.5: A distancia de z a y é maior que 1/n

Demonstracao. Seja I um intervalo nao-degenerado. Suponha que I nao contém niumeros
irracionais. Assim, I C Q. Mas, Q é enumeravel. Portanto, I é enumeravel. Mas, pelo
corolario 1.5, I é ndo-enumeravel. Assim sendo, I contém um irracional. Vamos provar que

I contém um racional. De fato, sejam z,y € R\ Q com = < y e [x,y] C I. Pelo Teorema

1.2 N ¢ ilimitado superiormente, ou seja, 3 n € N tal que n > . Ou equivalentemente,

y—x

18



1
y—ax > —. Observe que: R = U
n

ZEZL

{z z+1

, ] Como = € R, entdo 3 z € Z tal que
n.on

1 1 1
E§x§2+ .ComoxE]R\(@,entémoi<x<Z+ . Por outro lado, y — x > —, logo,
n n n

1 1 1
x < G < ¥, pois F, G ] tem comprimento —. Com isso, € [x,y] € I. Por fim,
n n’ n n
1 1
el e O

n

Exercicios de Fixacao

1. Seja X = {1 —(—1)": n € N}. Encontre inf X e sup X.

2. Mostre que sup{l —1/n:n € N} = 1.

3. Seja X ={1/m —1/n:n,m € N}. Encontre inf X e sup X.

4. Seja X C R nao-vazio. Mostre que x € R é um limite supeirorde X Sy e Rey > v =

y¢ X

5. Mostre que o corpo dos numeros reais é arquimediano, isto é, dados z,y € R, com
0 <z <y,existe N € N tal que Nz > y.

1.7 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar a relevancia do resultado que garante
a existéncia de numeros irracionais e racionais em qualquer intervalo nao-degenerado, ja
que podemos diminuir o quanto desejarmos o comprimento do intervalo que ainda assim
encontramos racional e irracional. Isto nos possibilita perguntar se é possivel fazer um
estudo no conjunto dos numeros reais de forma microscopica. Ou seja, podemos estudar o
que ocorre proximo a um numero real qualquer? A resposta é afirmativa e estd exposta na

aula 4.
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1.8 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno algumas propriedades decorrentes das operacoes ele-
mentares de adicao e multiplicacdo com numeros reais. Como, por exemplo, existéncia de
elementos neutros para estas duas operacoes. Provamos também algumas desigualdades
relevantes da teoria de médulo de um numero real que serdo utilizadas no decorrer do ma-
terial. Além disso, estudamos a existéncia do supremo e infimo de um conjunto qualquer
formado por niumeros reais. Estes nimeros sao de vital importancia, pois, no caso da nao
existéncia de um maior ou menor elemento em um conjunto, estes elementos os substituem,

respectivamente.

1.9 Exercicios Propostos

Exercicios:

Prove que a uniao de conjuntos enumeraveis € um conjunto enumeravel.

Prove que o produto cartesiano de conjuntos enumeraveis é um conjunto enumeravel.
Prove que Z,Z* e Q sao conjuntos enumeraveis.

Sejam z,y € R. Prove que 22 + > =0 x =y = 0.

Prove que |z — z| < |z —y|+ |y — 2|, YV z,y, 2 € R.

Sejam z,y, 2z € R. Prove que |z —y| < z = |z| < |[y| + 2.
Tty

R A R o L .

. Sejam x,y > 0. Prove que /ry <

. Ou seja, a média geométrica nunca supera a
média aritmética.

8. Sejam x,y > 0, racionais. Prove que /z+ /y € Q &z, /y € Q.

9. Sejam x € Q* ey € R\ Q. Prove que zy,z+y € R\ Q. Dé exmplo de dois numeros x, y
irracionais tais que x + y, 2y € Q.

10. (Exemplo de Irracional) Prove que nao existe racional cujo quadrado é 2.

2 —a?

20 +1

11. Dados a,b € R, com a® < 2 < b?. Sejam x,y € R, taisque z < 1, z < e

b —2

y < . Prove que (a+2)? <2< (b—y)?> e b—y > 0. Em seguida, considere o conjunto

limitado X = {a > 0 : a® < 2} e conclua que o nimero real ¢ = sup X cumpre ¢ = 2, isto

é, c= /2.
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12. Prove que todo subconjunto finito X C R possui infimo e supremo.

13. Prove que infimo, supremo, minimo, maximo de um conjunto, quando existem, sdo
uinicos.
14. Sejam X C Y C R conjuntos nao-vazios limitados. Prove que inf Y < inf X <sup X <
sup Y.
15. Seja X C R nao-vazio limitado superiormente. Dado a > 0. Prove que aX é limitado

superiormente e que sup(aX) = asup X.

16. Sejam X,Y C R nao-vazios e limitados inferiormente. Prove que X + Y ¢ limitado
inferiormente e que inf(X +Y) = inf X +inf Y.

17. Seja X C R nao-vazio e limitado. Seja a < 0. Prove que inf(aX) = asup X.

18. Sejam X,Y C R,. Definamos XY = {zy : v € X,y € Y}. Prove que se X e Y forem
limitados entdo XY é limitado com sup(XY) =sup X supY e inf(XY) = inf X inf Y.

19. Sejam X C Y C R nao-vazios. Suponha que X ¢ limitado superiormente e que, para

caday € Y, dx € X tal que y < x. Prove que sup X =sup?Y.

20. Seja X C R. Uma funcdo f : X — R chama-se limitada se f(X) C R é um conjunto
limitado. Neste caso, definimos sup f := sup f(X) e inf f := inf f(X). Prove que:

ii. mostre que inf(f + g) > inf f + inf g;

iii. considerando as funcoes f,g : [—1,1] — R, definidas por: f(z) = z e g(x) = —u,
V x € R, mostre que sup(f + g) < sup f +supg e que inf(f + ¢g) > inf f + inf g.

1.10 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Sejam 0 < x < y niimeros reais. Prove que 0 < y~! < 271

Demonstracao. Vamos provar, primeiramente, a seguinte afirmacao: seja x > 0 um nimero

real. Entao 27!

> 0. Com efeito, vimos que 1 = za~!. Portanto, 27! = x(z71)? >
0. Entdo, 27! > 0 (ver definicao 1.2). Agora, provemos o Exl. Se 0 < z < y, entdo
x~!,y~! > 0. Por monotonicidade e comutatividade, obtemos: 0 < z(z~'y™1) < y(z~ly~1).

Consequentemente, 0 < y~! < 271, O
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Ex2. (Desigualdade de Bernoulli) Prove que (1 + )" > 1+na, Vo > —-1leneN.

Demonstracao. Seja X = {n € N: (14x)" > 14+nx}. Vamos provar por inducao que X = N.
Note que 1 € X. De fato, (1+x)! > 1+1x. Suponha que, n € X. Ouseja, (1+2)" > 1+na.
Portanto, (1 +2)"" = (14+2)"(1+2)> (1+nz)(l+a)=14+ax+nz+2?>1+x+nw =
1+ (n+ 1)z, onde a primeira desigualdade é verdadeira porque 1+ = > 0. Isto mostra que,
n+ 1€ X. Por inducdo, X = N. Ou seja, (1 +2)" > 1+ nz,Vn eN. ]

Ex3. Seja X C R nao-vazio e limitado. Seja a < 0. Prove que aX é limitado, que sup(aX) =
ainf X.

Demonstracao. De fato, existem ¢, d € R tais que ¢ < x < d, V x € X. Portanto, por
monotonicidade (ver Teorema 1.1), ad < ax < ac, V ax € aX, pois a < 0. Ou seja, aX é
limitado. Analogamente, ax < ainf X, V ax € aX, pois inf X é cota inferior de X. Dado
£ >0, existe v € X tal que x < inf X — £ (veja que —£ > 0). Portanto, ainf X — ¢ < ax,
com ax € aX. Com isso, sup(aX) = ainf X. O

Ex4. Seja X C R. Uma funcado f : X — R chama-se limitada se f(X) C R é um conjunto
limitado. Neste caso, definimos sup f := sup f(X). Prove que:

i. asoma f+ ¢g: X — R de duas funcoes limitadas f,g : X — R é uma funcao limitada;

Demonstragao. Sejam f,g : X — R funcoes limitadas. Assim, f(X),g(X) C R sdo
conjuntos limitados. Logo, existem a,b, c,d € R tais que a < f(z) < bec < g(z) < d,
Vo € X. Portanto, a+c¢ < f(z)+g(z) < b+d, Vo € X. Isto nos diz que f(X)+ g(X)
¢ limitado. Por definicao, f + ¢ ¢ uma funcao limitada. m

ii. Mostre que (f + ¢)(X) C f(X) + g(X). Conclua que sup(f + g) < sup f +supg e que
inf(f 4+ g) > inf f + inf g;

Demonstragao. Sejaa € (f+g)(X). Assim, a € (f+¢9)(X)=a=(f+g)(x) = f(z)+
g9(x) € f(X)+g(X),z € X. Logo, a € f(X)+g(X). Ouseja, (f+9)(X) € f(X)+g(X).
Usando os Exercicios Propostos, concluimos que: sup(f + g) = sup(f + g)(X) <
sup f(X) +supg(X) =: sup f + sup g. Analogamente, inf(f + ¢g) > inf f + inf g. O

+
)

Ex5. Sejam X,Y C R nao-vazios e limitados tais que x <y, Vo € X,y € Y. Prove que
sup X < infY. Além disso, prove que sup X = infY & Ve > 0,32 € X,y € Y tais que
y—ax <e.
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Demonstracao. A definicdo 1.11 nos permite concluir que sup X <y, V y € Y. Utilizando
a definicao 1.12, concluimos que: sup X < infY. Vamos, agora, provar a equivaléncia
enunciada.

=) Suponha que sup X = inf Y. Assim, dado ¢ > 0, temos que existem x € X,y € Y tais
quesup X — 5 <wey<infY + 5. Comisso, y —x <infV + 5 —sup X + 5 =¢.

<) Suponha, por contraposicdo, que sup X < inf Y. Seja ¢ = inf Y — sup X > 0. Lembre
que,z <supXeinfY <y Vee X;yeVY. Dal,y—x >infY —supX =¢,Vere X,yeV.

Isto conclui a prova. H

Auto-Avaliacao

Sou capaz de utilizar as propriedades das operacoes elementares, do médulo e encontrar

infimo e supremo de conjuntos limitados em R?

Proxima Aula

Caro aluno, utilizaremos os conceitos e resultados obtidos sobre moédulo e ordem em R para

na aula seguinte definirmos sequéncias de nimeros reais.
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