Capitulo 2

Sequéncia de Numeros Reais

Aula 2: Sequéncias de Niumeros Reais

Meta

Apresentar os conceitos, propriedades e resultados de limites de sequéncias de niimeros reais.

Objetivos

Ao final desta aula o aluno devera saber decidir se uma sequéncia, formada por nimeros
reais, converge. Neste caso, se possivel, encontrar o limite da sequéncia. Além disso, o aluno
deve utilizar corretamente alguns resultados de extrema relevancia, como, por exemplo, os

Teoremas do Sanduiche e da Monotonicidade nas atividades propostas no decorrer da aula.

Pré-requisitos

Aula 1, Fundamentos da Matematica e Célculo II.
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2.1 Introducao

Ol4, nesta aula, convidamos ao caro aluno a mergulhar no estudo das sequéncias de niimeros
reais. A partir deste momento, estamos interessados em saber se elementos reais, em uma
quantidade enumeravel, estao tao préoximos de um ntumero real quanto almejarmos. Estes
elementos denotarao o que denominamos sequéncia e a esta proximidade daremos o nome
de convergéncia da sequéncia. Vamos provar que a convergéncia ocorre em alguns casos,
mostrando algumas condigoes necesséarias e outras suficientes para que este fato seja con-
sumado. Em Matematica a ferramenta de convergéncia de uma sequéncia, descrita em
palavras acima, serve também para que possamos obter informacoes sobre o valor ao qual
uma sequéncia converge, a partir das caracteristicas dos termos desta sequéncia. Ao aluno
interessado em aplicacoes, esta aula traz contetidos que tém aplicagoes diretas em Equagoes
Diferenciais Ordindrias e Parcias (ver [2]). Estabeleceremos, também nesta aula a idéia
de quando uma sequéncia de nimeros reais possue uma quantidade infinita de termos tao
grandes quanto quisermos ou tao pequenos como for desejado. Ao aluno interessado em
prossegir estudando Matemaética, além da graduacao, garantimos que esta aula estara no

cotidiano dos alunos que escolherem o belo caminho da Anélise Matematica.

2.2 Limite de Sequéncia

Defini¢ao 2.1 (Sequéncia). Uma funcao = : N — R dada por z(n) = x,, Vn € N, é
denominada uma sequéncia de ntimeros reias. Neste caso, a imagem z,, de um dado ntimero
n € N é chamada n-ésimo termo da sequéncia x : N — R. Denotaremos esta sequéncia por:

(Zn)nen, (z) (quando nao houver possibilidade de confusao).

Obs 2.1. Note que (z,)neny = (2,) = (1,22, ..., Tp,...). Observe a diferenca entre a im-
agem da sequéncia e a prépria sequencia. Vejamos um exemplo. Considere a sequéncia

(x,) = (0,0,...,0,...). esta difere de sua imagem, a qual é dada através do conjunto
z(N) = {x1, 29, ..., Ty, ...} = {0}.

Obs 2.2. Observe que, por igualdade de fungoes, duas sequéncias (x,), (y,) sdo iguais se
Tn = Yn,V n € N. Duas sequéncias podem ter a mesma imagem, mas serem distintas. De
fato, considere as sequéncias (z,) = (1,2,1,2,...) e (y,) = (2,1,2,1,...). Estas sequéncias

sao distintas, pois 1 = 1 e y; = 2 sdo diferentes. Por outro lado, z(N) = y(N) = {1, 2}.
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Definicao 2.2. Uma sequéncia (x,) é dita limitada inferiormente (respectivamente limi-
tada superiormente) se o conjunto imagem z(N) C R é um conjunto limitado inferiormente

(respectivamente limitado superiormente).

Obs 2.3. Usando a definicao 1.9, podemos concluir que uma sequéncia (x,) é limitada
inferiormente (respectivamente limitada superiormente) se existe ¢ € R tal que ¢ < x,,,V n €
N (respectivamente 3d € R: z, < d,V n € N).

1
Exemplo 2.1. Pelo exemplo 1.5, a sequéncia (—) ¢ limitada inferior e superiormente.
n neN

Exemplo 2.2. A sequéncia x = (2") é uma sequéncia limitada inferiormente, mas nao supe-
riormente. Com efeito, por inducao, 2 < 2",V n € N. Portanto, x é limitada inferiormente
por 2. Usando a Desigualdade de Bernoulli (ver lista de exercicios resolvidos de ntimeros
reais), obtemos: 2" = (1+1)" >14+nl=14+n,Vn € N. Ouseja, 2" > 1+4+mn,VneN.
Pelo Teorema 1.2, dado ¢ € R existe m € N tal que ¢ — 1 < m. Portanto, ¢ <1+ m < 2™,

Dessa forma z ¢ ilimitada superiormente.

Defini¢ao 2.3 (Sequéncia Limitada). Dizemos que uma sequéncia é limitada se esta é lim-

itada inferior e superiormente.

Obs 2.4. A observacao 2.3 nos diz que uma sequéncia € limitada se existem c¢,d € R tais
que ¢ <z, < d,Vn e N. Ouseja, 3 M = max{|c|,|d|} € R tal que |z,| < M,V n e N.

M
Xy ]
X1 ° 3
| |
1 2 n
B I ® .
-M

Figura 2.1: Sequéncia limitada
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1
Exemplo 2.3. A sequéncia (—) é limitada. Por outro lado, a sequéncia (2") é ilimitada.
n neN

Definicao 2.4 (Subsequéncia). Seja = (2,)neny uma sequéncia de nimeros reais. Uma
restrigio y = x|y : N — R de z, onde N' = {n; < ny < ... < ng < ..} €N é um conjunto
infinito, é denominada subsequéncia de x. Denotaremos a subsequéncia y por: (2, )ken, OU

(Tn)new, ou (zy,) (caso nao haja possibilidide de confusao).

Exemplo 2.4. (2n),eny = (2,4,6,...,2n,...) é uma subsequéncia da sequéncia (n)pey =

(1,2,3,...,n,...). Por outro lado (3,1,2,...) ndo é uma subsequéncia desta mesma sequéncia.

Definicao 2.5 (Limite de Sequéncia). Seja (z,) uma sequéncia. Dizemos que o limite de
z, éx€Rsedadoe >0,3I N e€Ntal que Vn> N, comn €N, tem-se z,, € (r — &,z +¢).
Neste caso, escreveremos lim z, = z, ou limz,, = z, ou x,, — . E comum dizermos, nestas

n—oo

condicoes, que x,, tende para x.

Figura 2.2: limz, =«

Obs 2.5. O nimero N encontrado depende, somente, do € dado. Ou seja, N = N(e).

Obs 2.6. Usando a observacao 1.11, temos que: limz, =z < Ve > 0, 4 N € N tal que

V'n > N, tem-se |z, —z| < e.
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Obs 2.7. Segue diretamente da definigao 2.5 que: limz, = = < lim(z, —z) = 0 &

lim |z, — x| = 0.

Obs 2.8. Observe que: limz,, =z < dadoe > 0, 3 N € N tal que todos z/,s € (z—¢,z+¢),

exceto, possivelmente, xg, 1, ..., Ty_1.

Defini¢ao 2.6 (Sequéncia Convergente). Se limz,, = x € R, entao dizemos que (z,) é uma

sequéncia convergente e converge para x. Caso contrario, (z,) ¢ dita divergente.

Exemplo 2.5 (Limite da Constante). Considre a sequéncia constante (z,). Isto é, x, =
¢ =constante, V n € N. Logo, dado € > 0, temos que |z, —c¢| =|c—c| =0<¢e, Vn > 1.
Neste caso, N = 1 € N. Dessa forma, toda sequéncia (c¢),cy constante é convergente e

converge para c.

xn
c+¢&
X1=Xo="- =C —— @ @i @ ®------- °
C-8&
0 n
1 2 N

Figura 2.3: lim ¢ = ¢ =constante

1 1
Exemplo 2.6. Considere a sequéncia (—) Afirmamos que lim — = 0. Com efeito, dado
n n

1 1

e > 0, pelo Teorema 1.2, 4 N € N tal que — < N. Portanto, V n > N, obtemos: |— — 0‘ =
€ n

1 < 1 _

n_ N =
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8 - - e
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2 N
P e O n
: 1
Figura 2.4: lim — =0
n

No decorrer da se¢ao daremos exemplos de sequéncias divergentes.

Teorema 2.1 (Unicidade de Limite). O limite de uma sequéncia convergente é unico.

X-& X X+ )y y+e
B S S D S P DS
leﬂ -le y - ywzﬂ

Figura 2.5: Idéia da demonstracao

Demonstragao. Seja (r,) uma sequéncia convergente. Suponha, por absurdo, que lim z, =

x e limx, = y, com x # y. Sem perda de generalidade, considere que = < y. Seja
-
€= — > (0. Assim, existem Ny, Ny € N tais que: V n > Ny, tem-se

T, €(x—c,x+¢)

e V' n > Ny, conclui-se
Ty € (y_€7y+€)'

30



Seja Ny = max{ Ny, No}. Entao, Vn > Ny > Ny, Ny, tem-se x,, € (x—e,x+¢e)N(y—e,y+e).
y— T _ y—;—:c :y—g:y—e. Portanto, (z — e,z +¢)N

(y —e,y+¢) =10. Isto é um absurdo. Dessa forma, o limite é tinico. ]

Por outro lado, x + ¢ =2 +

Teorema 2.2. Seja (x,) uma sequéncia convergente, com limx, = x. Entdo, toda sub-

sequéncia de (x,) € convergente e converge para x.

Demonstrac¢ao. Seja (r,)nen' uma subsequéncia de (z,)nen. Vamos provar que h%]l T, = .
neN’

Dadoe > 0,3 N € Ntal que Vn > N, tem-se x,, € (r — e,z + ). Como N' C N ¢ infinito,

entdo 3 N’ € N tal que N’ > N (ver exercicios propostos em nimeros reais). Portanto,

Vn' >N >N, comn €N, tem-se x, € (x — e,z +¢). Ou seja, lirll\} Ty = T. ]
neN’

Obs 2.9. O Teorema 2.2 nos da condigoes para provar que uma determinada sequéncia

diverge. Veja o exemplo a seguir:

Exemplo 2.7. A sequéncia (1,3,1,3,...) é divergente porque possui as subsequéncias
(1,1,...,1,...) e (3,3,...,3) constantes, além disso estas convergem para os valores distin-
tos 1 e 3, respectivamente (ver exemplo 2.5). Pelo Teorema 2.2, a sequéncia (1,3,1,3,...)

diverge.

Proposigao 2.1. Sejam (x,) uma sequéncia e p € N. Entdo limx,, =z < limz,, = .

Demonstragao. =) Observe que (2,4,) é uma subsequéncia de (z,). Logo, se limz,, = =,
entao, usando o Teorema 2.2, lim z,,, = .

<) Suponha que limx,, = =. Assim, dado ¢ > 0, 3 N’ € N tal que V n > N’, tem-se
Tnip € (r—e,24¢). Seja N = N'+p e N. Com isso, Vn > N, tem-se que n > N'+p. Ou

seja, n —p > N'. Portanto, &, = Z(n_p)4p € (r — €, +€). Isto nos diz que, limz,, = z. O

Teorema 2.3 (Teorema da Divergéncia). Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja (r,) uma sequéncia convergente, com limz, = x. Sejae = 1 > 0.
Assim, 3 N e Ntal queVn > N, tem-se z,, € (r —1,z+1). Sejad € R tal que —d <z —1
ex+1 < d Assim sendo, z, € (—d,d), Vn > N. Ou seja, |r,| < d, Vn > N. Seja
M = max{|xy|, |22], ..., |xtny-1|,d}. Dessa forma, |z,| < M, V n € N. Por fim, (z,) é
limitada. O

Obs 2.10. A reciproca do Teorema 2.3 é falsa. De fato, considere a sequéncia (1,3,1,3,...)

limitada, a qual é divergente, basta rever o exemplo 2.7.
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Exemplo 2.8. Considere a sequéncia (2, ),en = (n)nen. Veja que esta sequéncia é ilimitada,
pois z(N) = N é ilimitado pelo Teorema 1.2. Logo, usando o Teorema 2.3, (,)nen = (N)nen

diverge.

Vejamos que condigoes devemos acrescentar a uma sequéncia para que a reciproca do

Teorema 2.3 seja valida.

Definig¢ao 2.7 (Sequéncia Nao-decrescente). Dizemos que uma sequéncia (z,,) é ndo-decrescente

(respectivamente crescente) se x,, < x,11,V n € N (respectivamente x,, < z,.1,V n € N).

Definigao 2.8 (Sequéncia Nao-crescente). Uma sequéncia (x,,) é dita nao-crescente (respec-

tivamente decrescente) se , 11 < x,,V n € N (respectivamente x,, 1 < z,,V n € N).

Definigao 2.9 (Sequéncia Mondétona). Uma sequéncia é dita mondtona se satisfaz uma das
propriedades estabelecidas nas definigoes 2.7 e 2.8.

Exemplo 2.9. A sequéncia (n),ey é dita mondtona crescente e ndo-decrescente. A sequéncia

1 - ~
<— é monotona decrescente e nao-crescente. (1,1, ...,1,...) é mon6tona nao-decrescente
n

neN

e nao-crescente. Ja a sequéncia (1,3,1,3,...) ndo é mondtona.

A definicao de monotonicidade de sequéncia é o ingrediente a ser acrescentado para obter

a reciproca do Teorema 2.3. Isto estd formalmente enunciado no seguinte

Teorema 2.4 (Teorema da Monotonicidade). Toda sequéncia mondtona limitada é conver-

gente.

Demonstra¢ao. Seja x = (x,) uma sequéncia monétona nao-crescente limitada. Como x é
limitada entao, pela defini¢ao 2.3, z(N) é limitado. Pela completeza de R, existe y = inf z(N).
Vamos provar que limz, = y. Com efeito, dado € > 0 existe N € N tal que zy < y + ¢
(ver definigdo 1.12). Como z é uma sequéncia nao-crescente, logo, V n > N, temos que
y—e<y<uz,<zy<y+e. Ouseja, z, € (y—¢e,y+¢),Vn>N. Portanto, limz, = y.

Isto prova o resultado. Il

Obs 2.11. Na prova do Teorema 2.4, pode considerar que a sequéncia é mondtona nao-
decrescente, e com isso, prova-se, analogamente, que y = sup x(N).

1
Exemplo 2.10. A sequéncia (—) monotona decrescente, entao, usando o Teorema 2.4,
n

1
temos que lim — = inf {— 'n € N} = 0 (ver exemplo 1.5). Veja que, esta é outra maneira
n n

de verificar a convergéncia desta sequéncia (ver exemplo 2.6).
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Para o préximo Teorema precisaremos da seguinte

Definigao 2.10. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que x,, é destacado

da sequéncia (z,) se z, < z,, ¥V p > n.

Exemplo 2.11. Considere a sequéncia (z,) = (1,2,7,4,7,2,2,...,2,...). Veja que x; = 1
nao ¢ destacado, pois 2 = x9 > 1 = 1. Mas, x3 = 7 é destacado porque todo termo da

sequéncia a partir deste termo é menor ou igual a 7.

Teorema 2.5 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros reais

possui subsequéncia convergente.

Demonstragao. Sejax = (x,) uma sequéncia limitada. Seja D(z) = {n € N : z,, é destacado}
N. Como N ¢é enumeravel, entdo D(z) também é. Suponha que D(z) ¢ infinito. Dal,
D(z) = {n1 < ny < ... <ny < ...}. Considere a subsequéncia 2’ = (2,)nep() de . Como
x é uma sequéncia limitada, entdo 2’ também é. Observe que para todo n € D(z), ou seja,
x, € destacado, pode-se concluir que: z,1 < z, (basta utilizar a definigdo 2.10). Assim 2z’ é
uma sequéncia monotona nao-crescente. Pelo Teorema 2.4, concluimos que x’ é convergente.
Agora, se D(zx) é finito, entdo, D(z) = {Ni, No,..., Ni.}. Seja n; > max{Ny, Na, ..., Ny}
natural. Logo, n; € D(z). Ou seja, z,, nao é destacado. Dessa forma, 3 ny > n;y tal que
T, < Tp, (ver defini¢do 2.10). Por outro lado, ng > ny > N;, Vi =1,2,..., k. Analogamente,
existe ng > ng tal que z,,, < x,,. Portanto, indutivamente, 2" = (x,,),en ¢ uma subsequéncia
de z tal que z,, < 7y, < ... <2y, < .., onde N' = {n; <ny < ... <n; <..} CN infinito.
Ou seja, " é uma sequéncia mondtona crescente. Pelo mesmo motivo que 2/, x” é limitada.

Por fim, 2" é uma subsequéncia de x convergente, pelo Teorema 2.4. O

Exercicios de Fixacao

1. A sequéncia (z,) é definida pelas seguintes férmulas para o n-ésimo termo. Escreva os

primeiros 5 termos nestes casos:

i) 2, =1+ (1"

i) 1

i) x, = —;
n(n+1)

1

iii) =, = RO
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2. Os primeiros termos de uma sequéncia (z,) sdo dados abaixo. Assumindo que os outros
termos estabelecem a mesma lei estabelecida por estes termos, encontre a féormula para o

n-ésimo termo x,,.

i) 5,7,9,..;

ii) 1/2,2/3,3/4,4/5,...;

iii) 1,4,9,16,....

3. Liste os primeiros 5 termos das seguintes sequéncias definidas indutivamente.
i) 1 =1, 2441 = 3z, + 1;

i) oy =2, 2,01 = 1/2(x, + 2/2,);

iii) 21 = 3,290 = 5,Zp10 = Ty + Tpy1.

4. Seja z € R. Mostre que lim% =0.

5. Usando a definicao de limites, mostre os seguintes limites:

n

31 _ o

1) e T

eeyv . on+1 3

ii) lim =
2n+5 2
2

iii) lim — = 2.
n+1

6. Seja 1 = 8, x4 = (1/2)x, + 2, V n € N. Mostre que (z,,) é monétona e limitada.

Encontre seu limite.

7. Sejaxy > 1, xy1 =2—1/x,, ¥V n € N. Mostre que (z,,) ¢ monétona e limitada. Encontre

seu limite.

8. Sejaxy =1, x,11 =2+ z,, Vn € N. Mostre que (z,,) é mondtona e limitada. Encontre

seu limite.

9. Seja ¥y = /P, Tpp1 = P+ Tn, ¥V n € N. Mostre que (z,) é mondtona e limitada.

Encontre seu limite. Sugestao: Um limite superior ¢ 1 + 2,/p.

10. Seja (z,) uma sequéncia limitada. Para cada n € N defina a,, = sup{zy : £ > n} e
b, = inf{zy : k > n}. Prove que (a,) e (b,) sdo sequéncias monétonas e limitadas. Prove
que, se lim a,, = lim b,, entédo (z,) é convergente. lim a,, e lim b, sdo chamados limites superior

e inferior de (), respectivamente.
11. Dé um exemplo de uma sequéncia ilimitada que tem uma subsequéncia convergente.

12. Mostre que as seguintes sequéncias sao divergentes:
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i) (1= (=1)"+1/n);
ii) (sen(nm/4)).

13. Suponha que cada subsequéncia de uma sequéncia (x,) tem uma subsequéncia que

converge para (. Mostre que limx,, = 0.
14. Suponha que z,, > 0, V n € N e que lim(—1)"z,, existe. Mostre que (z,) converge.

15. Mostre que se (x,) é uma sequéncia ilimitada, entdo existe uma subsequéncia de (z,)

que converge para 0.

2.3 Propriedades de Limites de Sequéncias

Teorema 2.6. Seja (x,) uma sequéncia convergente. Se limx,, < x, entdo 3 N € N tal que

V' n>N, tem-se x, < x.

a-& Xy, a a+g X

4&.—.—.—.—0—0H—.%

X+t Xy
Figura 2.6: Idéia da demonstracao

Demonstragao. Sejalimz, = a. Dado 0 < € < x — a, existe N € N tal que Vn > N, tem-se
z, €(a—c,a+e)C(a—z+a,a+z—a)=(2a —z,z), pois x —a > 0. Ou seja, x, < x,
Vn>N. O

«

Obs 2.12. Em alguns textos, diz-se “ para n suficientemente grande” quando se escreve
4 N € N tal que Vn > N”. Assim, o Teorema 2.6 pode ser reescrito da seguinte maneira:
Seja (x,) uma sequéncia convergente. Se limx,, < x, entdo para n suficientemente grande,

tem-se x,, < x.

Obs 2.13. A afirmacao, Seja (z,,) uma sequéncia convergente. Se limx,, > z, entao 3 N € N

tal que V n > N, tem-se x,, > x, pode ser provada de maneira analoga a do Teorema 2.6.
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Corolario 2.7 (Permanéncia de Sinal). Seja (x,) uma sequéncia convergente. Se limz,, <0
(respectivamente limx,, > 0), entdo 3 N € N tal que ¥ n > N, tem-se x, < 0 (respectiva-
mente x, > 0).

Demonstracao. Use o Teorema 2.6 e a observacao 2.13 com x = 0. [
Corolario 2.8. Sejam (x,), (y,) sequéncias convergentes. Suponha que, 3 N € N tal que

VY n> N, tenha-se x, < y,. Entao, limz, <limy,.

Yy Nyl K X Xy

1 1

limy, limx,
Figura 2.7: Idéia da demonstracao

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que limx, > limy,. Usando o Teorema 1.6, existe
x € Q tal que: limzx, > x > limy,. O Teorema 2.6 e a observagao 2.13, nos garante que

existe N1, Ny € N tais que:
vV n> N, tem-se x, >z eV n>N, tem-se y, <.

Seja N3 = max{Ny, No}. Assim sendo, V¥ n > Nj, tem-se z, > = > y,. Por hipdtese,
3N e Ntal que Vn > N, tem-se x, < y,. Agora, considere Ny = max{N, N3}. Portanto,

V' n > Ny, tem-se x, >y, € r, < yp. Isto é um absurdo. Entao, limzx, < limy,. O
1

Exemplo 2.12. Sejam (z,) = (0) e (y,) = (—) Vimos que lim z,, = limy,, = 0. Mesmo
n

sendo, z, = 0 < — = y,,V n € N. Ou seja, no corolario 2.8, nao podemos afirmar que

n
Tp < Yp = limz, <limy,.

Obs 2.14. Se z, < x para todo n suficientemente grande, entao limz, < z. Basta, no

corolario 2.8, assumir y, =z, V n € N.
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Teorema 2.9 (Teorema do Sanduiche). Sejam (x,), (y,) sequéncias convergentes, com lim x,, =
limy, = z. Se 3 N € N tal que ¥ n > N, tenha-se x, < z, < y,. FEntao, (z,) € uma

sequéncia convergente e lim z,, = z.

Demonstracao. Dado ¢ > 0, vamos provar que existe Ny € N tal que V n > Ny, tem-se

zn € (2 — €,z 4 ¢€). Mas, como lim z,, = limy,, = z, entdo existem Ny, Ny € N tais que
V'n> Ny, tem-se x, € (z —¢,z+¢) eV n>Ny, tem-sey, € (2 —¢,2+¢).
Ou seja,
Vn>Np, tem-se z—e<z,<z4+ceVn>Ny tem-se z—ec <y, <z+e.

Seja N3 = max{Ny, No}. Logo, Vn > N3, tem-se z—¢ <z, < z+eez—e <y, < z+¢. Por
outro lado, 3 N € N tal que V n > N, tem-se z,, < z, < y,,. Considere Ny = max{N, N3}.
Com isso, Vn > Ny, tem-se z —e < x, < z24+e,2—e < yp < z+cex, < 2z, < Yn.
Desa forma, V n > Ny, tem-se z —¢ < z, < 2z, <y, < z+¢e. Ou seja, V n > Ny, tem-se
z—€ <z, < z+e. Isto nos diz que: V n > Ny, tem-se 2, € (z — e,z +¢). Por fim, (z,) é

convergente e lim z,, = z. O]

1 -1

Exemplo 2.13. Observe que —— < (=1)
1" 1 1

(=1) =0, pois lim — = lim —— = 0.
n

3

1
< —, ¥V n € N, entao, utilizando o Teorema 5.4,
n

3
S

temos que lim

3

1 1
Exemplo 2.14. Olhe que 0 < on < —, ¥V n € N, portanto, usando o Teorema 5.4, obtemos
n n
1 1
que lim — = 0, pois lim — = lim 0 = 0.
2n n

Teorema 2.10. Sejam (z,) e (y,) uma sequéncia convergente e uma sequéncia limitada,

respectivamente, onde limz,, = 0. Entdo (x,y,) € convergente e lim x,y, = 0.

Demonstracao. Como (y,) é uma sequéncia limitada, entao existe M € R, tal que |y,| < M,
VneN. Se M =0, entado |y,| <0,V neN. Ouseja, y, =0, Vn € N. Assim (z,y,,) = (0),

a qual converge para 0. Considere, entao, que M > 0. Como limz, = 0, entao dado
€
. M
|Znyn — O] = |Zpyn| = |20l|yn] < MM = . Portanto (x,y,) é uma sequéncia convergente e

e >0, existe N € N tal que V n > N, tem-se |z, — 0] < —. Com isso, V n > N tem-se

lim x,y, = 0. ]
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Obs 2.15. A hipdtese de (y,,) ser limitada nao pode ser retirada do Teorema 2.10. Vejamos

1
um exemplo que comprovam esta afirmacao. Sejam (z,) = [ — ) e (y,) = (n). Vimos que
n

limz, = 0 (ver exemplo 2.6) e que (y,) nao é limitada. Observe que (z,y,) = (1). Logo,
limz,y, =1 # 0.

1
Exemplo 2.15. Sejam (z,) = <—) e (yn) = (cos(nm/2)). Note que (y,) é limitada,
n

1
pois |cos(nm/2)] < 1,V n € N. Sabemos que lim — = 0. Logo, usando o Teorema 2.10,
n

cos(nm/2)

concluimos que lim =0.E importante ressaltar que (y,) nao é convergente, pois

possui duas subsequéncias constante que convergem para valores distintos (ver exemplo 2.7).

Exercicios de Fixacao

2
1. Mostre que lim cos(2n) =
1+n

cos?(n)

1
2. Mostre que lim = 0. Use que lim on = 0.

ecos(n)

3. Mostre que lim = 0 (ver definigao 10.2). Use que e” é crescente (ver definigao 10.2).

2.4 Operacoes com Limites de Sequéncias

Teorema 2.11 (Operagdes com Limites). Sejam (x,,) e (y,) sequéncias convergentes. Entao,

as sequintes afirmacoes sao validas:

i) (z, + yn) converge e lim(z, + y,) = limx, + limy,;

ii) (znyn) converge e lim(z,y,) = limx, - limy,;

n . n 1' n .
iii) (x_) converge e lim (x_) = ﬂ, se limy,, # 0.

n Yn "~ lim Yn

Demonstracao. Considere que limz,, =z e limy, = y.

i) Dado € > 0, exitem N, Ny € N tais que

V n > N, tem-se x, € <$—§,x+§> eVn >N, tem-sey, € (y—%,y+g>.
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Seja N = max{N;, No}. EntdaoV n > N, tem-se v — g <z, < x+§ ey — g <y, < y+%.
Portanto, somando estes resultados, obtemos Vn > N, que, z+y—ec <z, +y, < r+y+ec.
Ou seja, Vn > N, tem-se, z,+y, € (t+y—e,x+y+e). Isto nos diz que (x, +vy,) converge
e lim(z, +y,) = +y = limx, + limy,.

ii) Note que:
Tpln — TY = TpYn — TYp + TYn — Y = (Tn, — )Y + (Y — y),V n € N,

Como limy, =y, entdo (y,) é uma sequéncia limitada (ver Teorema 2.3). Por outro lado,
lim(z, —x) = 0, lim(y, —y) = 0 e (x) ¢ limitada (constante). Logo, pelo Teorema 2.10 e

por i), temos que lim(z,y, — zy) = 0. Ou seja, lim z,y, = vy = limz,, - lim y,.

1 1
iii) Primeiramente, vamos provar que | — | é convergente e lim — = —, onde y # 0.
Yn Yn Y
Considere y > 0. Seja ¢ = g > (. Como limy, =y, existe N; € N tal que V n > Ny, tem-se
1 2
Yn € (y — %,y +%). Assim sendo, V n > Ny, tem-se 0 < % =y— % < ¥y,. Portanto, — < —_,
Yn Y
3
€
V' n > N;. Além disso, dado € > 0 existe Ny € N tal que V n > Ny, tem-se |y, — y| < y?
Seja N = max{Ny, No}. Com isso, V n > N, tem-se
i_}‘ _ ‘y—yn _ly—yal _2y% _
Yn Y Yyn Yin 2y
. . Ly, i ,
Isto nos permite concluir que [ — | é convergente e lim — = —. Analogamente, o resultado é
- . . Ty . T . 1
vélido paray < 0. Usando o item ii), obtemos: (—) converge e lim (—> = lim (xn—) =
1 1 lim x,, :
lirngcn-lim—:Qc—:f—m se y = limy, # 0. m

Yoy oy limy,’
Obs 2.16. Note que o item i) do Teorema 2.11 pode ser generalizado para uma quantidade
finita qualquer de parcelas, basta utilizar inducao. O mesmo podemos afirmar sobre a

multiplicacgao.

Obs 2.17. Observe que o item ii) do Teorema 2.11, nos garante que se (z,) é convergente

entdo, (cz,) é convergente e limcx,, = limc - limz,, = climz,, (ver exemplo 2.5).

Obs 2.18. Veja que usando o Teorema 2.11 podemos garantir que, se (x,) e (y,) sdo
convergentes, entao (z, — y,) ¢ convergente e lim(x, — y,) = lim[z, + (—y,)] = limz, +

lim(—-1-y,) =limz, + (-1)limy, = limz, — limy,.
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Obs 2.19. Observe que a hipétese de (z,,) ser convergente no Teorema 2.11 nao pode ser
retirada. Por exemplo, seja (z,) = (n) e (y,) = (1). Como (z,,) = (n) é ilimitada, entao esta
sequéncia é divergente (ver Teorem 2.3). Porém, lim(z, + y,) = lim(n + 1). Mas, (n + 1),

pelo mesmo motivo que (n), é divergente.

2
Exemplo 2.16. Usando o Teorema 2.11, podemos concluir que: lim (1 + —) =lim1 +
n

n n
exemplos 2.5 e 2.6).

.2 .1 . 1y .
lim— =lim1+2lim—=1+2-0=1, pois (1),(2) e | — | sdo sequéncias convergentes (ver
n

+5 . 1+2
:hm1 =

Exemplo 2.17. Note que, usando o Teorema 2.11, concluimos que lim

)
—1 (ver exemplo 2.6). Ou seja, a sequéncia (;hL

) ¢ uma sequéncia convergente que
-n
converge para —1.

Vejamos alguns exemplos de limites de sequéncias importantes. Primeiramente, a

Tn+41

Proposigao 2.2 (Teste da Razao). Seja (z,) C R;. Selim
Tn

=z < 1, entao limx,, = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.6, existe a € Q tal que x < a < 1. Usando o Teorema 2.6,
wn—i—l

‘,'UTZ
monotonicidade 0 < z,41 < ax, < x,, Vn > N. Dessa forma, 0 < x,,1 < z, < zy,

concluimos que existe N € N tal que V. n > N, tem-se 0 < < a < 1. Portanto, por

V n > N. Ou seja, (x,) é mondtona e limitada, ¥ n > N. Isto nos diz que (x,) converge

(ver Proposicao 2.1), digamos que limx,, = y. Com isso, 0 < limxz,; < alimz, < limz,.

Portanto, 0 <y < ay < y. Ou seja, y(a — 1) = 0. Como a < 1, entdo limz, =y = 0. O]
xn A . A .
Obs 2.20. lim =* = 1 nada pode ser afirmado sobre a convergéncia da sequéncia (x,,).
Tn
Tn 1 N
Por exemplo, se z,, = 1, V n € N, entao lim 1 = lim 1= 1. Sabemos que esta sequéncia
Tn

x
é convergente (ver exemplo 2.5). Por outro lado, seja z, = n, V n € N. Assim, lim ntl
T

n+1

1
lim = lim (1 + —) =1 (ver exemplo 2.6). Mas, (n) é uma sequéncia divergente (ver
n n

Teorema 2.3).
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m n |

n c n!
Exemplo 2.18. Veja que lim — = lim—' = lim— = 0, onde m € N e c > 1. Vamos
cm n! n"
utilizar o Teste da razao para verificar estes limites. Seja x, = n—, entdo: lim 22+ —
c" Ty
1 m n 1m
limm R lim—n = — = — < 1. Portanto, limz, = 0. Ou seja,
mcn-‘rl nm c c c » |
lim 2 = 0. Seja y, = —. Assim sendo, lim Cian S N =
cn n! Yn, (n+1)! (n+1)
1 n
clim =c¢-0=0 < 1. (ver Teorema 2.2). Com isso, limy, = 0. Isto é, lim & = 0.
(n+1) n!
! n 1)! " 1 1
Por fim, seja 2, = sy Logo, lim 271 — hmM 2 im = - < 1, onde
nm Zn (n+ 1)+ nl

1 n
()
n

e é o nimero de Euller e e = 2, 71.

wn—&—l
Exemplo 2.19. Considere a sequéncia (z"), com 0 < z < 1. Assim, lim = limz =
x < 1. Utilizando a Proposicao 2.2, concluimos que limz" =0, se 0 < z < 1.
~ - . a . Iy
Proposicao 2.3 (Teste da Razdo). Seja (z,) C Ry uma sequéncia. Se lim = = 2 > 1,

Tn
entao (x,) € ilimitada.

Tn+41

Demonstracao. Suponha que lim = x > 1. Defina y, = 1/x, > 0, V n € N. Logo,

n

n . 1 n 1 .« o~ . 1 .
lim 2241 — Jim [Tnt1 = ———— = 1/x < 1. Pela Proposi¢ao 2.2, lim — = limy, = 0.
Un 1/z, lim =2+ T
1 1
Logo, dado A > 0, existe N € N tal que V n € N, tem-se — < 1 Consequentemente,
Tn
xy > A. Ou seja, (z,) ¢ ilimitada. O

Obs 2.21. Observe que podemos concluir na Proposigao 2.3 que (x,) é divergente, basta
utilizar a contrapositiva do Teorema 2.3.

:L,n+1
= limz =

Exemplo 2.20. Considere a sequéncia (z"), onde z > 1. Com isso, lim
l.n
x > 1. Pela Proposigao 2.3, (z") é ilimitada. Consequentemente, (z™) é divergente.

Exercicios de Fixacao

1. Dé um exemplo de duas sequéncias divergentes (x,) e (y,) tais que (z, + yn) € (Tp¥n)

sejam convergentes.
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2. Mostre que se (z,,) e (z, + y,) s@o sequéncias convergentes, entao (y,) é convergente.

3. Encontre o limite das seguintes sequéncias:

i) ((2+1/n)?);
iii) (Z:;%)

4. Seja x, = vVn+1—+/n, ¥V n € N. Mostre que (z,) e (y/nz,) convergem e encontre seus

limites.

5. Discuta a convergéncia das seguintes sequéncias, onde 0 <z < 1ley > 1.

i) (n2");

iii) (Z—Z)

6. (Teste da Raiz) Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que lim /z,, =
x < 1. Mostre que existe y € Rtal que 0 <y <1le0O <z, <y", Vn > N para algum
N € N. Mostre que lim x,, = 0.

7. O teste da raiz acima é inconclusivo no caso do limite acima ser 1.

i) Dé exemplo de uma sequéncia de niimeros reais positivos (z,,) convergente tal que lim {/z,, =
L

ii) Dé exemplo de uma sequéncia de niimeros reais positivos (x,,) divergente tal que lim {/z,, =
1.
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2.5 Limites Infinitos de Sequéncias Reais

Definicao 2.11 (Limites Infinitos). Dizemos que uma sequéncia (z,,) “tende a”+oo ou co
(respectivamente “tende a” —o0), e escrevemos limz, = +oo ou limz, = oo (respectiva-
mente limz, = —o0), quando dado A > 0 3 N € N tal que V n > N, tem-se z, > A

(respectivamente z,, < —A).

x1 X3 XA\,._I A ‘x2 ‘xA\" xAH_’
.....
_— x’\+1

finitos termos

Figura 2.8: limz,, = oo

Obs 2.22. As notagoes +00, 00, —00 nao sao nimeros reais. Na verdade estas servem para

expressar a idéia estabelecida na definicao acima.

Obs 2.23. O nimero natural N encontrado na definicao 2.11 depende somente do niimero
real A > 0 dado, isto é, N = N(A).

Obs 2.24. Observe que a definigdo 2.11 nos garante que lim z,, = oo < lim(—z,) = —oc.

Exemplo 2.21. limn = lim 2" = oco. De fato, dado A > 0, existe N € N tal que N > A (ver
Teorema 1.2). Logo, ¥V n > N, tem-se n > N > A. Portanto, limn = co. Pela Desigualdade
de Bernoulli, 2" > 14+ n, V n € N. Com isso, dado B > 0, existe N € N tal que N > B — 1.
Dessa forma, Vn > N, tem-se 2" >n+1> N +1 > B. Ou seja, lim 2" = .

Exemplo 2.22. lim[n + (—1)"n] # co. Suponha, por absurdo, que lim[n + (—1)"n] = oo.
Assim sendo, dado A > 0, existe N € N tal que V n > N, tem-se n + (—1)"n > A. Faga,
n =2N + 1. Daif, 2N + 1+ (—=1)* (2N + 1) > A. Ouseja, 0 =2N + 1 — (2N + 1) > A.

Isto é um absurdo, pois A > 0.

Obs 2.25. Seja limz,, = oo. Portanto, dado A € R, 3 N € N tal que n > N, tem-se
z, > |A| > A. Ou seja (x,) ¢ uma sequéncia ilimitada superiormente. Resumindo, se
limz,, = oo, entdo (z,) é uma sequéncia ilimitada superiormente. O exemplo 2.22 mostra
que a reciproca desta afirmagao ¢ falsa, ja que (n+(—1)"n) = (0,4,0, 8,0, ...) ¢ uma sequéncia
ilimitada superiormente e lim[n+ (—1)"n] # co. Analogamente, se lim z,, = —oo, entao (x,,)

é uma sequéncia ilimitada inferiormente.
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Vejamos que condig¢oes devemos acrescentar para que esta reciproca seja verdadeira.

Proposicao 2.4. As sequintes afirmacoes sao validas:

i) Se (z,,) € uma sequéncia ilimitada (superiormente) e nao-decrescente, entdo lim x,, = 0o,
ii) Se (z,) € uma sequéncia ilimitada (inferiormente) e nao-crescente, entdo lim x,, = —oc.
Demonstragao. i) Se (z,) é uma sequéncia ilimitada (superiormente), entdo dado A > 0,
existe 3 N € N tal que xy > A. Se (x,) é uma sequéncia nao-decrescente, entdo V n > N,

tem-se que x,, > ry. Com isso, V n > N, tem-se que x,, > zny > A. Ou seja, limz, = occ.

O item ii) é andlogo. O

Proposigao 2.5. Sejam (x,,) e (yn) duas sequéncias tais que x, <y,, V n € N. Entdo:

i) limz, = oo = limy, = oc;

ii) limy, = —o0 = limx,, = —o0.
A Xy yN Yy
—_———— —— 0 — 90— — 00— 00— 0 — 0 — 0 —>

Figura 2.9: item i)

Demonstragao. i) Dado A > 0, existe N € N tal que V n > N, tem-se z, > A. Como
Tn < Yn, Vn €N, entao Vn > N, tem-se y,, > x, > A. Portanto, limy, = oc.
ii) limy, = —oo, entdo lim(—y,) = co. Como —y, < —x,, V n € N, entao pelo item i),

temos que lim(—z,) = co. Ou seja limx,, = —o0. O

Exemplo 2.23. Veja que lim[n + (—1)"] = lim2n = oco. De fato, n — 1 < n+ (=1)" e
n < 2n, ¥V n € N. Logo, usando a Proposigao 2.5 e o fato que lim(n — 1) = limn = oo, temos

o resultado.

44



2.6 Operacoes com Limites Infinitos

Teorema 2.12 (Operagoes com Limites Infinitos). As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) Selimx, = o0 e (y,) € limitada inferiormente, entdo lim(z, + y,) = oo,
ii) Selimz, =00 ey, >y >0,V n €N, entdo lim(z,y,) = co;

iii) Sex, >x >0 elimy, =0, com y, >0,V n €N, entdo lim 2% — 00,
Yn

Tn
iv) Se (z,) € limitada e limy, = oo, entdo lim — = 0.
Yn

Demonstracao. i) Se (y,) é limitada inferiormente, entao 3 b € R tal que b < y,,, V. n € N.
Agora, dado A > 0, existe N € N tal que Vn > N, tem-se x, > A —b (se A —b < 0 este
resultado é 6bvio). Por conseguinte, ¥V n > N, tem-se z,, + ¢y, > A — b+ b = A. Ou seja,
lim(z,, + y,) = oc.

A
ii) Dado A > 0, existe N € N tal que V n > N, tem-se x,, > — > 0. Portanto, V. n > N,
Y

A
tem-se x,y, > —y = A > 0. Dessa forma, lim(x,y,) = cc.

iii) Seja A > 0. Como limy, = 0, com y, > 0, entao 3 N € N tal que V n > N, tem-se
T Tn A
Yn = |yn| = [yn — 0] < R Dessa forma, V n > N, tem-se — > x— = A. Consequentemente,

Un T
. Tn
lim — = 0.

Yn
iv) Se (z,) ¢ limitada entao existe a € R tal que 0 < |z,| < a, Vn € N. Se a = 0, entdo

r, =0,V n e N. Dali, lim 2% — lim0 = 0. Considere, entao, que a > 0. Portanto, dado
Yn

a
e > 0, existe N € N tal que Vn > N, tem-se 3, > — > 0. Com isso, V n > N, tem-se
Tn

Tn| _ |24
Yn

g T,
— < —a = ¢. Isto nos diz que lim — = 0. O
Yn a Yn

Exemplo 2.24. Vimos que lim 2" = oo e que a sequéncia (1/n) é limitada inferiormente por

2" 1 1
0. Assim sendo, utilizando o Teorema 2.12, obtemos: lim [ nt } = lim {2” + —} = 00.
n n
Corolario 2.13. Seja (y,) uma sequéncia. Entao, limy, = 0 < lim — = oo.
Yn
Demonstracao. Use os itens iii) e iv) do Teorema 2.12, com z,, =1,V n € N. O
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_1)
(=1) = 0, entao, com o Corolario 2.13, concluimos que lim

Exemplo 2.25. Como lim o
n (=1

Q0.

Obs 2.26. No Teorema 2.12 item i) vamos retirar a hipétese de (y,) ser uma sequéncia
limitada inferiormente. Vejamos o que é possivel acontecer. Escolha, primeramente, as
sequéncias (z,) = ([n+ (=1)"]) e (yn) = (—n). Vimos, no exemplo 2.23, que lim z,, = oo.
Mas, (y,) é ilimitada inferiormente. Além disso, lim(z,, + y,) = lim(—1)", o qual nao existe,
pois a sequéncia (—1)" = (—1,1,—1,1,...) possui duas subsequéncias constantes iguais a 1
e —1 (ver Teorema 2.2). Com isso, lim(z, + y,) ndo existe. Agora, considere as sequéncias
() = (2n) e (y,) = (—n). Pelo exemplo 2.23, temos que limz, = oo. Dessa maneira,
lim(z, 4+ y,) = lim(2n — n) = limn = oco. Por fim, seja x € R. Considere as sequéncias
(xn) = (n+2x) e (y,) = (—n). Logo, limz,, = oco. Por outro lado, lim(z,, +y,) = lim(n+z —
n) = limx = x. Resumindo, lim(z, + y,) pode nao existir, ser 0o, ou qualquer nimero real

desejado. Por isto a expressao, oo — oo é chamada indeterminacao. Outras indeterminagoes

0
) 0?2
para nao haver estes tipos de indeterminagoes.

sao: oo?, 1, 0° =2. As hipéteses colocadas em cada item do Teorema 2.12 sao essenciais

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que se lim x,, = 00, entao existe uma subsequéncia que tende a +oo.

2. Dé exemplos de sequéncias (z,), (y,) tais que limz, = +o00 e limy, = +o0, com y, # 0,
V n € N satisfazendo:

i) (2n/yn) ¢ convergente;
ii) limz, /y, = +oo.

3. Discuta a convergéncia ou divergéncia das seguintes sequéncias:

i) (Vn?+2);

()
iii) (cos /).

4. Mostre que se limz,,/n =z > 0, entao lim z,, = oo.
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2.7 Sequéncia de Cauchy

Defini¢ao 2.12 (Sequéncia de Cauchy). Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais (x,,)

¢ de Cauchy em R se dado ¢ > 0, 3 N € N tal que V. m,n > N, tem-se |z, — z,| < ¢.

comprimento nenor do que &

X, Xyis Xy Xyia X,

Figura 2.10: Sequéncia de Cauchy

Obs 2.27. O numero natural N depende somente de €. Ou seja, N = N(¢).

Obs 2.28. A defini¢ao 2.12 nos garante que os termos da sequéncia (x,) estao préximos
para n suficientemente grande. Enquanto que, na definicao 2.6 os termos da sequéncia ficam

proximos de seu limite quando n é suficientemente grande.

Exemplo 2.26. A sequéncia (n) ndo é uma sequéncia de Cauchy. De fato, 3 & =1 > 0 tal
que V N €N, temos que |(N+1) = N|=[1|=1> 1 =e.

comprimento 1>1/2=&

P —

N N+1
—_— e >

Figura 2.11: (n) ndo é uma sequéncia de Cachy

1
Exemplo 2.27. A sequéncia (—) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R. De fato, dado € > 0,
n
1 1
3 N € N tal que N > g (ver Teorema 1.2). Logo, ¥ n,m > N, tem-se que: |— — —| <
n - m
1 N 1 1+ 1 _ 1 N 1 2 -
— —l=—t—<=4+—===<e.
n m n m N N N
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Teorema 2.14. Toda sequéncia convergente é de Cauchy em R.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais convergente, com limz, = z.
Vamos provar que (x,) é de Cauchy. Dado ¢ > 0, 3 N € N tal que V n > N, tem-
(3

se |z, — x| < 5. Dessa forma, ¥ n,m > N, tem-se |z, — Tm| = |2, — 2 + 2 — 2] <

|2n — 2| + |20 — x| < § + § = €. Portanto, (x,) é de Cauchy. O

Lema 2.1. Toda sequéncia de Cauchy em R € limitada.

Demonstracao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em R. Sejae =1 > 0. Assim, 3 N € N
tal que V. n > N, tem-se z, € (zy — L,y +1). Seja d € R tal que —d < zxy — 1 e
xy +1 < d. Assim sendo, z, € (—=d,d), V. n > N. Ou seja, |z,| < d, ¥V n > N. Seja
M = max{|xy|, |22], ..., |xny-1|,d}. Dessa forma, |z,| < M, V n € N. Por fim, (z,) é
limitada. O

Obs 2.29. A reciproca do Lema 2.1 é falsa. A sequéncia ((—1)") é limitada, porque —1 <
(=)™ < 1, Vn € N. Por outro lado, ((—1)") ndo é uma sequéncia de Cauchy. Com
efeito, existe ¢ = 2 > 0 tal que V N € N, encontram-se 2N,2N + 1 > N de forma que
(=12 — (1Y = 11 =2 =

Lema 2.2. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em R. Se (x,) possui uma subsequéncia que

converge para x. Entdo (x,) € convergente e limx,, = .

Demonstragao. Se (x,) é de Cauchy, entao dado ¢ > 0, existe N € N tal que V n,m > N,
tem-se |7, — x| < 5. Seja (7,,) uma subsequéncia de (z,,) tal que limy_.oc T, = . Assim
sendo, existe nyg € N tal que V ny > ng, tem-se que |z,, — 2| < 5. Seja ny = max{N,ng}.
Dessa forma, ¥V n > ny, tem-se que |z, — z| = |z, — T, | + |25, — 2| < 5+ 5 = €. Ou seja,

lim x,, = x. ]
Teorema 2.15. Toda sequéncia de Cauchy em R é convergente.
Demonstracao. Seja x = (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Assim, z ¢é limitada (ver

Teorema 2.1). Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass = possui uma subsequéncia convergente

2’ = (z,7). Pelo Lema 2.2, x é convergente e converge para o mesmo limite de z’. O
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Exercicios de Fixacao

1. Mostre, através da definicao, que as seguintes sequéncias sao sequéncias de Cauchy:

(1)

1 1 1
ii) (1—1— +3'+ .+ )

2. Mostre, através da definicao, que as seguintes sequéncias nao sao sequéncias de Cauchy:

) (v )

ii) (Inn) (ver defini¢ao 10.1).

3. Mostre diretamente da defini¢ao que se (x,,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy entao (z,, +

Yn) sdo sequéncias de Cauchy.
4. Mostre (y/n) satisfaz lim |v/n + 1 — y/n| = 0, mas (y/n) nao ¢ uma sequéncia de Cauchy.

5. Seja p € N fixo. Dé exemplo de uma sequéncia (x,) que nao é de Cauchy, mas satisfaz

lim |z,,4, — 2,| = 0.

6. Se0<r<le|r, —x,] <r" VneN. Mostre que (z,) é de Cauchy.

2.8 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é possivel concluir que uma quantidade infinita dos ter-
mos de uma sequéencia convergente estao o quao préximos do valor de convergéncia quanto
desejarmos. Este fato ressalta um importante papel da convergéncia de uma sequéncia de
numeros reais em Analise na Reta, pois isto nos dé informacoes importantes se trabalhar-
mos em uma regiao préoxima ao limite da sequéncia. Nesta localidade, podemos utilizar as
principais caracteristicas dos termos existentes da sequéncia para resolver algum problema

que envolva o valor de convergéncia.
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2.9 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno, como descobrir se uma sequéncia é convergente utilizando
resultados como, por exemplo, o Teorema 2.15. Porém, este Teorema nao informa o valor
de convergéncia da sequéncia. Portanto acrescentamos a aula alguns outros resultados, tais
como os Teoremas da Monotonicidade e do Sanduiche, os quais, sob algumas hipéteses,
nos dizem quem ¢ o limite da sequéncia. Além disso, aumentamos nossa lista de exemplos
de sequéncias convergentes estabelecendo as propriedades inerentes a sequéncia de niimeros
reais. Discutimos, também, algumas sequéncias divergentes que possuem um comportamento

proprio. Este tipo de comportamento esta descrito como limite infinito.

2.10 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Se lim xy,, = limzy,_1 = x, prove que limz,, = x.
2. Se limz, = z e lim(z, — y,) = 0, prove que limy, = x.

3. Seja z # 0. Se lim In prove que limz, = x.
x

4. Sejay #0. Selimz, =z e lim 2% — y, prove que limy, = L
n )

5. Se limx, = x # 0 e limx,y, =y, prove que limy, = Ly
x

Tp .
6. Seja x, > 0, V n € N. Se lim oy 1, prove que limz, = oo. Mostre que
Ty,
.n"
lim — = oo.
n!

7. Seja (x,) uma sequéncia mondtona. Suponha que (z,) possua uma subsequéncia conver-

gente. Prove que (z,,) é convergente.
8. Sejam limx, = x e limy, = y. Se x < y, prove que existe N € N tal que z, < y,.
9. Se limx, =z elimy, =y e |z, —ys| > ¢,V n €N, prove que |z —y| > e.

10. Seja (z,) uma sequéncia limitada. Suponha que limx, # z. Prove que existe uma

subsequéncia de (z,) que converge para um nimero distinto de z.
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11. Dados z,y ntmeros positivos, defina indutivamente as sequéncias (z,) e (y,) pondo

_ _ zty _ _ ZTnty
1= /Ty e y1 = T € Tny1 = \/Tnln, Ynt1 = 52 Prove que (z,,) e (y,) convergem para
o mesmo limite.

12. Prove que, V. m € N, tem-se lim "+{/n = 1.

. . A . . 1 _
13. Dado z > 0, defina indutivamente a sequéncia (z,) pondo z; = - e T4 = e
Considere o ntimero a, raiz positiva da equacao y* + zy — 1 = 0, tinico ntimero positivo tal

_ 1
que a = . Prove que

Lo < Ty < ... <Top < ...<a<..<Top-1 <...<x3<T1.

e que limz,, = x. O nimero a pode ser considerado como a soma da fracao continua

14. Dado y > 0, defina indutivamente a sequéncia (y,), pondo y; = y € Y1 = y + yin

Mostre que limy,, = z + a, onde a é como no exercicio anterior.

15. Defina a sequéncia (y,) indutivamente, pondo y; = yo = 1 € Y12 = Yns1 + Yn, V1 € N.

Escreva x,, = 2= e prove que lim z,, = a, onde a é o Gnico nimero positivo tal que a =

Yn+1
O termo y, chama-se o n-ésimo nuimero de Fibonacci e a = _1;?\/5 ¢ o numero de ouro da

L
14+a”

Geometria Classica.

16. Se limx,, = 0o e x € R, prove que lim [ log(z, + x) — v/log xn] = 0.

2.11 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Uma sequéncia (z,) diz-se periédica quando existe p € N tal que 2,4, = ,,V n € N.

Prove que toda sequéncia periddica convergente é constante.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia periédica. Suponha que (z,) nao é constante. Ou
seja, existem n, m € N tais que z,, # z,,. Como (z,,) é periédica, prova-se, por indugao sobre
k € N, que as subsequéncias x,, = Tntrp = Tn € Ty, = Tmikp, V k € N, sao constantes.
Observe que khjgo Tp, = Tpn € lim x,, = x,,. Usando o Teorema 2.2 e o fato que x,, # x,,

k—o0

concluimos que (z,) é divergente. O
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Ex2. Para cada n € N, seja t, € [0,1]. Se limz, = limy, = x, prove que lim[t,z, + (1 —
tn)Yn] = .

Demonstragao. Observe que t,x, + (1 — t,)Yn = tnZn + Yn — tnln = Yn + tu(zn — yn). Como
limz, = limy, = z, entdo lim(x, — y,) = limz, — limy, = x — 2z = 0. Como ¢, € [0, 1],
V n € N, obtemos que (,,) ¢ uma sequéncia limitada. Utilizando o Teorema 2.10, concluimos

que (t,(z, —y,)) é convergente e limlt, (x, — y,)] = 0. Dessa forma, lim[t,x, + (1 —t,,)y,] =

lim[y, + to(z, — yn)| = limy, + lim[t, (z, — y,)] = . m
Ex3. Selimx, = x, prove que lim |z,| = |z|. Prove ou contra-exemplifique a reciproca desta
afirmacao.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.3, temos que ||x,| — |z|| < |z, — z|. Assim sendo, dado
e > O existe N € Ntal que Vn > N, tem-se |z, —x| < ¢, pois lim z,, = z. Portanto, Vn > N,
tem-se ||z, | — |z|| < |z, — x| < e. Ou seja, lim |x,| = |z|. A reciproca nao é verdadeira para
x # 0. Por exemplo, considere a sequéncia ((—1)"). E claro que, lim |(—1)"| = lim1 =1 =
I1]. Por outro lado, lim(—1)" ndo existe, pois (1,1,1,...) e (—1,—1, —1, ...) sdo subsequéncias
de ((—1)™) que convergem para os valores distintos 1 e —1, respectivamente, (ver Teorema
2.2). O

Ex4. Seja (z,) uma sequéncia monétona. Suponha que (z,) possua uma subsequéncia

convergente. Prove que (x,) é convergente.

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar que se (x,,) é uma sequéncia mondtona e possui
uma subsequéncia limitada, entao (z,,) ¢ limitada. Com efeito, considere que (x,,) ¢ monétona
nao-decrescente. Observe que, neste caso, z; é cota inferior de (x,). Seja (T )pen tal
subsequéncia. Assim, existe M € R tal que z,, < M, V n’ € N'. Por outro lado, dado
n € N, existe n’ € N’ tal que n < n’. Portanto, z, < z,, < M. Ou seja (x,) é limitada.
Em particular, se (z,) possui uma subsequéncia convergente, esta é limitada (ver Teorema
2.3). Pelo que foi feito acima, (z,) é mondtona e limitada. Pelo Teorema 2.4, (x,) é

convergente. O

Ex5. Seja (z,) uma sequéncia limitada. Suponha que limz, # z. Prove que existe uma

subsequéncia de (x,) que converge para um nimero distinto de x.

Demonstragao. Como limz,, # x, entdo 3¢ > 0 tal que V k € N, Iny > k, com |z, —x| > €.
Podemos considerar que ny < ng < ... < ng < ... Como (z,) é limitada, entao (x,,)

também ¢ limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (z,,) possui uma subsequéncia
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convergente. Portanto, passando a uma subsequéncia, se necessério, (x,,) é convergente.
Digamos hm 0 Ty, =Y. Dessa forma, hm [xnk — x| =y — x, logo, klim |z, — x| = |y — 2.
— 00

Por fim, |y - :1:] hm |z, — 2| > € > 0. Com i isso, y # x. O

Ex6. Dado x > 0, defina indutivamente a sequéncia (z,,) pondo x; = \/T € T, 11 = /T + Tp,.

Prove que (z,) é convergente e calcule seu limite \/ x+ \/ z+\r+Vr+..

Demonstragao. Primeiramente, vamos provar que (x,) é mondtona crescente. Usaremos

indugdo sobre n. Veja que 1 < 10 & Vr < Vr+r & Vr<Jr+Jrer<r+Jrs

0 < /. Como x > 0, entdo a tltima desigualdade faz sentido e é verdadeira. Suponha

que x, < T,41. Portanto, z,41 = /x + x, < \/T + Tp11 = Tpyo. Assim sendo, z,, < Tpy1,
vV n € N. Agora, seja a a tnica raiz positiva da equacao y> —y — x = 0. Consequentemente,
a’> —a—x = 0, ou seja, a®> = x + a, isto é, a = vz +a. Além disso, a > 0. Vamos
provar, por inducao sobre n, que x, < a, Vn € N. De fato, quando n = 1, temos:
11 = /T < Vr+a = a. Considere que z, < a. Assim, x,,1 = VT + 2, < /T +a = a.

Portanto, z,, < a, ¥V n € N. Com isso, (z,) é monétona crescente e limitada (por z; e a).

Dessa forma, utilizando o Teorema 2.4, concluimos que (z,) é convergente. Digamos que

limz, = y. Como 22, = z + x,, entdao y*> = v +y, isto é, y = \/r +y. Finalmente,

y:\/x+ T+ I+ ... O

1 1
Ex7. Mostre que lim log(n + 1) = 1 (ver defini¢ao 10.1).
logn
1 1 1 1 1 1) —1

Demonstracao. Veja que lim M =1<& lim M — 1| =0« lim og(n +1) — logn

logn ogn logn

log (2t log(1+ %
0 < lim M =0< lim M = 0. Verifique que, limlog(1+1) = 0 e limlogn = oo
logn logn n

(ver teorema 10.1). O resultado segue. O
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de determinar se uma sequéncia, constituida de niimeros reais, é convergente?

Proxima Aula

Caro aluno, na préxima aula, utilizaremos a definicao de sequéncia de niimeros reais para
acrescentar ao nosso material a idéia de somar todos os elementos de uma sequéncia qualquer.

Ou seja, criaremos uma soma com uma quantidade infinita de parcelas.

54



Referéncias Bibliograficas

[1] Bartle, R. G., Sherbert, D. R., Introdution to Real Analysis, Third Edition, New York,
JohnWiley and Sons,Inc., 2000. 399p.

2] Boyce, W. E., DiPrima, R. C. Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems, Seventh Edition, New York, JohnWiley and Sons,Inc, 2001. 745p.

[3] Figueiredo, D., Andalise I, Segunda Edic¢ao, Rio de Janeiro, LTC, 2008. 266p.

[4] Lages, E., Curso de Andlise vol. 1, Décima Segunda Edic¢ao, Rio de Janeiro, IMPA,
2008. 431p.

[5] Rudin, W. Principles of Mathematical Analysis, Third Edition, New York, McGraw-
Hill, Inc., 1976. 351p.

Professor Revisor

Professor Wilberclay Gongalves Melo

95





