Capitulo 3

Série de Numeros Reais

Aula 3: Séries de Numeros Reais

Meta

Apresentar e demonstrar os Testes de Convergéncia que determinam a convergéncia ou di-

vergéncia de algumas séries.

Objetivos

Ao final desta aula o aluno devera ser capaz de identificar se uma série converge, converge

absolutamente, converge condicionalmente ou diverge.

Pré-requisitos

Aula 2, Fundamentos da Matematica e Calculo II.
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3.1 Introducao

Ol4, nesta aula, apresentamos a voceé, caro aluno, a possibilidade de somarmos uma quanti-
dade enumeravel e infinita de niimeros reais. A esta soma daremos o nome série. A primeira
pergunta que surge é: O resultado desta soma é um nimero real? A resposta é negativa.
Uma soma infinita de niimeros reais nao é um nimero real. Mas, algumas séries podem estar
tao proximas a um numero real quanto desejarmos. Estas sao de interesse especial. Nosso
estudo inicial é definir e exemplifica-las. Em seguida, apresentaremos testes que identificam
estas séries. Porém, como todo teste, tem sua possibilidade de falha. Assim sendo, a tinica
maneira de vocé conhecer qual teste sera conclusivo é a experiéncia. Por isso, recomendo a
resolucao dos exercicios listados nesta aula para um melhor poder de observacao do aluno.
Por fim, questionamos se é possivel comutar as parcelas de uma soma infinita. Veremos que

isto ocorre somente com algumas condigoes.

3.2 Definicao, Exemplos e Convergéncia de Séries

Definicao 3.1 (Série). Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. A soma infinita dos
o

termos de (x,,), denotada por an =21+ 29+ ...+ 2, + ..., ¢ denominada uma série de

n=1
[eS)

nuimeros reais. Neste caso, x, é chamado n-ésimo termo ou termo geral da série E Ty

n=1
[eS)

Obs 3.1. Quando nao houver possibilidade de confusao denotaremos a série Z x, simples-

n=1

mente por Z Ty

1 1 1 1
Exemplo 3.1. Assomas » _ = ltotgtat—to, (1) = =114 (1)

1 1
Z m =3 + 6 + T2 + ...+ m + ... sao exemplos de séries de ntimeros reais.

No decorrer da teoria daremos mais exemplos de séries.
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o
Definicao 3.2 (Somas Parciais). Seja an uma série. Defina a sequéncia (s,) pondo

n=1
n

S1 =X €8, = E T = T1+ 29+ ... + x,, V n > 1 natural. Chamamos s, de n-ésima
k=1

o
soma parcial da série E x, € a sequéncia (s,) é chamada sequéncia das somas parciais, ou

n=1
9]

simplesmente somas parciais, da série g Tp.

n=1

1 1" 1
Exemplo 3.2. As n-ésimas somas parciais das séries Z -, Z (=1) , Z ﬁ Sao0
n n n(n

+ -+

2o+
[N

1 1 1
respectivamente, s, = 1 + 3 + 3 +..+—ty,==14+1-14+ ...+ (-D"eu, =
n

— +
12 n(n+1)
Definicao 3.3 (Convergéncia de Séries). Dizemos que uma série Z x, é convergente se a

sequéncia de somas parciais (s,) é convergente. Neste caso, g x, = x, onde x = lims, é

chamado a soma desta série. Caso contrario, dizemos que g x, € divergente.

n o0 oo
Obs 3.2. Veja que x = lim s, = lim chk Assim sendo, Z xrn, € convergente se Z T, =
k=1

n—oo
n
lim E Tk
n—oo
k=1

n=1 n=1

1
Exemplo 3.3. Vimos que a n-ésima soma parcial da série E —— ¢ dada por u, =
n(n+ 1)
1 1 1 1 1 1 k+1—k 1
ib—— P tro lado, —— = = Vike
127237 32 Ty oM T T R+ ) kD)

N, Com i L S S AN AN C N A
. Com isso, u,, = e —— = === - _Z —_Z
’ 1-22.3"3.4 nn+1) \1 2 2 3 3 4

1 1 1 1
+ (— — ) =1- T Consequentemente, limu,, = lim (1 — ) = 1. Ou

n n+1 n + n+1

seja, Z m = 1 é uma série convergente.

Exemplo 3.4. t, = -1+ 1—1+ ...+ (—1)" é a n-ésima soma parcial da série Z(—l)".
Assim, (t2,) = (0,0,...,0,...) e (tan—1) = (—1,—1,...,—1,...). Logo, (t,) é divergente (ver
Teorema 2.2). Portanto, Z(—l)” ¢ divergente.
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Teorema 3.1. Y x, converge = limx, =0

Demonstra¢ao. Suponha que Y x, = x. Seja (s,) a sequéncia de somas parciais desta série.
Assim, lim s, = x (ver definigdo 3.3). Usando o Teorema 2.2, concluimos que lim s, = x.
Portanto, lim(s, 11 — s,) = lim s,,,; — lims, = —x = 0. Mas, s,11 — s, = 21 + T2 + ... +
Ty + Tpi1 — (1 + 22 + ... + 7,) = x,41. Consequentemente, utilizando a Proposigao 2.1,
chegamos a lim z,, = limx,, 1 = lim(s,+1 — s,) = 0. O

1 1
Obs 3.3. Veremos no exemplo 10.11 que a série Z — é divergente, mas lim — = 0. Portanto,
n n

a reciproca do Teorema 3.1 nao é verdadeira.

Obs 3.4. A contrapositiva do Teorema 3.1 nos diz que limz, # 0 = >z, diverge. Esta

contrapositiva tem aplicagao direta em exemplos. Veja exemplo a seguir.

1 1
Exemplo 3.5. A série E nt ¢ uma série divergente, pois lim ntl lim (1 + —) =
n n n
1 # 0 (ver contrapositiva do Teorema 3.1).
E lo 3.6. A série Y " | lm - i L 2o
xemplo 3.6. A série ¢ divergente, porque lim =lim—— = = #0.
P 3n? 42 SEINE, POTd 3n? 42 3+% 3

(ver Teorema 3.1).

Exemplo 3.7 (Série Geométrica). Sejam a,r € R, com a # 0. Chamamos a série

g ar" ' =a+ar4+ar®+ ...+ ar" ' + ... de série geométrica com razdo r. Vamos provar
que E ar"! converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1. De fato, se |r| = 1, entdo r = %1.

Logo, Zar”’l = Z a ou Zar”’l = Z a(—1)""1, as quais divergem pelo Teorema 3.1.

n
Considere entao que |r| # 1. Seja s, = E ar* ' =a+ar+ar’+ ... +ar" a n-ésima soma
k=1

parcial de série g ar"'. Com isso, rs, = ar + ar? 4+ ar® + ... + ar"~' 4 ar™. Portanto,

1 _
Sp — T8, = a — ar™. Consequentemente, (1 —r)s, = a(l — ™). Por fim, s, = M
—r
(pois |r| # 1). Se |r| < 1, entao lim |r|* = 0 (ver Proposi¢ao 2.2). Ou equivalentemente,
1 —pn
lim 7™ = 0. Assim sendo, lim s,, = lim a(l ) =1 ¢ Se |r| > 1, ent@o lim 7™ nao existe
—r —r

(ver Proposicao 2.2). Dai, (s,) é divergente. Ou seja, Zar"’l ok a converge se |r| < 1

r
e Zar”_l diverge se |r| > 1.
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23
Exemplo 3.8. A série Z m(l/lOO)”_1 ¢ uma série geométrica de raio 1/100 < 1. Logo a

23 23

série Y (1 /100)" ! = 1100 = 23/99 converge. Assim, 5,2323... = 5+ 0,2323... =

540,23 40,0023+ 0,000023 4 .. = 54 —> 4 2 L B B 5,
03 ’ ’ g 1001002 T 100% T T L1007t T
——(1/100)" ' =5+23/99 = —.

2. 100 1/100) +23/ 99

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que a convergéncia da série nao é afetada se mudarmos um numero finito de

termos. Neste caso, a soma nao necessariamente é a mesma.

2. Utilizando fragoes parciais mostre que:

, 1

i) Z(n+1)(n+2)
.. 1 1
i) Zn(n+1)(n+2) s

3. Utilizando série geométrica, expresse os numeros 0,7373... e 0,222... como um numero

racional.

4. Determine se a série é convergente ou divergente. Se for convergente, calcule sua soma:

i) ) 60,9
DM
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3.3 Operacoes com Séries

Teorema 3.2 (Operagoes com Séries). Sejam Y x, e >y, séries convergentes e k € R,

entao:

1) Y (@n+yn) =2 %0+ D Yn;
i) Y kx, =k> x,.

Demonstragao. Considere que Yz, = x e >y, = y. Sejam (s,) e (t,) as sequéncias das
somas parciais para as séries Y x, e »_ y,, respectivamente, entao lim s, = x e limt,, = y.
i) Assim sendo, com o Teorema 2.11, concluimos que lim(s,, +¢,) = lim s, + limt, =z + y,
mas S, +t, =x1+To+ ... +xo+1+y+ ..ty = (1 +wm)+ (X2 +y2) + ... + (T +Yn)
¢ a n-6ésima soma parcial da série Y (z, + yn). Logo, > (z, + yn) converge para x +y. Ou
seja, Y (Tp+Yn) =T+ Y=>.Tpn+ D Yn

ii) Analogamente, lim ks, = klims, = kx (ver Teorema 2.11). Por outro lado, ks, =
k(xy + xo + ... + x,) = kxy + kzy + ... + kx,, é a n-ésima soma parcial para a série Y kx,,.
Portanto, > kx,, converge para kz. Isto é, Y kx, = kx =k x,. O

Obs 3.5. Considere que Y x, =z e Y. y, = y. Dal, > (zp — yn) = D [xn + (—yn)] =
DT+ (~Yn) = DT — D Un:

3t -1 3t 1 1 1 1
Exemplo 3.9. Olhe quez g1 Z 6n-1  gn-l| Z on—1  gn-1| Z [anl

61l 1-L1 1-1 5

2 6

Obs 3.6. Observe que se Y x,, é divergente, entao »_ kx,, é divergente, onde k # 0. Suponha,
por absurdo, que ) kx, é convergente, entao, pelo Teorema 3.2, 1/k>_ kx, é convergente
e 1/k> kx, = > (1/k)kz,, = > x,. Portanto, > x,, é convergente. Absurdo, pois, >z, é
divergente! Logo, > kx,, é divergente.

Exemplo 3.10. As séries Z% = 24% : 25% = Z%% e Z%l = Z(—l)% sao

divergentes (ver exemplo 10.11).

Obs 3.7. Note que se »_ x,, é convergente e » . y,, é divergente, entao Y [z, +y,] é divergente.
Suponha, por absurdo, que > [z, +y,] é convergente, entao, pelo Teorema 3.2, > [(x, +yn) —
x| é convergente e > [(x, + Yn) — Tn] = D yn. Portanto, Yy, é convergente. Absurdo,
pois, >y, é divergente! Logo, > [z, + y,] é divergente.
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+n 3"+ n 1 1 1
8 di t i = -+ — — &
¢ divergente, pois 3" 21— 5~ {n " 34, >l
1 11\
divergente (ver exemplo 10.11) e Z 3 = Z 3 (5) é convergente (ver exemplo 3.7).

Obs 3.8. Olhe que se Yz, e Y.y, sdo divergentes, nao podemos concluir que Y [z, + yn]
1
é divergente. Por exemplo, E — E 0 = 0 é convergente, porém as séries E —
verg Xemp {n } Verg p

e Z % sao divergentes (ver exemplo 10.11).

1 1 1 3
- 1_% ZQQZgn,l = 1_% =3 (Verexemplo 3.7).
1
Portanto, Z Qn - 3n = = 3. Por outro lado, Z i3l = Z 2n 5T =

§
267171 = 1_%: LOgO Zin 3n _37&52227171371 OuseJa
1 1 1
Z pr) Z 31 + Z FF Portanto, mesmo que >z, e >y, sejam convergentes,
nao é verdade que > zpyn = > Ty Y Yn.

1 1 3 1 1
Obs 3.10. Veja que Z g1 = 2 e Z 1 = 5 Por outro lado, Z = -+ a1

3n— 1
Z = Z ( ) é divergente (ver exemplo 3.7). Portanto, mesmo que >z, e > y,

sejam convergentes, nao é verdade que > (z, + y,) seja convergente.

Exercicios de Fixacao

3 1
1. Calcule a soma da série Z m + on
n n
1+ 3" 1+ 3" 1
2. Determine se as séries Z + , Z _;L e Z Ton convergem ou divergem. Se for

convergente calcule sua soma.
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3.4 Testes de Convergéncia para Séries

Teorema 3.3 (Teste da Comparagao). Sejam > x, e >y, séries tais que x,,y, > 0,
V' n e€N. Seja N € N. Entdo:

i) > yn € convergente e x,, < yn, V0 > N = )z, € convergente;

ii) >y, € divergente e x, > y,, ¥V n > N = > x, € divergente.

Demonstragao. Sejam (s,) e (t,) as sequéncias das somas parciais das séries > z, € > yp,
respectivamente

i) Suponha que >y, =y ez, < y,, Vn > N. Logo, limt, = y. Dessa forma, 0 < s, =
r1t+xe+ .+, <yr+yt ...ty =1t,, ¥n>N (0<uz, <wy,). Mas (t,) é convergente,
logo (t,) é limitada (ver Teorema 2.3). Ou seja, existe d € R tal que t, < d, Vn € N. Com
isso, 0 < s, <t, <d,Vn>N. Com isso, (s,) é limitada. Agora, vejamos por que (s,) é
monétona. De fato, s, 1 =21+ 2o+ ... + Ty + Tpi1 = Sp+ Tpy1 > Sn, V0 €N, pois z,, > 0.
Ou seja, (s,) é ndo-decrescente. Dessa forma (s,) é monétona e limitada. Pelo Teorema 2.4,
(sn) é convergente. Logo, > x, é convergente.

ii) Fagamos a prova por contraposigao. Suponha que Y x, é convergente e x,, > y,, Vn > N.

Assim, pelo item 1), >y, é convergente. ]
n— 1 n— 1 1 n n
Exemplo 3.12. A série E é convergente7 Observe que < — s 4"n—4
n4n 4”
4"n & —4" < 0. Como é uma série geométrica convergente (razao
- Z Z 4 4n g g (

1/4 < 1). Pelo Teorema 3.3, Z é convergente.
1
Exemplo 3.13. Veremos no exemplo 10.11 que Z - é convergente se p > 1 e é divergente
n
1
n+3
S bn>2n+3< 3n>3 < n>1. Como Z — ¢ divergente, entao

parap < 1. Usaremos este fato para ilustrar o Teorema 3.3. A série Z é convergente?

Ve
aque o e =2 5

1
Z T3 é divergente.
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Teorema 3.4 (Teste da Comparagdo por Limites). Sejam >z, e Y y, séries tais que
TnyYn >0,V neN.

T
lim~—= =2>0= T, converge << Yn converge .

Demonstragao. Veja que z/2 < lim — = x < 2z, pois > 0. Logo, utilizando o Teorema

Yn
2.6, existe N € N tal que z/2 < ﬂ < 2x,Vn > N. Como y, > 0, Vn € N, entao
TYn/2 < xp < 22y, ¥ n > N. Se an ¢ convergente, entdo, »_ 2x,/x é convergente (ver
Teorema 3.2). Por conseguinte, usando o Teorema 3.3, concluimos que Yy, também é, pois
Yn < 2x,/x, ¥ n > N.Se > x, é divergente, entdao »_ x,/2z é divergente (ver observagoes

do Teorema 3.2). Com isso, usando o fato que z,/2z < y,, ¥ n > N, concluimos que > y,

¢ divergente usando o Teorema 3.3. O]

Exemplo 3.14. A série Z 5 1 é convergente? Considere a série geométrica convergente
1 1 1
=3 Z o1 oM razao 1/3 < 1 (ver exemplo 3.7). Observe que lim ﬁ3” =

lim

— = 1 > 0 (ver Proposicao 2.2) Dessa forma, usando o Teorema 3.4, temos que

o3

1
E 3n 1 € uImma serie Convergente.

Exemplo 3.15. Considere a série > n. Esta série é divergente, pois limn = oo # 0 (ver
2n% + 3n

VB +n?

Teorema 3.1). Vamos verificar que a série E ¢é divergente usando o Teorema

on?43 ety
S n?(5+1) 2+ 2
3.4. Com efeito, lim Y2 — Jjm Y2~ i li = lim—2= =2 >0
" " w/n2+1 Vot 1

2n? + 3n
V5 + n?

Definicao 3.4 (Série Absolutamente Convergente). Uma série Y | x, é dita absolutamente

Consequentemente, com o Teorema 3.4, obtemos que a série E ¢ divergente.

convergente se a série y |xn| é convergente.

)nl

n 1
Exemplo 3.16. A série Z ’

¢ uma série absolutamente convergente, pois E ‘

1
Z — converge (ver exemplo 10.11).
nﬂ'

-1 n+1 n+1
Exemplo 3.17. A série Z (2% ¢ absolutamente convergente, pois Z ‘W
1
T (ver exemplo 3.7).
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(=n"

(1"

n

Exemplo 3.18. A série Z

nao é absolutamente convergente, pois Z‘
1

Z — é divergente (ver exemplo 10.11).
n

Definicao 3.5 (Série Alternada). Uma série ¢ dita alternada se esta pode ser escrita na forma
o0

Z(—l)”xn = -1+ 23— ...+ (—1)"z, + ... ou Z(—l)”“yn =y — Yo+ ... +(=1)"y, + ...
n=1 n=1

com T,y >0,V neN.

= (=1)" 1 —1)"
Exemplo 3.19. A série E u =—14+-—..+ u + ... ¢ uma série alternada.
—~ n 2 n
R 1 1 < L.
Exemplo 3.20. A série E —=14=-+..4 —+ ... nao é uma série alternada.
—~n 2 n

Teorema 3.5 (Teste de Leibniz). Seja (x,) uma sequéncia decrescente tal que lim x,, = 0.

Entao a série alternada Z(—l)"mn ¢ convergente.

n=1
Demonstragao. Seja (s,) a sequéncia formada pelas somas parciais de Z(—l)”xn. Vamos
n=1

provar que (s,) é convergente. Iremos analisar as subsequéncias (sa,) € (S2,—1) de (sy).
Como (z,) é decrescente, entdo Sopio = —x1 + To + ... + Top — Topy1 + Tonta = Son —
Topi1 + Tonte < Son, ¥V m € N (22,41 > Toni2). Ou seja, (s9,) é decrescente. Portanto,

e < Sgp < .. < 84 < S9. Agora, vamos estudar a subsequéncia (sg,—1) de (s,). Veja que

Sopt1 = —T1 + Ty + ... — Top_1 + Tap — Topg1 = Sop + T2p — Topg1 > Son, V1€ N, pois
Top > Topy1. Isto é, (So,_1) é crescente. Com isso, s1 < 83 < ... < Sg,p_1 < .... Além disso,
Son = —T1 + o + ... — Top_1 + Loy = Sop—1 + Loy, > Son—1, V 1 € N (22, > 0). Por fim, 51 <

83 < oo < Sop_1 < oo < Sgp < .o < 84 < So. Ouseja, (S9,,) € (S2,-1) S0 sequéncias monétonas
e limitadas. Assim, usando o Teorema 2.4, concluimos que lim s5, = x e lim s5,_1 = y. Mas,
Son = Son_1 + T2, € limz,, = 0. Dai, lim sy, = lim sy, 1 + limxg, = x =y +0 =y (ver

Teorema 2.2). Dessa forma, lims, = = (ver exercicios de sequéncias). Isto nos diz que a
o0

série alternada Z(—l)”xn é convergente. O

n=1
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[ee) _1 n
(=1) . Seja z,, = 1/n, ¥ n € N. Observe
n

Exemplo 3.21. Considere a série alternada Z

n=1
1
que limx,, = lim — = 0. Além disso, (x,) = (1/n) é decrescente, pois — > ——, V¥V n € N.
n n - n+1l
1 1 = (=1
Com efeito, — > —— < n+1>n<1>0,Vn e N. Pelo Teorema 3.5, E o)) é
n n+1 ~ n
convergente.
= (—=)"(n+1 1
Exemplo 3.22. Considere a série alternada E M Defina z,, = i, vV neN.
n n
n=1

n+1
Com isso, limx,, = lim +

1
= lim (1 + —) =1 # 0. Dessa forma, nao podemos aplicar o
n n

Teorema 3.5. A seguir veremos uma outra maneira de verificar a convergéncia desta série.
Teorema 3.6. Seja Y x, uma série. Entao, se Y |x,| converge temos que Y x, € também

convergente. Em palavras, toda série absolutamente convergente é convergente. Além disso,

22wl <20 |wnl.

Demonstracao. Sejam t, = |z1|+ |22+ ...+ |zp| +... € Sp = 21+ 22+ ... + 25, + ... as n-ésimas
somas parciais das séries Y |z,| e > x,, respectivamente. Como ) |z, | é convergente, entao
(t,) é convergente. Usando o Teorema 2.14, concluimos que (t,) é de Cauchy. Assim sendo,
sejam m,n € N tais que m < n. Dessa forma, a desigualdade triangular nos permite concluir
que |s, —Sp| = |T14+ T2+ ATt Tmt ot T — (T T+t x| = [T+ ] <
| Tomg1] + oo+ |20 = |21] + |22] + oo+ ] + [Ta | + oo+ 0] = (J21] + 22| + oo+ |zn]) =
oal + 23] + .+ [ml + [mt] + o+ [zal = (1] + 23] + o & o) = lfn — tl- Logo,
dado € > 0 existe N € N tal que V n,m > N, tem-se que |t, — t,,] < e. Portanto,
1S — Sm| < |t — tm] < &, ¥V n,m € N. Consequentemente, (s,) é de Cauchy. Com o
Teorema 2.15, obtemos que (s,) é convergente. Por fim, Y x, é uma série convergente.
Além disso, [s,| = |21 + 22 + ... + xp| < |21| + |22| + ... + |20| = to, V 1 € N e, portanto,

> x,| = |lims,| =lim|s,| <limt, = > |x,| (ver exercicios resolvidos de sequéncias). Isto
&, | 22 wn] < 30 [ O
) ) s (="
Obs 3.11. A reciproca do Teorema 3.6 é falsa. Por exemplo a série Z ——— é convergente
n

(="

1
= Z — ¢é divergente (ver exemplo 10.11).
n

lo 3.21
(ver exemplo ), mas Z -
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Cos (%)

()] o]

- n4 nt

cos (%
Exemplo 3.23. Considere a série Z M Lembre que

n4 ’

CoS (”2—”)
A

5 (%)

co
vergente (ver exemplo 10.11). Com isso, Z .
n

1
vV n € N. Portanto, usando o Teorema 3.3, Z é convergente, ja que Z — € con-
n

¢ uma série absolutamente convergente.
nm
cos (%)

T ¢ uma série convergente.
n

Dessa forma, pelo Teorema 3.6, concluimos que E

1)n+1

(_
Observe que Z 'T
1, . R -
Z — € uma série convergente (ver exemplo 10.11). Logo, Z —35— € uma série ab-
n € 1)n+1

solutamente convergente. Utilizando o Teorema 3.6, temos que Z (_—3
n

(-1

Exemplo 3.24. Considere a série alternada Z 3
n

é uma série
convergente.

Definicao 3.6 (Série Condicionalmente Convergente). Dizemos que uma série ) | x,, é condi-

cionalmente convergente se Y x,, é convergente e »_ |x,| é divergente

(="

Exemplo 3.25. Vimos que a série E ~—— é condicionalmente convergente (ver exemplos
n
3.18 e 3.21).

Teorema 3.7 (Teste da Razdo). Seja x, # 0, V n € N. Entao:

o 7o [ Tntl p
i) lim loz<l= E x, € absolutamente convergente;
xn
ey 1o [ Tntl .| Tntl Yy
i) lim |~ =2 > 1 oulim |22 | = 00 = E x, € divergente;
n ‘CETL

Tn41

= < 1. Sejaz < k < 1 (ver Teorema 1.6).

Demonstragao. i) Suponha que lim‘
n

. Tp+1 ~ - .
Logo, hm‘ Ml = <k < 1, entao, utilizando o Teorema 2.6, existe N € N tal que
T
+1

Tn+41 o " ’:Cn+1| ‘xn‘ ~ .
-, < k= o vV n > N. Logo, ot T V' n > N. Dessa forma, a sequéncia
|xn| . A ~ ‘xn-i-ll ’xn| |$N| .
k‘n € ulna sequerncla nao-crescente e 0 < ... < W < F < ... < k_N Oll seja,

<|mz|) é uma sequéncia monétona e limitada (por 0 e |zx|/kY). Seja M = |zy|/kY. Com

isso, % < M,¥n>N.Ouseja, |z, < ME",Vn > N. Como > Mk" = > (Mk)k"1 é
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uma série geométrica de razao k < 1, temos que Y Mk™ é convergente. Por fim, pelo Teorema

3.3, concluimos que Y |z,| é convergente, isto é, > z,, é absolutamente convergente.

Tn+1

ii) Considere que lim =z > 1. Com isso, pelo Teorema 2.6, concluimos que existe

n

Tn+41

N e N tal que > 1,V n > N. Portanto, |z,41]| > |z,], ¥V n > N. Consequentemente,

n
|z,| > |zn|, ¥V n > N. Afirmamos que limz,, # 0. Caso contrério, limz,, = 0, encontramos

0 = lim |z,| > |zn]. Logo 0 < |zx| < 0. Ou seja, |xy| = 0, Assim, zx = 0. Isto é um

absurdo, pois zy # 0. Logo, limz,, # 0. Utilizando o Teorema 3.1, concluimos que > z,, é

divergente. Analogamente, se hm‘ = 00, temos que existe N € N tal que a2y SN 1,
Tn n
V' n > N. Portanto, > x, é divergente, exatamente pelo mesmo motivo exibido no caso
xn
lim |2 =2 > 1. O
xn
L ~ ~ . N
Obs 3.12. Se lim || = 1, entao nao podemos concluir nada sobre a convergéncia da
T,
série Y x, a partir deste fato. Vejamos exemplos que garantem esta afirmagao. Considere
1 Tn+1 . 1
a série — convergente (ver exemplo 10.11). Veja que lim = lim | ————n?| =
3 comersente v excmplo 10.41). Ve e | 22| = i | L
n o\’ 1\ 1
lim = lim = 1* = 1. Por outro lado, a série — divergente (ver
<n + 1) (1 + %) Z n & (
. . :CnJrl . . . 1
exemplo 10.11) satisfaz: lim = lim n| = lim = lim =1
Ty, (n+1) n+1 1+

] . (_1)n+1n
Exemplo 3.26. Considere a série Z —_—

——. Vamos utilizar o Teorema 3.7 para veri-

-1 n+1 "
ficar se esta série converge ou diverge. Seja x,, = (2)—””, vV n € N. Note que lim ‘x =
(=) (n+1)  2m  on+11 . In+1 1 1\ 1 ,
1 =lim——— = lim = =lim=(14—-) == <1. Uti-
lm’ e B T e R I e A GRS R T
(_1)n+1n

lizando o Teorema 3.7, concluimos que g é uma série absolutamente convergente.

2n
. n!, . . n! .
Exemplo 3.27. A série E — é divergente. Para isto, seja x,, = —, V n € N. Assim sendo,
n n

(n+1)!'n| (n+1)n!'n
n+1 n!| n+1 nl

Tn+41
Tp

lim = lim

= limn = oo. Portanto, usando o teorema

3.7, E — é uma série divergente.
n
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Teorema 3.8 (Teste da Raiz). Seja > x,, uma série. Entao:

i) im {/|z,| =2 <1= )z, € absolutamente convergente;

i) lim {/|z,| =2 > 1= >z, € divergente.

Demonstracao. i) Suponha que lim m = x < 1. Pelo Teorema 1.6 existe ¢ € R tal que
lim m =1x < g < 1. Com isso, usando o Teorema 2.6, concluimos que 3 N € N tal
que m < ¢,V n > N. Portanto, |z,| < ¢", V n > N. Sabemos que a série geométrica
STq¢" = > qq"! é convergente, pois tem razao ¢ < 1 (ver exemplo 3.7). Com o Teorema
3.3, obtemos que Y |z,| é convergente, isto é, >z, é absolutamente convergente.

ii) Agora, suponha que lim m = x > 1. Com isso, pelo Teorema 2.6, concluimos que
existe N € N tal que {/]z,| > 1,V n > N. Portanto, |z,| > 1,V n > N. Se (z,) é
convergente, temos que lim|z,| > 1 > 0 (ver Proposi¢ao 2.1). Logo, lim|z,| > 0. Ou
seja, lim |z, # 0. Ou equivalentemente, limx, # 0 (ver exercicios de sequéncias). Assim,
> x, é divergente (ver Teorema 3.1). Se (z,) é divergente, entao utilizando o Teorema 3.1,

concluimos que )z, é divergente. De qualquer forma, > z,, é divergente. n

Obs 3.13. Se lim {/|z,| = 1 nada pode ser concluido sobre a convergéncia da série a partir
deste fato. Vamos verificar esta afirmacao dando dois exemplos. Primeiramente considere
a série Y 1. Veja que lim {/|1] = lim1 = 1. Por outro lado, > 1 ¢ divergente pelo fato

1)

que lim1l = 1 # 0 (ver Teorema 3.1). Agora, considere a série Z Com isso,

li 1/ =1 d M
im \/; m \/_ (ver exercicios de sequéncias). Mas, Z

convergente ver exemplo 3.21). Por isso, nada podemos concluir sobre a convergéncia de

uma série se lim /|z,| = 1. A série pode ser convergente, como também pode ser divergente.

4\" 4" 4
Exemplo 3.28. Dada a série E (4?1—:_ 1> , temos que lim {' <4n 1 1) = lim 4n —i 1=
n n n

1+4 1 4\"
lim 4"‘% =1 < 1. Portanto, usando o Teorema 3.8, concluimos que Z ( 471;; 1)
convergente.

Exemplo 3.29. Considere a série 23". Observe que lim V3" = lim3 = 3 > 1. Deste

modo, usando o Teorema 3.8, concluimos que E 3" é divergente.
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Exercicios de Fixacao

n n
1. Estabeleca a convergéencia ou a divergéncia das séries E 2’%, E ( n 1) (n12) e 2—n
n n
(n [n*(n+1)]72 1)] n' "n
2. Estabelega a convergéncia ou a divergéncia das séries E E E + T
n
nn
3. Discuta a convergéncia ou a divergéncia das séries g —n, g —n e —.
e e e
n!? n!
4. Discuta a convergéncia ou a divergéncia das séries E ) E 5 5.7 Gn s 1) e
. . LR n

2-4-6 (2n)
Z3-5-7-...-(2n+1)'
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3.5 Rearranjo de Séries

Defini¢ao 3.7 (Rearranjo). Dizemos que uma série »  y, é o rearranjo de uma série »  z,

se existe bijecao f: N — N tal que y,, = z(,), Vn € N.

Exemplo 3.30. Defina f: N — N, por f(2n—1)=2ne f(2n)=2n—1,Vn e N. féum
1 11 1 1
bijecao. Seja x, = 1/2", ¥V n € N. Considere a série Z =3 + 1 + 3 + 6 +.... Com isso,
para y, dado por ya, = Tfi2n) = T2n—1 = 1/22n_1 € Yon—1 = Tf(2n—1) = T2n = 1/2%, VneN,
1 1 1

temos que Zyn =Y+ Yo+ ys+ys+ ... = 1 + 5 + 6 + 3 + ... € o rearranjo gerado pela
bijecao f.

Teorema 3.9 (Teorema do Rearranjo). Seja >z, uma série absolutamente convergente.

Entao qualquer rearranjo .y, converge para o mesmo valor, ou seja, Y Yn = Y Tp.

Demonstra¢ao. Como ) x,, é absolutamente convergente, entao, pelo Teorema 3.6, > x,, é

convergente, digamos que Y x, = x. Sejam (s,), (t,) e (p,) as sequéncias de somas parciais

das séries Y x,, Y |Ta| € D yn, respectivamente. Assim sendo, lims, = z. Como >z,

é absolutamente convergente, entdo » . |z,| é convergente. Portanto, (,) é uma sequéncia

convergente. Pelo Teorema 2.14, (¢,) é de Cauchy. Logo, dado ¢ > 0, existe N € N tal

que V n > N, tem-se |sy —z| < e/2 e |t, — tn] < /2 (ver defini¢des 2.5 e 2.12). Ou seja,
n

Z [Tm| = [T | + [Tnge| + o 2] = 2] + x| + o+ 2] = (J21[ 4 22| + o+ 2n]) =

m=N+1
n

[t, — tn] < /2. Isto é, Z |zm| < €/2,¥V n > N. Como ) y, ¢ o rearranjo de »_ x,,

m=N+1
entao existe uma bijecao f : N — N tal que y, = z(,), V n € N. Deste modo, existem tinicos

e distintos aq, as, ..., ay tais que f(a;) =i, Vi =1,2,...,N. Seja M = max{ay,as,...,an}.
Logo, 1 < a; < M,V i=1,2..,N. Ou seja, {ay,as,...,ay} C {1,2,.... M} (= N < M).
Assim, a soma py = y1+yo+... Yy = Tpa)+T )+ T par) contém os termos 1, T, ..., Ty,
pois {f(a1) = 1, f(a2) = 2,..., f(any) = N} C {f(1), f(2),..., f(M)}. Dessa forma, V n >
M > N, tem-se que |p, —sn| = [y1+ ...+ yn— (w1 + ... +2n)| = [Ty + . F T pm) — (21 + ...+
en)| = lzpa) + o F Tran + Tpauen F ot Tpmy — @ A 2n)[ <D |am| < g/2. Com

m=N+1
isso, V' n > M, tem-se que |p, — x| = |pp— sy +sy—z| < |pn—sn|+|sy—z| <e/2+e/2 =¢.

Isto nos diz que limp,, = x. Ou seja, >y, =z = > zp. ]
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Obs 3.14. O Teorema 3.9 nos garante que quando a série é absolutamente convergente a
convergencia desta série independe da ordem em que as parcelas aparecem. Ou seja, podemos
comutar os termos desta série que o resultado obtido sera uma série que converge para o

mesmo valor que a original.

Exemplo 3.31. No exemplo 3.30, vimos que a fun¢ao f : N — N, dada por f(2n —1) = 2n
1 1
e f(2n) = 2n — 1, ¥V n € N, gera o rearranjo E Yo = — + =+ — + = + ... para a série

) 4 2 16 8
1 1 1 /1\" 1/2
Z on” Como Z on = Z 5 (5) =7 _/1/2 = 1 é absolutamente convergente, entao,
11 1 1
pelo Teorema 3.9, Zyn =1 + 3 + 6 + 3 +...=1

Exercicios de Fixacao

1. Se a série Y x, é condicionalmente convergente, mostre que existe um rearranjo desta

série cuja sequéncia das somas parciais tende a oco.

2. Se >z, é absolutamente convergente, é verdade que cada rearranjo desta série é absolu-

tamente convergente?
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3.6 Leitura Complementar

Definicao 3.8 (Partes Positiva e Negativa de uma Sequéncia). Seja (z,) uma sequéncia.
Defina, para cada n € N, z" = max{z,,0} e z, = max{—z,,0}. Chamamos z;; e z, as

partes positiva e negativa de x,.

Obs 3.15. Segue diretamente da definigao 3.8 7, z; > 0,V n € N. Além disso, z;} +x, =
|z,|, V n €N (ver definicao 1.6) e 2t —x, =x,, Vne N

Exemplo 3.32. Considere a sequéncia (z,,), onde x,, = (—1)". As partes positiva e negativa
de x, sdo, respectivamente, z}7 = max{1,0} = 1 e x;, = max{—1,0} = 0, se n é par e

r} = max{—1,0} =0 e z;, = max{—(—1),0} =1, se n é impar.

Usaremos a defini¢ao 3.8 para provar que se retirarmos a hipdtese que Y |z, | converge do
Teorema 3.9 e continuar supondo que > z,, converge, entao podemos encontrar um rearranjo
de >z, convergindo para qualquer nimero real que desejarmos. Isto estd formalmente

enunciado no

Teorema 3.10 (Teorema de Riemann). Seja > x,, uma série condicionalmente convergente.

Seja y € R um nimero qualquer. Ezxiste um rearranjo »  y,, de > x,, tal que >y, = y.

Demonstragao. Seja y € R. Suponha que Y x, é condicionalmente convergente. Ou seja,
> x, converge, mas Y |z,| diverge. Assim sendo, >z} e >z, divergem. Com efeito,
lembre que = — z, = x,, V n € N. Logo, utilizando as observa¢oes do Teorema 3.2,
concluimos que se ou »_ x ou Y x, converge, entdo »  z, diverge. Absurdo, pois »_ z,
converge. Suponha, por absurdo, que >z} e > x convergem. Como z} + x, = |,/
VneN, entdao Y |z, = D[zt + ] = > ) + > x, converge. Absurdo, pois Y |z,

diverge. Consequentemente, Yz e > x, divergem. Sejam (s;) e (s;) as sequéncias das

somas parciais para as séries » .l e > x,

+ — ot
Sn—f—l = Sp

mondtonas (crescentes). Como >z} e >z, divergem, entdo (s;) e (s;) divergem (ver

respectivamente. Como z7, 2 > 0, entdo

+ e e e g - + N e
+ x> sy e s,y = s, +x,.,, > s,. Logo, (s}) e (s;) sdo sequéncias

defini¢ao 3.3). Pelo Teorema 2.4, (s}) e (s, ) sdo sequéncias ilimitadas. As sequéncias (s;)
e (s;) sdo crescentes, logo limitadas inferiormente por s{ e sy, respectivamente. Dessa
forma, (s}) e (s,,) sdo ilimitadas superiormente. Vamos agora criar um algoritmo para
encontrar o rearranjo de Y x, que converge para y. Comege a somar os primeiros termos

positivos da série Y x, na ordem em que eles aparecem. Em algum momento esta soma
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ultrapassard y, isto ocorre ja que (s) é ilimitada superiormente, ou seja, existe n; € N tal
quey < s} =af+a3 +...+x; asoma dos primeiros termos positivos da série Y x,, na ordem
em que eles aparecem até x,, (ver defini¢do 3.8), isto ¢, os termos o xs, 93?{1 encontrados
serdo os primeiros termos do rearranjo que estamos procurando (z] + x5 + ... + zf > ).
Agora, comege a somar a soma xl + x2 +.. —l—x+ os termos negativos de » x,, na ordem em
que eles aparecem, a partir de 1, até que a soma seja inferior a y, isto sempre ocorre pois (s, )
B . . . . + — _ —_ —_ J—
¢ ilimitada superiormente, ou seja, existe ng € Ntal que y—s) > —s, = -2 —1y —...—1,,
a soma dos termos negativos da série > x,, a partir de z1, na ordem em que eles aparecem
+ — — _

(ver definicao 3.8) até x,, (¢7 + 3 + ...+ —ay —a; — ... —x,, <y). Acrescente estes
termos negativos aos termos positivos ja encontrados para o rearranjo procurado, ou seja,
xy +a3 + ...+t —r] —a; — ... —x,, éany—ésima soma parcial do rearranjo procurado.
Repita o processo, a partir de x,,. Com este processo encontramos um rearranjo »_ y, (o

qual posui os mesmos termos da série > x,, s6 que com parcelas comutadas) de > z,,. Seja
(t,) a sequéncia das somas parciais de Y y,, entdo palo algoritmo criado, encontramos a

seguinte desigualdade: t,, <y <t V k € N. Pela escolha dos indices ny, temos que

n2k—17

0<tpy ,—y<az},  e0<y—t,, <-z, VkeN Como|r,|=z}+z, >z 2z, >0,
VneN, elimz, =0 (ver Teorema 3.1), entao limz;” = limz,, = 0 (ver Teorema 5.4). Pelo
Teorema 2.2, obtemos que hm 1;22 ., = lim 2 = 0. Usando o Teorema 5.4, concluimos que

kﬂoo

]}Lrgo( e —Y) = hm (y tn%) 0. Ou seja, ]}Lrgot = kll_{rolot = y. Por fim, ]}Lrgo tn, =Y

<t, <t

n2k—1 N2k
(ver exercicios de sequenmas). Como z,,z;7 > 0, entao ng,_1 < n < ng, =t

noe < tn < tn2k+1
Z Yn = Y. O

_1)n+1
Exemplo 3.33. Vamos encontrar um rearranjo para a série E ———— que converge para

n2kg—1 nag

engp < n < Nopyg =t vV k € N. Consequentemente, lim¢, = y. Isto é,

0. Vamos utilizar o algoritmo explicado na demonstracao do Teorema 3.10. Veja que 1 > 0.
Assim, o rearranjo tem como primeiro termo 1. Agora some a 1 todos os termos negativos
da série até encontrar um resultado < 0, ou seja, 1 —1/2 —1/4 —1/6 — 1/8 < 0. Estes sao
os b primeiros termos do rearranjo. Acrescente a esta soma a soma dos nimeors positivos,
apos o 1, de forma que o resultado seja > 0. Isto é, 1 —1/2—-1/4—-1/6—-1/8+1/3 > 0.
Continuando o processo encontraremos o rearranjo 1 —1/2 —-1/4—-1/6—-1/8+1/3— ..., 0

qual convergiré para 0, pelo Teorema 3.10.
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Exercicios de Fixacao

] . -1 n+1
1. Encontre um rearranjo da série E L que converge para 1.
n

(=D"

2. Encontre um rearranjo da série E ——— que converge para 2.

NG

3.7 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar que ¢é possivel indentificar, com uma
grande possibilidade de acerto, qual teste deve ser utilizado para obter um resultado con-
clusivo. Por exemplo, quando o termo geral de uma série envolve fatoriais, produtos ou
constantes elevadas a n é provavel que o Teste da Razao afirme se a série converge ou di-
verge. Ou se o n-ésimo termo da série for da forma z]!, o Teste da Raiz é o melhor candidato
para os Testes de Convergéncia. Portanto, convidamos ao aluno a resolucao da maior quan-
tidade de exercicios possivel para que o aluno identifique rapidamente qual teste deve ser
utilizado com uma alta probabilidade de conclusao. Ou que pelo menos vocé conheca quais

testes que com certeza nao podem ser utilizados.

3.8 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno, alguns testes para verificar se uma série é convergente ou
divergente. Os principais testes sao: Teste da Comparacao, Teste da Razao e Teste da Raiz.
Além destes testes, mostramos algumas propriedades elmentares entre séries. Por exemplo,
provamos que € possivel somar séries convergentes, somando termo a termo as duas séries.

Além disso, o resultado obtido é novamente uma série convergente.
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3.9 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Dadas as séries > 2, > Yn, com z, = Vn+1—+/n e y, = In(1 + 1/n), mostre que
lim x,, = limy, = 0. Calcule explicitamente as n-ésimas somas parciais s, e t,, destas séries

e mostre que lim s,, = lim¢,, = 0o, logo as séries dadas sao divergentes.
2. Prove que a série Y Inn/n? é convergente.

3. Se Y x, é convergente e z,, > 0, V n € N entdo a série Y x,y", é absolutamente conver-

gente, Vy € [—1,1] e > zysen(ny), Y x, cos(ny) sdo absolutamente convergentes V y € R.

4. Se > x, é absolutamente convergente e limy,, = 0, ponha z,, = oy +T1Yn_1+...+TnYo =

n
g TkYn—_k € prove que lim z, = 0.
k=0

5. Se S22 e 2 convergem, prove que Y x,¥, converge absolutamente.
n Yn g Y g

6. Prove: uma série ) x,, é absolutamente convergente < a sequéncia das somas parciais

(s,) é limitada.
7. Determine se a série Y (Inn/n)"™ é convergente usando os Testes da Razao e Raiz.
8. Prove: se xy > 29> ... > 2, > ... >0e > x, converge entao limnzx, = 0.

9. Dada uma sequéncia de niimeros positivos x,, com lim z,, = x, prove que lim {/z1z5 - - - z,, =
x

10. Determine para quais valores de x cada uma das séries é convergente: Y n"x™, > ™ /n",
Sk, Y an /2,
11. Se uma série é condicionalmente convergente, prove que existem alteracoes da ordem

dos seus termos de modo a tornar sua soma igual a 0o e —o0.

12. Efetue explicitamente um rearranjo dos termos da série > (=1)""/n =1—-1/2+1/3 —

1/4 + ... de omodo que sua soma se torne igual a zero.
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3.10 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Use o Teste da Comparagao para provar que a série »_ 1/n? é convergente, a partir da

convergéncia de Y 2/n(n + 1).

Demonstragdo. Como > 1/n? é convergente, entao, pelo Teorema 3.2, Y 2/n? é convergente.

2 1 1

Além disso, ——— < — & ———— < —enn+l)>nPenf+n>nien>1,
nn+1) — n?2  nn+1) = n?

vV n € N. Pelo Teorema 3.3 > 2/n(n + 1) é convergente. O

Ex2. Se >, ¢ absolutamente convergente, prove que > x? converge.

Demonstra¢ao. Como ) x,, é absolutamente convergente, entao »  |x,| é convergente. Usan-
do o Teorema 3.1, concluimos que lim |x,| = 0. Portanto, existe N € N tal que V n > N,
tem-se |r,] < 1 (faga ¢ = 1 > 0 na definigao 2.6). Com isso, 22 = |z,]*> < |z, &
|z,]? = 20| <0 & |2,|(Jzn] — 1) <0,V n > N. Mas, esta tltima desigualdade é satisfeita,

ja que |z,| < 1,V n > N. Logo, utilizando o Teorema 3.3, > x2 é convergente. O]

Ex3. Determine para quais valores de z a série Y n*a™ é convergente.
(’I’L + 1)kxn+1

1\* 1\"
= — lim <”+ ) 2| = || lim <1+—) _
nrxm n n

Usando o Teorema 3.7, Y n*a™ é absolutamente convergente para |z| < 1 e divergente para

Demonstracao. Veja que lim

n

|z| > 1. Para z = 1 ou @ = —1, encontramos as séries Y. n* ou Y n*(—1)". Estas séries

sao divergentes, pois os termos gerais destas séries sao ilimitados (logo, divergentes). Dessa
forma, > nkz™ converge absolutamente no intervalo (—1,1) e diverge para os valores de x

que satisfazem |z| > 1. O

Auto-Avaliacao

Sou capaz de determinar, utilizando os Testes de Convergéncia, se uma série é convergente?
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Proxima Aula

Caro aluno, na préxima aula, estudaremos o conjunto dos niimeros reais com um microscopio.
Isto é, procuraremos saber quais sao as caracteristicas de um nimero real quando olhamos

para os numeros que estao tao proximos dele quanto quisermos ou for suficiente.
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