Capitulo 5

Limites de Funcoes Reais

Aula 5: Limites de Funcoes Reais

Meta

Apresentar ao aluno como verificar se o limite de uma funcao real existe, nao existe e é

infinito ou nao existe e nao é infinito.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de identificar a existéncia de um limite e

calcula-lo, se for possivel.

Pré-requisitos

Aula 4, Fundamentos da Matematica e Calculo II.
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5.1 Introducao

Oi, nesta aula, aprenderemos como é possivel estender o conceito de limite de uma sequéncia
para limite de funcoes reais sobre qualquer subconjunto dos niimeros reais. Lembre que, uma
sequéncia, nada mais é, que uma funcao real definida no conjunto dos niimeros naturais, e
que, além disso, o limite de uma sequéncia sempre é estudado quando n — oo. A pergunta
que devemos fazer é: como generalizar a condigdo n — 00? A resposta para esta pergunta
estd na aula 4. Faremos a substituicao de co por um ponto de acumulacao do dominio
da fungao a qual queremos estudar o limite, ja que oo tem propriedades semelhantes a de
um ponto de acumulacdo. Como, por exemplo, a sequéncia (n) tende a co. Com a nova
definicao de limite, procuraremos estabelecer resultados andlogos aos encontrados na aula 2,
como, por exemplo, o Teorema do Sanduiche. Como em toda generalizacao, podemos ir além
do caso particular. Assim sendo, definimos também limites laterais que estao diretamente
relacionados a pontos de acumulacao laterais, os quais estao definidos e exemplificados nesta
aula. Para finalizar a aula estudamos também os conceitos limites no infinito e infinito para

funcgoes reias definidas em subconjuntos de R.

5.2 Limites de Funcoes Reais e Exemplos

Definigao 5.1 (Limite de Fungdes). Seja f: X — R uma funcao real, onde X C R. Seja
y € X'. Dizemos que [ € R é o limite de f(z) quando = tende a y se V € > 0 existe § > 0
tal que para todo x € X que satisfaz 0 < |z —y| < ¢, tem-se |f(z) — | < e. Neste caso,

escrevemos lim f(x) = [.

T—Y

[+€

I

Jx)

y-s§ X ¥y oz y+s

Figura 5.1: Limite
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Obs 5.1. Observe que § depende somente de ¢, ou seja, § = d(¢).

Obs 5.2. Na defini¢ao 5.1, 0 < |z — y| < ¢ significa dizer que = € (y — 3,y +0) e z # y. Isto
é, nao importa o que ocorre no ponto y € X', interessa somente o que ocorre proximo a y.

Além disso, y nao necessariamente esta em X.

Obs 5.3. Segue diretamente da definicdo 5.1 que lim f(z) = | < lim(f(z) —1) = 0 &

T—Y Ty
lim |f(x) — 1] = 0.
Ty

Exemplo 5.1 (Limite da Constante). Seja ¢ € R constante. Defina f;R — R por: f(z) = ¢,
vV x € R. Vamos verificar que glﬁlin f(z) = ¢ (em palavras limite de uma constante é a prépria
constante). De fato, dado ¢ > chonsidere d=e>0. Assim,Vz € Rcom 0 < |z —y| <,
temos que: |f(z) —c| = |c—¢| =0 < e. Logo, glcllr; f(z) = ¢. Observe que o § acima poderia

ser qualquer nimero positivo.

T — —
CZZ e @ [ @ tf
[-& fffffffffff
( | )
0 \ ! )
V-¢ X y z Y+e

Figura 5.2: Limite da constante

Exemplo 5.2. Se lim f(z) = [, entdo lim |f(x)| = |l|. De fato, dado £ > 0, existe 6 > 0 tal
Ty Ty
que Vo e X com 0 < |z —y| <4, tem-se ||f(x)] — |I|| < |f(z) —1] < e (ver Teorema 1.3).

Logo, lim |f(z)] = |l|. A reciproca desta afirmagao é falsa. De fato, seja f : N — R dada
T—Y

por f(n) = (—=1)", logo, lim [(—1)"| =lim1 =1 e lim(—1)" nao existe (ver Teorema 2.2).
T—Yy
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1
Exemplo 5.3. lir%— — 0 (ver defini¢ao 10.1). Dado e > 0, existe § = min{l,e":} > 0
20 Inx

tal que V = € (0,00) com x € (—0,9), tem-se x € (0,6), logo, 0 < z < 5 < 1,e":. Portanto,

Inz <Inl=0eclnz < In(ez) = —21. Com isso, |Inz| = —Inz > 1. Consequentemente,

1 1 1 o1
— =0 = |— < e. Ou seja, lim — = 0.
| In z| z—0 Inx

Inx Inz

Proposicao 5.1. Sejam f: X - R ey e X'. Assim, glgllgf(x) =le ;lg% fly+h)=1L
Demonstracao. Considere o conjunto Y = {h € R: y+ h € X}. Como y € X', entdo
3 (z,) € X\ {y} tal que limz,, = y. Seja h, = z, —y € Y \ {0}, Vn € N. Assim,
limh, = lim(z, —y) = 0. Ou seja, 0 € Y’'. Dessa forma, os limites acima fazem total
sentido.

=) Seglciinf(x) =, entdo dado € > 0, existe d >0 talque Vo € X com 0 < [z —y| <6 =
|f(z) — l|y< e. Assim, para 0 < |h| < 0, temos que 0 < |y + h — y| < §. Consequentemente,
|f(y+h)—1] <e. Ou seja, }llii%f(y—l—h) =1

<) Reciprocamente, se }lllir(l) f(y+h) =1, entdo dado € > 0, existe 6 > 0 tal que Vh € Y
com 0 < |h] <6 = |f(y+h)—1I <e Comisso, sex € X e 0 < |z —y| <9, entao
flx) =l =|fly+z—y) —I <e Istoé,iigljf(x):l. O

Exemplo 5.4. Seja f : X — R definida por: f(z) =z, V z € X (fungdo inclusdo). Vamos
mostrar que hII(l) f(z + h) =z, ou seja, ]llm(l)(x + h) = z. De fato, € > 0, existe § = ¢ > 0 tal
queVz+he X com0 < |h| <6, tem-se |[x+h—2x| = |h] < =c¢. Istoé, }lllr%f(x—i-h) =2x.

Portanto, pela Proposicao 5.1, lim z = y.
T—Y

Teorema 5.1. Sejam f,g: X — R ey € X'. Considere que lim f(x) =1 e lim g(z) = m.
z—y z—y
Sel<m, entio 36 >0 tal queV z € X com0< |z —y| <= f(z) < g(z).

[-¢ / [+¢ m m+€

Jx) m-g gx)

Figura 5.3: Idéia da demonstracao

—1
Demonstracao. Sel < m, entao e = > 0. Portanto, e+1 = m—e. Como lim f(z) =1le
T—Y

lim g(x) = m, entdo existem 01,05 > 0 taisque Vo € X com 0 < |[x—y| < = |f(x)=I| <e
T—Yy

eVze Xcom0< |zr—y| < d = |g(r) —m| < e. Considere § = min{dy,d} > 0.
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Com isso, usando a observacao 1.11, V x € X com 0 < |z — y| < & < 1, d2, tem-se que:
flz) <ed+l=m—c <g(x). O

Obs 5.4. No Teorema 5.1, nada pode ser afirmado se [ < m. Por exemplo, sejam f,g :
R — R dadas por f(z) =z e g(x) = 0. Assim, V 0 > 0, existem x; € (—0,0) e x5 € (0,9)
tais que f(z1) = 21 <0 = g(x1) e f(x2) = 2 > 0 = g(z2). Mesmo sendo, ilir(l) flz)y=0e
iii% g(x) =0.

Corolario 5.2. Sejam f: X — R ey € X'. Se lim f(x) < m, entdo 3 6 > 0 tal que

T—Y

VeeX com0<|z—yl<d= flx)<m.

Demonstracao. Seja g : X — R dada por g(z) =m, ¥ € X. Entao lim f(z) < lim g(x) =
T—Y T—Y

m. Usando o Teorema 5.1, concluimos que 3§ > 0 tal que Vo € X com 0 < |z —y| < 6 =

f(z) < g(x) =m. O

Corolério 5.3. Sejam f,g: X - R ey € X'. Se existe 69 > 0: f(x) < g(z), V2 € X com

0 < |z —y| < do, entdo lim f(x) < lim g(z) (caso estes limites existam,).
T—y T—y

—H—o—o—o—o—oﬂ—ﬁo—o—o—o—o—oﬂﬁ

g(x) T T Jx)
limg(x) lim fix)
x>y x>y

Figura 5.4: Idéia da demonstracao

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que lim f(z) > lim g(z). Usando o Teorema 5.1,
r—Yy T—y

concluimos que 36 > 0 tal que Vo € X com 0 < |z —y| < § = g(x) < f(z). Seja
91 = min{0, dp}. Assim sendo, V € X com 0 < |z —y| < 01 < 9, o, tem-se g(x) < f(z) e
f(z) < g(x). Contradigao! O

Teorema 5.4 (Teorema do Sanduiche). Sejam f,g,h : X — R fungoes e y € X'. Se
lim f(z) = lim g(x) e existe A > 0 tal que f(z) < h(z) < g(x),Vz e X, com0 < |[z—y| < .
T—Y T—Y

Entdo, lim h(x) = lim f(z) = lim g(x).
T—Yy T—Yy T—Yy

Demonstragao. Considere que lim f(z) = lim g(z) = m. Assim, dado € > 0 existem ¢y, 09 >
T—Y T—Y

Otaisque Ve X, com0<|z—y| <o =|f(z)—m|<eceVzeX, com0<|r—y|<
d2 = |g(z) — m| < e. Seja 6 = min{dy, Jo, A} > 0. Usando a observacao 1.11 e a hipdtese,
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temos que Vo € X, com 0 < [z —y| < < dp,00, A\ =>m—c < f(z) < h(z) < g(x) <m+e.
Logo, lim A(x) = m = lim f(z) = lim g(x). O
T—Yy T—Yy T—Yy

Exemplo 5.5. Provaremos, usando o Teorema 7.12, que [senz| < x, V x > 0 (ver exemplo
7.32). Assim sendo, se x < 0, entao |senz| = | — senz| = |sen(—x)| < —z = |z|. Portanto,
senz| < |z|, V x € R. Logo, 0 < [sen(z + h) — senx| = |2sen[(1/2)h]cos[1/2(2z + h)]| <
2|sen|[(1/2)h]||cos[1/2(2z + h)]| < 2|sen[(1/2)A]|1 < 2|(1/2)h| < |h|. Por conseguinte, usando
o Teorema do Sanduiche, 0 < }ILILI(I) |sen(z + h) — senz| < 0. Ou seja, }llir(l) sen(x + h) = senx.

Usando a Proposicao 5.1, temos que lim senz = seny.
T—Y

Exemplo 5.6. Analogamente ao exemplo anterior, tem-se que |cos(z 4+ h) — cosz| = | —
2sen[(1/2)(2z + h)]sen[(1/2)h]| < 2(1/2)|h| = |h|. Portanto, |cos(z + h) — cosz| < |h|. Dai,
pelo Teorema do Sanduiche, ]lliné cos(x + h) = cosz. Utilizando a Proposi¢ao 5.1, concluimos

que lim cosx = cosy.

Ty
Teorema 5.5 (Caracterizacao de Limite). Sejam f: X — R ey € X'. Entdo, lim f(z) =
z—y

l <V (x,) C X \A{y}, comlimz, =y, tem-se que lim f(x,) = (.

Demonstra¢ao. =) Seja (x,) € X \ {y} tal que limz, = y. Assim, dado € > 0 temos que
existe d >0talqueVz € X com 0 < |z —y| <d=|f(x)—1] <e, poisglciinf(x) = [. Como
limz, =y, entdo 3 N € Ntal que Vn > N, tem-se 0 < |z, —y| < (N = ]y\f((S)) Com isso,
vV n > N, conclui-se que |f(z,) — ] < e. Ou seja, lim f(z,) = L.

<) Suponha, por contraposigao, que ilir; f(z) # 1. Assim, existe ¢ > 0 tal que V 6 > 0,
encontra-se x5 € X tal que 0 < |z5 —y| < 0 e |f(zs) — ] > €. Faga § =1, %, %, . %, ... com
n € N para obter: x, € X tal que 0 < |z, —y| < % e |f(x,) — 1] > €. Portanto, utilizando o
Teorema do Sanduiche, (z,,) € X \ {y}, limz,, =y e |f(x,) — | > € (ver exemplo 2.6). Se
lim f(z,) = [, entdo 0 = lim | f(z,) — | > & (ver Corolario 5.3). Ou seja, ¢ < 0. Contradigao!
Assim sendo, lim f(z,) # [. O

1
Exemplo 5.7. Sejam X = R* e 0 € X'. Seja f : X — R dada por f(z) = cos (—)
x

1 1
Vamos verificar que lin%) cos (—) nao existe. De fato, seja =z, = —. Logo, limz, =
T— €T nm
.1 1.1 ) . 1 . . . :
lim — = —lim— = 0. Porém, limcos (| — ) = limcos (n7) nao existe, pois (cos (nm)) =
nt 0w n Tn

(=1,1,-1,1,...) (ver Teorema 2.2). Dessa forma, utilizando o Teorema 5.5 temos que

1
lim cos [ — nao existe.
x—0 x
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Corolario 5.6 (Unicidade). Se o limite de uma fungao real existe este € inico.

Demonstragao. Sejam f: X — Rey € X'. Considere que lim f(z) = [ e lim f(x) = m.
T—Y T—Y

Vamos provar que | = m. Como y € X', entao existe (z,,) C X \ {y} tal que limz, = y.

Dai, pelo Teorema 5.5, lim f(x,) = [ e lim f(z,,) = m. Usando a unicidade de limite de

sequéncias (ver Teorema 2.1), concluimos que | = m. Il

Exercicios de Fixacao

1. Mostre que:

1
i) lim =—1;
z—2]1 —2x
2
ii) li =0;
i) o 2]
2 —x+1 1
iii) lim —— = —.
=1 x+4+1 2

2. Utilize a definicao 5.1 para mostrar que:
i) lirr%(ﬁ + 4z) = 12;

r+5
iii) lim =
e—-121 4+ 3

3. Mostre que os seguintes limites nao existem:

i) hm (x > 0);

02

iii) hm—

z—0 \/_
4. Seja f : R — R definida por f(z) = x,se x € Q e f(x) =0, se x € Q. Mostre que

lir% f(z) existe.

109



5.3 Operacoes com Limites de Funcoes Reais

Teorema 5.7 (Operagdes com Limites). Sejam f,g: X — R ey € X'. Caso lim f(z) e

r—Y
lim g(x) existam, os segquintes itens sao verdadeiros:
T—Y

i) im[f(z) + g(z)] = lim f(x) + lim g(z), em palavras, o limite da soma é a soma dos
T—Y T—Y Ty

limites;

ii) lim[f(z) - g(z)] = lim f(x) - lim g(x), em palavras, o limite do produto é o produto dos
T—Yy T—Yy T—Y

limites;
)] )
iii) lim = , se lim g(x) # 0, em palavras, o limite da divisao é a divisao
z—y | g(x) lim g(x) z—y
T—y

dos limites, caso o denominador seja nao-nulo.

Demonstragao. Seja (z,) € X \ {y} com limz, = y. Como lim f(z) e lim g(x) existem,
T—Yy T—Y
entdao, pelo Teorema 5.5, obtemos: lim f(z,) = lim f(x) e limg(z,) = lim g(x). Pelas
T—Yy T—Yy

operagoes estabelecidas no Teorema 2.11, concluimos que:

i) lim[f(x) + g(x)] = lim[f(z,) + g(x,)] = lim f(x,) + lim g(x,) = lim f(z) + lim g(x);

i) lim(f(z) - g(a)] = lim|f(zn) - g(xn)] = lim () - lim g(w) = lim f(z) - lim g(z);

iii) lim {f(m)] = lim [f(x")} _ lim J(an) ygll’f(x), se lim g(z,) = lim g(z) # 0.

~ limg(z,) " lim g(x) z—y

Tr—yY

r—y

]

Obs 5.5. Quando lim g(x) existe e f(x) = k é constante, ¥V = € X, entao lim f(z)g(x) =
T—yY

r—y

lim kg(z) = lim k lim g(z) = k lim g(z) (ver exemplo 5.1).
T—Y

Obs 5.6. Observe que quando lim f(z) e lim g(x) existem, entao os itens i) e ii) do Teorema
T—Y r—

5.7, nos garantem que: Hm{f(r) - g(x)] = [/ (x) + (~g(x))] = lim f(z) + lim(~g(x)) =

lim f(z) — lim g(x).
Ty Ty
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Obs 5.7. Pode-se provar, por indugdo, que liin[fl(x) + fol@) + .. + fu(2)] = lim filz) +
tit () + i £, (0) @ Hnlfs ) o(o) o o)) = i ) T o) . T £ ),

quando lim f;(x) existe, Vi =1,2,...,n.
T—Y

Exemplo 5.8 (Limite de Polinémio). Vimos que lim z = y. Assim, pelo item ii) do Teorema

r—y
5.5, obtemos que limz" = limz -...-x = limz - ... - limz = y - ... - y = y". Portanto,
T—y T—y Ty T—Y
usando os itens i) e ii) do Teorema 5.7, concluimos: lim[a,z" + a,_12" ' + ... + a1 + ag) =

r—y

lim a,z™ + lim ap_12" ' + ...+ lim a1z + lim ag = ap,y"™ + an_1y" ' + ... + a1y + ag. Com isso,

se f:R — R é o polinomio f(z) = apx™ + a,_ 12" 1 + ... + a1z + ag, entdo lim f(x) = f(y).
Ty

Defini¢ao 5.2 (Fungao Localmente Limitada). Dizemos que uma fungao f : X — R é
limitada em uma vizinhanga de y € X’ se existem § > 0 e m € R tais que |f(z)| < m,

Vee(y—4d6y+d)nX.

.

N

f (Z S °

Figura 5.5: Funcao localmente limitada

x
V x € R*. Logo, f é uma funcao limitada em uma vizinhanca de 0, basta considerar

60=1>0.

1 1
Exemplo 5.9. Seja f : R* — R dada por f(z) = cos <—> sabemos que —1 < cos (—) <1,
x
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1
Exemplo 5.10. Seja f : R, — R dada por f(z) = —. f nao é limitada em uma vizinhanca
x
de 0. Suponha, por absurdo, que existem § > 0 e m € R tais que |f(z)] < m, ¥V x €
(—0,0) NRy = (0,9). Sabemos que existem Nj, No € N tais que Ny > m e Ny > 5 (ver

1
Teorema 1.2). Seja N = max{Ny, No} € N. Assim, N > N; > me N > Ny > —. Por

1 1
conseguinte, N > m e 0 < N < d. Por outro lado, m < N = |N| = ‘f (N)‘ < m.

Contradigao!

Coroléario 5.8. Sejam f,g : X - R ey € X'. Selim f(x) = 0 e g € limitada em uma

r—y

vizinhanga de y. Entao lim f(x)g(z) = 0.
Ty

Demonstracao. Como ¢ é limitada nunha vizinhanca de y € X', entao existem 6 > 0 e
m € R tais que |g(z)] <m,Vz € (y—0,y+0)NX. Por outro lado, ilin f(z) = 0. Assim,
pelo Teorema 5.5, V (z,) € X \ {y} com limz, = y, obtemos lim f(:r,':) = 0. Portanto,
existe N € N tal que V n > N, tem-se =, € (y — 0,y + 9). Logo, |g(z,)| < m,Vn >N,
pois x, € (y — 4,y +J)NX,Vn > N. Usando o Teorema 2.10, lim f(x,)g(z,) = 0.

Consequentemente, lim f(x)g(x) = 0 (ver Teorema 5.5). O
T—Y

1
Exemplo 5.11. Como a funcao definida por cos <—), V z € R*, é limitada em uma vizin-
x

1
hanca de 0 e lin%):c = 0, entao, usando o Teorema 5.8, lin%)xcos (—) = 0.
r— r— x

O préximo Teorema generaliza o Teorema 2.3 enunciado no capitulo sequéncia de niimeros

reais.

Teorema 5.9. Sejam f : X — R ey € X'. Considere que lim f(x) existe. Entio f €

r—y

limitada em uma vizinhanca de y.

Demonstragao. Seja lim f(x) = 1. Dado e =1 > 0, existe § > 0 tal que V2 € X com 0 <
T—Y

|z —y| <0 = |f(x)—1] < 1. Usando o Teorema 1.3, temos que || f(z)|— ||| < |f(x)—=1]| < 1.
Ou seja, —1 < |f(x)| — |I] < 1. Portanto, |f(z)] <14+ |l|, Vx € (y—6y+0)N(X\{y}).
Sey & X, facam =1+ [l|. Sey € X, faca m = max{1 + |I|,|f(y)|}. De qualquer maneira,
f(x)| <m,Vaxe(y—dy+d)NX. Ouseja, f é limitada em uma vizinhanga de y. O

1
Exemplo 5.12. Vimos que a funcdo f : R, — R, dada por f(z) = —, néo é limitada em
T

uma vizinhanga de 0. Com isso, pelo Teorema 5.9, lilr(l) flz) = lin%) — nao existe.
r— r—U r
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Exercicios de Fixacao

1. Determine o limite das seguintes fungoes:

i) lirri(m +1)(2z+3) ;

2. Determine o limite das seguintes funcoes:

Vi1

i) li , x> 0;
1)$1£2 o x

vy . TP —4

ii) i:rr%x_Q,x>0.

3. Sejan € N tal que n > 3. Mostre a desigualdade —z? < 2" < 2%, V2 € (—1,1). Use o

fato que hH(l) 2?2 = 0 para concluir que lim z" = 0.
r—

x—0
1+2x—+1+3
4. Encontre o limite lim Vit 2o — Vit x, onde x > 0.
z—0 x + 222

(x) e lim g(z) nao existem, mas lim|[f(x)+g(x)]

5. Dé exemplos de funcgoes f, g tais que lim f
T—Y

e lim f(z)g(z) existem.
T—y
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5.4 Limites Laterais de Funcoes Reais

Para definirmos limites laterais precisamos dos conceitos de ponto de acumulacao a direita

e a esquerda de um determinado subconjunto de R. Por isso, comecemos esta se¢ao com a

Defini¢ao 5.3 (Ponto de Acumulagao a Direita e a Esquerda). Seja X C R. Dizemos que
y € R é ponto de acumulagao a direita (respectivamente, a esquerda) de X, e escrevemos
y € X', (respectivamente, y € X' ), quando existe (z,) C X tal que z,, > y (respectivamente,

T, <y),¥Vn€Nelimz, =y.

Figura 5.6: Ponto de acumulacao a direita

1

Exemplo 5.13. Seja X = {1/n : n € N}. Vimos que lim— = 0, 1/n > 0 e 1/n €
n

X,Vn € N Logo, 0 € X,. SejaY = (a,b), assim a € (a,b), e b € (a,b)’, pois

1 1 1 1 1 1
lim<a+—) = aelim(b——) =bcoma+—>ab——<bea+—,b—— € (a,b),
n n n n n n
para n suficientemente grande. Analogamente, a € [a,b]’,,[a,b)’,, (a,b]', [a,00)" , (a,c0)’, e

b€ a,b]_,[a,b)_,(a,b]_,(—00,b) , (—o0,b]".
Exemplo 5.14. 1 ¢ (0,1)!, pois a direita de 1 nao existe elemento de (0,1).

Defini¢ao 5.4 (Ponto de Acumulagao Bilateral). Seja X C R. Dizemos que y € R é ponto
de acumulagao bilateral de X, e escrevemos y € X/, se y é ponto de acumulacdo a direita e
a esquerda de X.

1 1 1 1 1

Exemplo 5.15. Seja X = (0,1), entdao 1/2 € X/, poislim |-+ — | ==-elm |- —— | =
2 n 2 2 n

1

5.

Exemplo 5.16. Seja X = (0,1), entdo 1 ¢ X/, pois 1 ¢ X',

Proposicao 5.2 (Caracterizacao de Ponto de Acumulagao a Direita). Seja X C R. Entdo
ye X &Ve>0, tem-se que: X N (y,y+¢) #0.

Demonstra¢do. =) Se y € X, entdo existe (z,) € X, com z, >y, Vn €N, elimz, =y.
Dessa forma, dado € > 0, existe N € N, tal que ¥V n > N, tem-se x,, € (y — ¢,y + ¢). Como
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0.

PIEREE

x, >y, ¥Vn €N entdoVn> N, tem-se z,, € (y,y +¢). Ouseja, zy € X N (y,y +¢)

SHEEIN

11
<) Suponha que V ¢ > 0, tem-se que: X N (y,y +¢) # 0. Fagae = 1 330
S

1 1
Assim, existe x,, € X N (y, Y+ —> . Ou seja, y < x,, <y + —. Pelo Teorema do Sanduiche,
n n
limz, =y (ver exemplo 2.6). Isto nos diz que y € X/, ]
Obs 5.8. Analogamente ao que foi feito na Proposicao 5.2, prova-se que y € X' < Ve > 0,
tem-se que: X N (y —e,y) # 0.

Exemplo 5.17. Seja X = {1/n : n € N}. Observe que 0 ¢ X’ . De fato, (—=1,0)N X =0
(come=1>0).

Defini¢ao 5.5 (Limite Lateral). Sejam f : X — R ey € X! (respectivamente, y € X').
Dizemos que o limite a direita (respectivamente, a esquerda) de f(x) quando x tende a y é [,

se dado e > 0, existe § > 0 tal que Vo € XN(y,y+3) (respectivamente, Vo € XN(y—4,y)),

tem-se | f(z)—I| < e. Neste caso, escrevemos lim f(x) = [ ( respectivamente, lim f(z) =1

z—yt T—y

l+8 TN P ”””””
f(Z) ————— °

| 1
)
-8 i S A

( )
0 Yy Z X Y+6

Figura 5.7: Limite a direita
Proposicao 5.3. Sejam f: X - R, ye X, Y =XN(y,00) eg= fly:Y — R (dada por
9(y) = f(y), Vy €Y). Logo, Jim flz) =1« limg(z) =1

Demonstracao. Observe que lim+ flz)=leVe>0,36>0talqueVz e XN(yy+e),
Ty

tem-se [f(z) =] < e & Ve >0306>0talqueVaoeYn(y—ey+e), tem-se
lg(z) — ] <e & limg(z) = 1. O
T—Yy
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Obs 5.9. O resultado lim f(z) =1 < lim g(z) = [ é anélogo, com Y = X N (—o0,y).

T—Yy~ T—Y
Obs 5.10. Com esta Proposicao é facil provar que os resultados estabelecidos neste capitulo

envolvendo limites, com as devidas modificacoes, sao verdadeiros para limites laterais. Por

exemplo, considere que xlir& f(z)e xlir& g(x) existem, entao mhlgl;l+ [f(x)+g(x)] = g}ilyl} flz)+

lim_g(). De fato, lim [f(a) +9(x)] = mn[(/1y) (2)+(ghy)(@)] = lim(/Iy) )+ lim gl ) (@) =

z—yt

lim f(z)+ lim g(z), onde Y = X N (y,00).
Tyt Tyt

Exemplo 5.18. Seja f : R* — R dada por: f(z) = - Assim, lim f(z) = lim -

|.T| z—07t z—07F |ZL’|
lim © = lim 1= 1. Por outro lado, lim f(z) = lim L fim —Y = lim —1= -1,
z—0t T z—0+t x—0~ x—0~ ’]Z" x—0- X x—0~

Vejamos, agora, como relacionar o limite ordinédrio (ver definigdo 5.1) com os limites

laterais de uma funcao real.

Teorema 5.10. Sejam f : X — R ey € X.. Entdo, lim f(z) = | & lim+ flx) =
T—y Ty
lim f(x)=1.

T—Y~

Demonstra¢ao. =) Suponha que glglin f(x) =1. Assim, dadoe > 0,36 >0tal que V€ X
com 0 < |z —y| <0, tem-se |f(x) — Zl/| < €. Consequentemente, ¥V x € X N (y — 9,y), tem-se
quezreXey—od<ax<y<y+d Dal,z€ Xe0<|z—y|<d. Logo, |f(x)—1I| <e. Isto
nos diz que JE;L f(z) = l. Analogamente, prova-se que xlg;l_ flz) =1

<) Suponha que xlgﬁ flz) = mligl* f(z) = . Assim sendo, dado € > 0 existem d, Jy > 0 tais
queVze XN(y,y+d), tem-se [f(z) =l <eceVzeXN(y—oi,y), tem-se |f(x)—1| <e.
Seja § = min{dy,do} > 0. Com isso, Vx € X com 0 < |z —y| < 0, tem-se z € X N (y,y + 0)
ouz € X N(y—4,y). Consequentemente, z € X N (y,y + 1) ou z € X N (y — ds,y) (pois,
d < 61,02). De qualquer maneira, conclui-se que |f(z) — | < e. Ou seja, ;ltlilzl/ flx)y=1 0O

x x x
Exemplo 5.19. Vimos que lim — = 1e lim — = —1. Logo, lim — nao existe, pelo
o—0t || 2—0- || z—0 ||

Teorema 5.10.

Defini¢ao 5.6 (Fungao Monétona). Seja f : X — R. Dizemos que f é nao-decrescente
(respectivamente, nao-crescente) se x,y € X com =z < y = f(z) < f(y) (respectivamente,
flz) > f(y)). Sex <y = f(z) < f(y) (respectivamente, f(z) > f(y)), dizemos que f é
crescente (respectivamente, decrescente). Em qualquer destes casos, f é dita uma funcao

monotona.
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Exemplo 5.20. Toda funcao real constante é nao-crescente e nao-decrescente. A funcao

1
f Ry — R, dada por f(z) = —, é decrescente.
x

Exemplo 5.21. A fun¢ao f: R — R, dada por f(z) = cosx, ndo é uma fun¢ao mondtona,

pois cosm = —1 < 1 = cos(27) e cos(m/2) =0 > —1 = cos.

A generalizacao do Teorema 2.4 esta enunciada no

Teorema 5.11. Seja f : X — R wma fung¢ao mondtona limitada. FEntao lim+ f(z) e
T—Yy

whl?, f(x) existem,Vy e X',z € X',

Demonstracao. Suponha que f é mondtona nao-decrescente limitada e z € X’ . Como f é
limitada, entao Y = {f(z) : x € X ez < z} é um conjunto limitado. Por outro lado, z € X" |
logo, 3x € XN (z—1,z2) (ver Teorema 5.2). Ou seja, f(x) € Y. Consequentemente, Y é
nao-vazio e limitado. Dessa forma, usando a completeza de R, supY existe. Vamos provar
que lim f(x) =supY. De fato, dado € > 0, 3 f(x) € Y tal que supY — e < f(x). Como
f(x)xng, entdo r < z. Dai existe 6 > 0 tal que z = z+9. Assim, supY —e < f(z—0). Dessa
forma, Vo € X N(z—4,2), tem-se que: t € X e 2 — <z < z. Como f é nao-decrescente,
entdosup Y —e < f(z—9) < f(x) <supY < supY+e. Ouseja, f(x) € (supY —e,supY +e¢).
Equivalentemente, |f(z) —sup Y| < €. Isto nos diz que mlir?_ f(x) =supY. O

Obs 5.11. Analogamente, prova-se que 1im+ flx) =inf{f(z) :z € X ex >y}, se fé
T—Yy

nao-decrescente.

Exemplo 5.22. Seja f : [0,2] — R dadapor: f(z) =0,sez € [0,1]e f(x) =1,sex € (1,2].
A funcao f é mondtona nao-decrescente. Note que f é limitada, pois f([0,2]) = {0,1}.
Pelo Teorema 5.11, temos que lim f(x) = sup{f(z) : = € [0,2)} = sup{0,1} = 1 e

r—2~

wlir(lgl+ f(z) =inf{f(x): 2 € (0,2]} =inf{0,1} = 0.

Exercicios de Fixacao

1. Dé um exemplo de uma fungao que tem limite lateral a direita, mas nao possui limite

lateral a esquerda em algum ponto.

2. Seja f(x) = +/|z|, onde = # 0. Mostre que mE%l+ f(z) = lim f(x)=0.

rz—0~

. . x ~ .
3. Calcule o limite lim 7 ou mostre que ele nao existe.
x—1 r —
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4. Calcule o limite lim , onde z > 0, ou mostre que este limite nao existe.

T+ 2
z—0t \/E
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5.5 Limites Infinitos e no Infinito

Definicao 5.7 (Limites Infinitos). Seja f : X — R, onde X C R ¢ ilimitado superior-
mente (respectivamente, inferiormente). Dizemos que f(x) tende a [ quando z tende a oo
(respectivamente, —oco) se dado ¢ > 0, existe A > 0 tal que V x € X com =z > A (re-

spectivamente, z < —A), tem-se que |f(x) —[| < e. Neste caso, ecrevemos lim f(x) =

r—00

T——00

<respectivamente, lim f(z)= l).

[+E& A e
;]
J R .
N S
(
0 y .

Figura 5.8: Limite no infinito x — oo

Obs 5.12. Observe que A depende somente de €, i.e, A = A(e).

1 1
Exemplo 5.23. lim — = 0. De fato, dado ¢ > 0, com A = — > 0, temos que: V x € R*
€

r—00 I

1 . .
comzx > A >0, tem-se que 0 < — < — = ¢. Ou seja, lim — = 0. Analogamente, prova-se
r A z—00 T

1
que lim — =0.
T——00 I

Exemplo 5.24. lim e” = 0 (ver defini¢do 10.2). Com efeito, dado 0 < ¢ < 1, considere

T——00

A= —Ine = Ine™! > 0 (pois ¢!

> 1, ver defini¢ao 10.1), de forma que, V z < —A =
Ine = e < e4 = el"® = ¢. Agora, se € > 1, entdo considere A = 1 > 0, para obter:
r<—-A=-1<0=c¢c"<e”=1<e. De qualquer maneira, dado € > 0, existe A > 0 tal

que V z < —A, tem-se que ¥ < £. Ou seja lim e* = 0.

r——00
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Exemplo 5.25. lim e” nao existe (ver definigao 10.2). Suponha, por absurdo, que lim e* =
I. Dado & > 0 existe B > 0 tal que ¥V z > B, tem-se | —[| < . Portanto, eﬁ_)—oo]l| <
lle®] = ||| < |e® =1 < e. Ou seja, €* < € + |l|. Considere A = max{e + |l|,1}. Seja
C =max{B,In A} > 0 (ver defini¢ao 10.1). Assim, se z > C, entdo ¢ > B e z > In A. Com
isso, e < e+ |l] e e > e = A > e+ |l]. Ou seja, e® < e+ |l] e e® > ¢ + |I|. Contradigao!

Logo, lim e* nao existe.

Defini¢ao 5.8 (Limite no Infinito). Sejam f: X — R e y € X’. Dizemos que f(z) tende a
oo (respectivamente, —oo0) quando z tende a y se V A > 0, existe 6 > 0 tal que V x € X com

0 < |z —y| <4, tem-se f(x) > A (respectivamente, f(z) < —A). Neste caso, escrevemos

lim f(z) = oo | respectivamente, lim f(z) = —oo
T—Y

r—y

fz) +— - -9
)
A - ,,,,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,,,
( | )
0 N ! J
V-6 Y z X V+6

Figura 5.9: Limite infinito f(x) — oo

Obs 5.13. Observe que § depende somente de A, isto é, 6 = §(A).

1
Exemplo 5.26. Com esta nova definicao temos que lir%—2 = 00. Dado A > 0, seja § =
z—0
1 1 1
\/LZ > 0. Assim, V 2 € R* com 0 < |z| < J, tem-se - > i A. Ou seja, glclir(l)—Q = o0.
1
Analogamente, lim —— = —o0.
x—0 xQ

Exemplo 5.27. Sejam f,g: X — Rey € X'. Vamos mostrar que se f(z) < g(z),Vr e X
e lim f(z) = oo, entao lim g(x) = oo. Com efeito, dado A > 0 existe 6 > 0 tal que V 2z € X
T—Y T—Y

com x € (y —d,y +0), tem-se g(x) > f(x) > A. Logo, g(x) > A. Ou seja, lim g(z) = co.
z—y

Analogamente, se f(z) < g(x),Vx € X e lim g(z) = —o0, entdo lim f(z) = —o0.
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Definicao 5.9. Seja f : X — R. Dizemos que f(z) tende a oo (respectivamente, —oo)
quando x tende a oo se dado A > 0, existe B > 0 tal que V z € X com =z > B, tem-se
f(z) > A (respectivamente, f(z) < —A).

f (Z) e L)
1) | .
B LR R
(
0 B z x

Figura 5.10: Limite infinito no infinito

Obs 5.14. Observe que B depende somente de A, isto é, B = B(A).
Exemplo 5.28. lim e = oo (ver defini¢ao 10.2). Com efeito, VA > 1,3 B =1InA > 0

(ver definicao 10.1) tal que V 2 € X com z > B = In A, tem-se e > e"4 = A. Agora,
se 0 < A< 1 entao existe B=1>0,talque Vo e X comzxz > B =1 > 0, tem-se

e > e’ =1> A. Assim sendo, lim " = oo.

Obs 5.15. Podemos definir outros limites unindo as definigoes estabelecidas acima. Por
exemplo: wl_i)rzloof(x) = Oo’xligl+ flz) = oo,xligli f(z) = —o0,... Vejamos como definir este
tltimo limite, ou seja, lim f(7) = —0co < dado A > 0,35 >0talque Vo € XN (y—4,y),
tem-se f(z) < —A. o

Obs 5.16. Os resultados encontrados nos Teoremas 2.12 e 5.5, com as devidas modificacoes,
continuam sendo validos para limites de fungoes reais infinitos e no infinito. Por exemplo,
se lim f(x) = o0 e g(x) > m > 0,V 2 € X, entdo lim f(z)g(r) = oco. E também, se

(y,00) € X, com y € R, entao lim f(z) =1 <V (z,) € X N(y,00) tal que limz, = oo,

tem-se lim f(z,) = [.
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1 1
Exemplo 5.29. lim — = —oo. Com efeito, dado A > 0, existe § = 1 > 0 tal que
z—0" T

1 1 1 1
Vee | ——=-0,0], tem-se —— < x < 0. Logo, — > —x > 0. Por conseguinte, A < ——.
A A A x

Equivalentemente, — < —A. Ou seja, lim — = —o0.
X z—0~- T
Obs 5.17. Quando se calcula um determinado limite é possivel encontrar resultados do tipo

00 — 00, 00", 1%, 0°, %, 2. Estes sao denominados indeterminagoes. Vejamos por que eles

ocorrem. Consideraremos a indeterminagao 0°. Sejam y > 0 e f,g : (0,00) — R, dadas

1
por f(x) 1: zreglx) = % Portanto, :lcli%f(x) = ilg(l)x =0e ill%g(:c) = }Elil(l)% =
lnylirr(l)l— — 0 (ver exemplo 5.3). Assim, f(z)9®) = piE = TR ln(x%) = lny &
z—0 In
1
ln—ylnx = Iny. Dessa forma, liII(l) f(z)9@ = lirr(l)y = y (ver exemplo 5.1). Neste caso, a
nx z— .

indeterminagao 0° pode estar tao préximo (no limite) de qualquer nimero positivo desejado
In (24 | cos (£) )
Inz '

=0, pois In (2+[cos (1) ]) <In(2+

quanto quisermos. Por outro lado, seja h : (0,00) — R, dada por h(x) =

In (2 4 | cos (%
Consequentemente, lim h(x) = lim ( | (m) |)
o0 z—0 Inx

1
1) = In3 (¢ limitada) e lim — = 0 (ver exemplo 5.3 e Teorema 5.8). Por outro lado, pelo

z—0 Inx
()
cos | — ,
X

limite o qual nao existe (ver exemplo 5.7). Ou seja, a indeterminagao 0° pode nao estar

ln(2+\cos(%>\)
que foi feito acima, temos que lin% f(z)h@) = hl%l’ EE = lim In (2 +

z—0

proximo (no limite) de nenhum nimero real. Por isso, o nome dado para este problema é

indeterminacao.

Exercicios de Fixacao

NG

-5
1. Calcule os limites lim T e lim ———, ou mostre que estes limites nao existem.
2. Seja f(x) = 1/+/|x|, para x # 0. Mostre que lim f(z) = lim f(z) = oo.
z—0 z—0~

3. Suponha que lim f(x) e lim g(z) existem e que f(z) < g(z), ¥V z € (y,00). Mostre que
lim f(z) < lim g(z).

4. Mostre que se f : (y,00) — R é tal que lim zf(z) =1, entdo lim f(x) = 0.

r—00

5. Suponha que lim f(xz) =1 > 0 e que lim g(x) = oco. Mostre que lim f(z)g(z) = co. Se
T—Y T—Y

r—y
[ = 0, mostre com um exemplo que esta afirmagao ¢ falsa.
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5.6 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar que, neste material, o mais relevante
nao é saber encontrar o limite, como ¢ feito no célculo ordindrio, e sim avaliar se é possivel
calculd-lo. Assim sendo, a parte computacional nao é a parte mais interessante deste texto.
Além disso, como veremos no decorrer do material, as defini¢coes de continuidade, em alguns
casos, e derivada, sao estabelecidas por limite. Com isso, limite de funcoes é uma ferramenta
importante neste livro e em muitas aplicacoes em diversas areas das ciéncias exatas. Para

alguns exemplos de limite de fungoes em Fisica ver [1].

5.7 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno, os conceitos de limite de funcoes reais sobre subconjun-
tos constituidos de nimeros reais. Neste contexto, estudamos limites ordinarios, laterais,
infinitos e no infinito de funcoes reais. Identificamos alguns exemplos destes limites para
ilustracao de como devemos resolver exercicios deste contetido. Porém, em muitos casos, o
calculo de um limite é de trabalho dificil. Por isso, mostramos também alguns resultados

que estabelecem somente a existéncia de tais limites.

5.8 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Sejam f : X — Rey € X'. Prove que lim f(z) existe & V (z,) € X \ {y} com
limz,, =y, tem-se que lim f(z,) existe. o

2. Sejam f,g: R — R definidas por f(z) =0se x € (R\ Q) e f(z) =z,se 2 € Q; g(x) =0
se z # 0 e g(0) = 1. Mostre que :16135 f(x)=0e 31613(1) g(x) =0, porém }:12% g(f(z)) nao existe.
3. Prove que y € X!, (respectivamente, y € X' ) < 3 () C (X \ {y}) decrescente (respec-

tivamente, crescente) tal que lim x, = y.

T—Y~

4. Prove que lim+ f(x) = 1 (respectivamente, lim f(x) = 1) < V (z,) € X decrescente
T—Y
=1

(respectivamente, crescente) com lim x,, = y, tem-se que lim f(x,,)
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1
5. Seja f : X — R definida por f(z) = T onde a > 1. Prove que liI(I)l+ f(z)=0e
+ax o
lim f(z)=1.

z—0~

6. Sejam f : X — R monétona e y € X' . Considere que existe uma sequéncia (z,) C X,

com xz, >y, limz, =y e lim f(z,) = [, prove que lim+ flx) =1
T—Y

7. Seja p : R — R um polindmio nao-constante, ou seja, p(z) = yo + 1T + ... + y,z™, com

Yo # 0 en € N. Se n é impar, prove que lim p(x) = oo e lim p(xr) = —o0, se y, > 0, e
lim p(z) =00 e lim p(x) = —o0, se y, < 0.

8. Seja f : R — R definida por f(z) = z+yzsenxz. Mostre que |y| < 1= lim f(z)= —o0.

9. Dado y > 1, defina g : R — R, pondo g(z) = y*. Prove que lim g(z) = o0 e lim g(x)=

Tr—00 Tr——00
0.

10. (Critério de Cauchy) Sejam f: X — R e a € X'. Prove que lim f(x) existe & V & >
0,3 >0talqueVz,y € X com0 < |z—al < 3,0 < |[y—a| < 4§, prove que | f(z)— f(y)| < e.

Sugestao: Use sequéncia de Cauchy e O Teorema 5.5 para a reciproca.

11. (Permanéncia de Sinal) Se lim f(x) > 0 (respectivamente, < 0) prove que existe 6 > 0
r—y

tal que Vo € X com 0 < |z — y| < J, tem-se f(z) > 0 (respectivamente, < 0).

5.9 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:
Ex1. Sejam f: X — Reye X'. Porve que se lim f(z) = entao l € f(X \ {y}).
T—y

Demonstragao. Considere que lim f(z) =, onde y € X'. Assim, 3 (z,) C (X \ {y}) tal que
T—Y

limz, = y (ver definigdo 4.8), e consequentemente, usando o Teorema 5.5, concluimos que

lim f(x,) = [. Observe que (f(z,)) C f(X \ {y}). Portanto, pela definigdo 4.3, temos que

Le fF(X\{y}). O
1

Ex2. Seja f: X — R definida por f(x) = o Prove que lim+ f(z) = 0 (ver defini¢ao
+ ez x—0

10.2).

- . 1 1 1 1
Demonstra¢ao. Seja 0 < ¢ < 1/2. Observe que ! - < e l4+er > - & e >
+e= €

1 1 1 1
-—1® —->In(-—-1) & 2 < —5——= (lembre que e = 2,7 > 1). Portanto, seja
3 x € 1n( 1)

£
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1 1
:m>0(%—1>1). Comisso,Vxe(O,5),tem—seO<x<(5:m,

) 1
— —O’ = - < e. Agora, se ¢ > 1/2, entao seja § = 1 > 0.
14 ez 1+4+e=

Note que, e <1/2&1 fer >2&er >1, Ve (0,1) (o que é fato). Portanto,

Cx
1
- < 1/2 <e. Assim, lim -
1+ew v=0" 1 +ex

J

consequentemente,

= 0. U

Ex3. Seja p : R — R um polinémio nao-constante, ou seja, p(x) = yo + y12 + ... + ypz",

com y, # 0 e n € N. Prove que, se n é par entdao lim p(z) = lim p(z) = oo, se y, > 0 e

lim p(z) = lim p(x) = —o0, se y, < 0.
Demonstragao. Primeiramente, note que p(z) = yo+ 112+ ... + ypa™ = 2" <& + yll +...+
n :L»n—
Yn1 —l—yn). Portanto, se n é par, entdo lim p(z) = lim 2" (@ + J + .t Yn1 + yn>
r—400 r—400 xn xn—1
Como lim 2" = oo e lim ( yll 4o Yt +yn> = Y. Assim, lim p(z) = oo, se
r—+o00 r—doo \ "~ €T r— 300
yn >0 e lirf p(r) = —o0, se y, < 0. O

Ex4. Seja f: R — R definida por f(z) = x +yasenz. Mostre que |y| < 1= lim f(z) = oo.

Demonstra¢ao. Veja que 1 — |y| > 0. Com isso, pelo Teorema 1.3, |1 + ysenz| > |1]| —
lysenz| = 1 — |y||senz| > 1 — |y| > 0, pois |senz| < 1,V x € R. Como lim (z + yrsenz) =

lim z(1+4ysenx) e lim o = oo, entdo, usando a observacao 5.16, lim (z+yzsenz) = oco. [

T—00 r—00

Ex5. Sejam f: X - R g:Y — Rcom f(X) CVY. Sejama € X' eb e Y'NY.
Se lim f(x) = be lirrlljg(y) = ¢g(b), prove que lim g(f(z)) = g(b). Ou seja, lim g(f(x)) =
r—a y— r—a r—a

g <lim f(x)) :

Demonstragao. Dado ¢ > 0, existe A > 0 tal que Vy € Y com 0 < |y — b| < A, tem-se
l9(y) = 9(b)| < &, pois lim g(y) = g(b). Note que se y = b, entdo |g(y) — g(b)| = |9(b) —g(b)| =
0 < e. Assim sendo, Vy € Y com |y — b| < A, tem-se |g(y) — g(b)| < e. Como lim f(z) = b,
entdo existe 6 > 0 tal que Vz € X com 0 < |z —a| < 6, tem-se |f(z) —b] < A. Assim

sendo, V z € X com 0 < |z — a|] < 4, tem-se que |g(f(x)) — g(b)] < e (f(x) € Y). Ou seja,
lim g(f () = g(b). 0
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de identificar a existéncia de um limite?

Proxima Aula

Caro aluno, na proxima aula, estudaremos continuidade de fungoes reais. Alertamos vocé a
rever os conceitos estudados nas aulas 2 e 4, ja que estes sao essenciais para o entendimento

desta proxima aula.
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