Capitulo 7

Derivadas de Funcoes Reais

Aula 7: Funcoes Derivaveis em R

Meta

Apresentar ao aluno fungdes que sao denominadas derivaveis em R, e os resultados que
podemos obter, tais como a Regra da Cadeia e o Teorema do Valor Médio. Além disso,
mostramos como classificar um ponto critico nao-degenerado em ponto de méaximo ou de

minimo local.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de identificar as fungoes derivaveis e saber

aplicar corretamente a Regra da Cadeia e o Teorema do Valor Médio.

Pré-requisitos

Aula 6, Fundamentos da Matematica e Célculo II.
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7.1 Introducao

Oi, comecamos esta aula definindo e exemplificando funcgoes derivaveis em R. Logo em
seguida, mostramos que a soma, a subtragdo, a multiplicacao, a divisdo (quando esta fizer
sentido) e a composigdo de fungoes derivdveis é uma funcao derivavel. Para derivar tal
composicao, apresentaremos uma férmula que nos auxilia neste calculo, denominada Regra
da Cadeia, a qual é uma ferramenta de grande utilidade na resolucao de exercicios e resultados
seguintes do material. Mostramos também alguns Teoremas que envolvem derivabilidade,
como, por exemplo, os Teoremas de Darboux, de Rolle, do Valor Médio. Estes tém aplicagoes
na prova do Teorema do Ponto Fixo de Brower e na determinagao de raizes de polinomios.
Por fim, relacionamos o sinal da derivada de uma funcao com o crescimento ou decrescimento

desta mesma funcao.

7.2 Derivadas e Exemplos

Definigao 7.1 (Derivada no Ponto). Sejam X CR, y € XNX'e f: X — R. Dizemos que
f é derivavel em y € X N X' se

i F) =W e Fy R = F)
Ty X =Y h—0 h
existe.

1 -

1) =

) =

;
0 y z X

Figura 7.1: Quando fazemos z tender a y o ponto (z, f(z)) tende ao ponto (y, f(y)) ao
longo do gréfico de f e as secantes desta figura tendem a tangente no ponto (z, f(x)) cuja
inclinagao é a derivada de f em y
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Neste caso, chamamos estes limites de derivada de f no ponto y € X N X' e o denotamos

por:
oy — e JE =) fy+h) = f(y)
f'ly) = lim e lim . -
Ob ~ ! f df
s 7.1. Outras notagoes para f'(y) sao D f(y), dx<y) .

Exemplo 7.1 (Derivada da Constante). Seja f : X — R dada por f(z) = ¢ = constante.
Sejay € X N X'. Assim,
fle) = fly) _ . c=¢

lim = lim —— = lim
T—y T —y oy X —Y oYy T — Y

=0.

Ou seja, f é derivavel em y € XN X' e f'(y) = 0. Isto nos diz que a derivada de uma funcao

constante é zero.

Exemplo 7.2. Seja f : R — R dada por f(z) = ax + b. Assim,

fly+h)—fly) . aly+h)+b—(ay+b) . ay+ah+b—ay—b  ah
lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

}ILII%(I = a. Ou seja, [ é derivavel em y e sua derivada é dada por f'(y) = a.

Exemplo 7.3. Defina f : R — R por f(z) = 2", com n € Nen > 2. Veja que,

i LW =) o )y
h—0 h h—0 h
n ’Vl ZhZ n
—  lim =2
h—0

3

n zhz+yn 1h+y _y

= lim
h—0

S

n zhz+yn 1h
1=2

= lim
h—0

3

n Zhl+ny h

(
(1)
1)
(1)

\_/vvv

1=2

= lim
h—0

n .
— hm < < ' > ynfzhzfl 4 nyn1>
h—0 o 2
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= limny" ! =ny" !
g ny vy

pois a soma acima sempre tem uma poténcia de h com expoente > 1. Dessa forma, f é

derivéavel em y e sua derivada é dada por f'(y) = ny™!.

Exemplo 7.4 (Derivada do Seno e do Cosseno). Seja f : R — R é uma fungao dada por:

f(z) = senx. Provaremos que f’(y) = cosy, onde y € R. De fato,

sen(y + h) — seny 2sen(1h) cos[3(2y + h)]

o h T o h
. sen(3h) 1
= }llli% I cos 5(2y + h)
. sen(%h) _ 1
= }llli% I ]1112% cos 5(2y +h)
= lcosy
= cosy.

No tltimo limite usamos o fato que cos é uma fungao continua (ver exemplo 5.6). Ou seja,

a funcao seno é derivavel em y € R e sen’y = cosy. Analogamente,

cos(y + h) — cosy —2sen(3h)sen[5(2y + h)]

o h = h
. —sen(zh) 1
= }lllir(l) %—hQsen {5(23/ + h)}
. —sen(zh) . 1
= }lllir(l) %—2 }Lli% sen {5(2y + h)]
= —lseny
= —seny,

pois sen é uma fungao continua (ver exemplo 5.5). Isto é, a func@o cosseno é derivavel em

y € R e cos’y = —seny.

— 10
Exemplo 7.5. Seja f : R — R definida por: f(z) = |z|. Veja que lim+w =
z—0 r —
lim |$—| = lim L 1. Por outro lado, lim M = lim |$—| = lim —r —1. Dessa
z—0t X z—0tT T z—0- = —0 z—0t X z—0t T
— f(0 — 10
forma, pelo Teorema 5.10, lir%Lg() = ling)M nao existe. Ou seja, f nao é
T— xr — r— €T —

derivavel em 0.
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2 0 2

Figura 7.2: A fungao médulo nao é derivavel em 0

Definicao 7.2. Dizemos que uma funcao f : X — R é derivavel se f é derivavel em cada
ponto y € X NX’. Neste caso, a fungao g : XNX’' — R dada por ¢g(y) = f'(y) é denominada

funcao derivada de f.

Exemplo 7.6. A funcao constante é derivavel e sua fun¢ao derivada é dada através da

funcao nula.

Exemplo 7.7. A fungao f: R — R dada por f(x) = 2™ é derivével e sua fungao derivada

¢ dada por f'(y) = ny" L.

Exemplo 7.8. As funcgoes seno e cosseno sao derivaveis em R e as respectivas fungoes

derivadas sao dadas por: sen’(y) = cosy e cos'(y) = —sen y.

Teorema 7.1. Toda funcdao derivdvel em um ponto € continua neste ponto.

Demonstragao. Seja f: X — R derivavel em y € X N X’'. Vamos provar que f é continua

em y. De fato,

fim () — £(0)] = lim | 72O g FOZT0) iy = 1y 0= 0
T—Y T—Y xX Yy T—Y x Yy T—y

Portanto, lim f(x) = f(y). Isto nos diz que f é continua em y. O

r—Yy

Obs 7.2. Se uma funcao f : X — R é derivavel, entao f é continua em X N X'

Exemplo 7.9. Seja f : R — R dada por: f(z) = |z|. Vimos que f é continua em 0, mas

nao ¢é derivavel em 0. Portanto, a reciproca do Teorema 7.1 nao é verdadeira.
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Definigao 7.3 (Derivada a Direita e a Esquerda). Sejam X C R, f: X — Rey €
fz) = fy) fly+h) - fy)

X N X' (respectivamente, y € X N X"). O limite lim = lim
z—yt T —y h—0+ h
_ h) —
respectivamente, lim M = hlim Iy + f)L ) , quando existe, é chamado de-
=Y~ r—1Y —0~

rivada & direita (respectivamente, & esquerda) de f no ponto y. Neste caso, escrevemos

Fiy) = 1 L&) ZJW) (Tespectivamente, . (y) = lim M)

—yt r—y oY~ r—1Yy

Exemplo 7.10. Dada a fun¢ao f : R — R definida por f(x) = |z|, vimos no exemplo 7.9

|z = 0] |z 0]
que f(0) = lim == =Teque f2(0) = lim = —% = -
. 1 ;=0
Exemplo 7.11. Vimos no exemplo 5.29 que lim — = —oo. Portanto, lim £ 0=
rz—0- T z—0= T —

1
lim — = oo. Assim, a derivada lateral a esquerda da fungdo f(z) = 1/z, se z # 0 e
z—0- T

f£(0) =0, no ponto 0, ndo existe no sentido da defini¢ao 7.3.

Proposicao 7.1 (Regra de L’Hopital). Sejam f,g : X — R fungées deriviveis em y €
X NX'. Considere que lim f(x) = f(y) =0 = g(y) = lim g(z) e que ¢'(y) # 0. Entao:

flx) _ f'(y)

i%m T g

Demonstracao. Com efeito,

f@) @) r—y @)= fly) r—y

lim = = lim = lim = .
ey g(x) ey —yglz) ey x—y  glx)—gly) v -y D@ g(y)

Exemplo 7.12. Seja f(x) = e (ver defini¢do 10.2). Suponha que f'(0) =1 ¢ hH(l) e’ =1
(ver Teorema 10.2). Entao, utilizando a Proposi¢ao 7.1, temos que:
e =1 f1(0)

lim = =1.
z—0 X 1
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Exercicios de Fixacao

1. Utilize a defini¢ao 7.1 para encontrar a derivada das seguintes funcgoes:

i) v

i) 1/, z # 0.

2. Mostre que </ nao é derivavel em 0.

3. Seja f(x) =2, sex € Qe f(xr) =0, se z € Q. Mostre que f é derivavel em 0 e encontre
f(0).

-1
4. Utilize a Proposicao 7.1 para calcular o limite lin% (ver definigao 10.1).
z—1 Inx
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7.3 Propriedades Elementares com Derivadas

Teorema 7.2 (Operagoes com Derivadas). Sejam X C R, f,g : X — R derivdaveis em

y € X NX'. Entao sio verdadeiras as sequintes afirmagoes:

i) f+9:X — R €éderivivel e (f +9)'(y) = f'(y) + ¢'(y), ou em palavras, a derivada da

soma € a soma das derivadas;

ii) f-g: X — R € derwdvel e (f-9)(y) = f'(v)9(y)+ f(y)d'(y), ou em palavras, a derivada

do produto é o produto das derivadas;

iii) f/g : X — R € derivdvel e (f/g)'(y) = f’(y)g(gf;(;)ﬁ(y)g'(y)} se g(y) # 0, ou em

palavras, a deriwada do quociente € o quociente das derivadas, se o denominador no

ponto € nao-nulo.

Demonstragao. i) Observe que:

= lim
I*)y

lim

T—Y

[(f +9)(@) — (f +g)(y)]

L=y

{f(x) + g(xa)j - ;(y) - g(y)] _

— lim = f'(y) +d'(y).

r—Yy

{f(fv) —f(y)}

r—Y

9(x) —g(y)
r—y
Ou seja, f + g ¢ derivavel em y e (f +9)'(y) = f'(y) + 9'(y)-
ii) Como g é derivavel em y € X N X', entao g é continua em y € X N X’ pelo Teorema 7.1.

Ou seja, lim g(z) = g(y). Com isso, pelo exemplo 7.1, temos que:
T—Y

i [(fg)(fv) - (fg)(y)] — lim {f(l‘)g(w) —fwg(x) + fly)g(x) — f(y)g(y)]
T —1y T —y

i d @) = fW)lg(@) + lg(@) —gWIfF W)\ _ [ F@) = fG) ] [963) — 9(y) _
iIE%{ r—y }_ilgzll{ r—y gl )]%—ﬂlﬁﬂy{ T =y f(y)}
lim w lim g(z) + f(y) lim W ='Wy + f(y)g (y)-

Portanto, fg é derivavel em y e (f9)'(v) = f'(y)9(y) + f(v)d (y).
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1 1
iii) Como ¢ é continua em y e g(y) # 0, entdao, pelo Teorema 6.6, lim — = —.
=y g(z) gy

imei ) = —9W) om efeito
Mostraremos, primeiramente, que (1/g) (y) = TOE C feito,
i | (/9)(2) — (1/9)(3/)} ~ lim { 9(y) — g(x) } ~ lim [g(y) —g(x) 1 _
%(y) ( )w v ==y lg(w)g(y)(/x ) y) =y | T—y /(g)(x)g(y)
. gly) —g{T) .. _ _ 9\ sto é / :_gy'
lim lim 7= g (y) TOE B Isto é, (1/9) () [

i—y  x—y a—yg(x)g(y

Com isso, por ii), f/g é deriviavel em y e

(f19) () =1f- /W) = F'w) 1/ 9)w)+ Fw)(1/9) () = F' (W) /9(w) — Fw)g' (v)/l9()]* =

F'Wely) — fW)d' () =
l9(y))? '

Obs 7.3. Observe que, por indugao, se fi, fa, ..., fn s@0 derivaveis em y, entao fi+ fo+...+ fn

e fi- for...- fns@o derivaveisem y e (f1 + fo+ ... + fu) (v) = fily) + foly) + ... + fL(y) e
(frefor )W) = [Y) - f2y) - - o)

Obs 7.4. Note que se f é uma funcao derivavel em y, entao, pelo Teorema 7.2, ¢f também é
(ver exemplo 7.1). Além disso, (cf) (y) = 0f(y)+cf'(y) = cf'(y). Ouseja, (cf) (y) = cf'(y).

Obs 7.5. Sejam f, g funcoes derivaveis em y, entao f — g também é. Basta notar que

f—g=[+(=g). Além disso, (f—g)'(y) = [f +(=9)/'(y) = f'(y) +(=9)'(v) = f'(y) — g (y).

Exemplo 7.13 (Derivada do Polinémio). Seja p : R — R o polinomio p(x) = ag + a;x +
asx? + ... + ap,x™. Assim, pelo Teorema 7.2, concluimos que p/(y) = a1 + 2asy + ... + na,y" "

(ver exemplos 7.1 e 7.3).

Exemplo 7.14. Sejam p,q : R — R os polinomios p(x) = =z + 1 e g(z) = 2z — 1.

Assim p/q é derivavel em (R \ {1/2}). Além diso, (p/q)'(y) = P'w)a) —ry)d'y) =

1(2 1 )2 2 1—-2 2 3 )
Q-1 —-(y+1)2 2y—-1-2—-2  — Ny£12
(2y — 1) (2y — 1) (2y — 1)
Exemplo 7.15 (Derivada da Tangente). Seja tan : X — R dada por tanx = SR VrelX,
Cos T

onde X = (R\ {(2z2+ 1)7/2: z € Z}). Assim, pelo Teorema 7.2,

tan () = sen’(z) cos(x) — sen(x) cos'(x) _ cos(z) cos(x) + sen(z)sen(x) _ cos?(x) + sen?(x) _
[cos ()] [cos()]? [cos()]?
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[cos(x)]? = sec’(@),

onde secz = ¢ uma funcao definida em X = (R\ {(2z 4+ 1)7/2 : z € Z}) denom-
cos

inada funcao secante.

Teorema 7.3 (Regra da Cadeia). A composta de fungoes derivdveis é derivdvel.

Demonstragao. Sejam f: X - Reg:Y — R, com f(X) CY, derivdveis em y € X N X’
e f(y) € Y NY' respectivamente Vamos provar que go f : X — R é derivavel em y e
(go f)(y) = ¢ (f(y))f (y). Vamos utilizar o Teorema 5.5. Seja (x,) C (X \ {y}) tal que

9(f (@) = 9(/ () =4 (f(y))f (y). Como f éderivdvel em
Ty —
y, entao, pelo Teorema 7.1, f é continua em y. Portanto, usando o Teorema 6.3, concluimos

lim x,, = y. Serd provado que lim

que lim f(x,) = f(y). considere os seguintes conjuntos: Ny = {n € N : f(z,) # f(y)} e
Ny ={neN: f(z,) = f(y)} =CN;y. Como N =N; UNy, entdo N; ou Ny é infinito, pois N
¢ infinito. Se N; ¢ infinito, entao para n € Ny (f(x,) — f(y) # 0), concluimos que:

go f(v,) —go fly) go f(w,) —go fy) flzn) — fly)

BT m Ty e @) S ey e (@) )
D=0 — s )

pois lim f(x,) = f(y), g é derivavel em f(y), f é deriviavel em y (ver também os Teo-

remas 5.5 e 2.2). Agora, se Ny é infinito (f(z,) = f(y)), entdo para n € Nj, chegamos

pon e Jlaa) = fly) 0o
f(y)—glerl% Ty — Y _ng\rllzxn—y_o’
Logo,
o g(f(zn) —9(f ) _ . 9(f(y) —g(f(y) _ . o . ,
7116%12 p— —7}1611\% P— —7116%12 o —y =0=g(f()f'(y)
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g(f(x,izig(f(y)) = ¢ (f()f'(y). Ou seja, go f &

derivavel em y e (go ) (y) = ¢ (f(y))f'(v). =

Com isso, de qualquer maneira, lim
neN

Obs 7.6. No Teorema 7.3 a regra da cadeia estd estabelecida na férmula (g o f)'(y) =
d(f(y))f (y) encontrada na demonstragao.

Exemplo 7.16. Sejam f,g : R — R definidas por f(z) = 2% e g(z) = senz. Portanto,

go f:R — R édada por go f(z) = sen(z?). Assim, pela regra da cadeia, (g o f)'(v/7) =

g (f(Vm)f'(V7) = cos(m) - 2y/m = =24/

Exemplo 7.17 (Derivada do Seno e do Cosseno Hiperbdlicos). Considere que (e*) = e®

(ver Teorema 10.2). As fungoes senh, cosh : R — R dadas por senhz = # e coshz =

e’ +e’”
2

Teorema 7.3) e suas derivadas sao dadas por: senh’(z) =

sao denominadas seno e cosseno hiperbdlicos. Estas fungbes sdo derivéaveis (ver
e’ e
2

= coshz e cosh’(z) =

= senhz.
2

Corolario 7.4 (Derivada da Funcao Inversa). Seja f : X — Y uma bijecio, onde X, Y C R.

Se f € derwdvel emy € X N X' e f~' é continua em f(y), entao f~' € derivivel em

fy) & f'(y) #0. Neste caso, (1) (f(y)) = f’zy)'

Demonstra¢ao. Como y € X N X', entdo existe (z,) C (X \ {y}) tal que limz, = y. Como

f é continua em y (ver Teorema 7.1), entao lim f(z,) = f(y). Como f é bijetiva, entao

(f(zn)) € Y\ {f(y)}). Portanto, f(y) € Y NY".
=) Como f~Y(f(z)) = z, V x € X, entao pelo Teorema 7.3, (f~1)'(f(y))f'(y) = [f'o

f1'(y) = 1. Portanto, f'(y) # 0 (caso contréario, 0 = 1) e (f 1) (f(y)) = )
Yy
<) Suponha que f'(y) # 0. Vamos provar que f~! é derivdvel em f(y), isto é,

lim F7H0) = fH(f(y)
b—f(y) b— fly)

existe. Utilizaremos o Teorema 5.5. Seja (y,) € (Y \ {f(y)}) tal que limy, = f(y). Como
f ¢é bijetiva entao 3 (z,) C (X \ {y}) tal que f(z,) = y,. Ou seja, x, = f~(y,). Por outro
Como f

lado, f~1 é continua em f(y). Assim sendo, limx,, = lim f~(y,) = f~'(f(y))
f(an) — fy)

¢ derivavel em y, entao, pelo Teorema 5.5, concluimos que lim —————=~ = f'(y). Como
Tn —Y
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f'(y) # 0, logo, usando o Teorema 2.11, limﬁ = lim f(x;;:;(y) = f’%y)' Mas,
T ) = ) TN ) - W) m—y 1
1 =1 =1 =
ST W T @) - ) ) - ) T W
Pelo Teorema 5.5, concluimos que bEJIfrily) f_l(b[)) : i(_;)(f(y)) = ) Isto nos diz que f~1 ¢

derivével em f(y) e (f7)'(f(y)) = O

f'ty)
Exemplo 7.18 (Derivada da Raiz Quadrada). Vimos que f : [0,00) — [0,00) dada por
f(x) = x* é derivavel (ver exemplo 5.8). Sabemos que f~! : R — R definida por f~!(z) = /=
é a inversa de f, a qual é continua (ver exemplo 6.34). Observe que f'(y) =2y # 0 <y # 0.
Assim, pelo Coroldrio 7.4, (f 1) (f(y)) = %, YV y € (0,00). Ou seja, (f 1) (y*) = i,

2y
vy € (0,00). Com isso, (f 1) (x) = %, vV x e (0,00).

Exercicios de Fixacao

o
T 1422
2. Suponha que f : R — R é derivdvel em y e que f(y) = 0. Mostre que g(z) = |f(z)| é

1. Derive as seguintes funcdes f(z) = tan(z?) e g(x)

derivavel em y < f/(y) = 0.
3. Seja f(x) = x%sen(1/x?), se x # 0 e f(0) = 0. Mostre que f é derivdvel.

4. Considere que a fungao f(z) = 2+ 2z + 1 tem inversa f~'. Encontre (f~1)'(0), (f~!)'(1)
e (f7)'(=1).
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7.4 Estudo do Crescimento Local de uma Funcao Real

Teorema 7.5. Sejam X CR, y € XNX e f: X — R uma fungio. Suponha que f' (y)
existe e f' (y) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que ¥V x € X N (y — §,y), tem-se f(x) < f(y).

Demonstragao. Como f'(y) = lim M

=Y~ r—1Y

> 0, entao, utilizando o Corolario 5.2,

concluimos que 36 > 0 tal que Vo € XN (y—4,y), tem-se %g(w
Vee XN(y—4,y) (x <y). Dessa forma, f(x) — f(y) <0,Vx e XN(y—4y). Ou seja,
fl@) < fly),VeeXn(y—25y). O

> 0. Mas, z—y < 0,

Obs 7.7. Analogamente, podemos encontrar os seguintes resultados semelhantes:

a) f (y)= lim W <0=3d>0talqueVz e XN(y—0d,y), tem-se f(x) > f(y);
Ty~ —
b) fi(y) = lim W >0=3§>0talqueVa e XN(y,y+9), tem-se f(x) > f(y);
Tyt _
f(z) = f(y)

<0=3é6>0talqueVz e XN(y,y+9), tem-se f(x) < f(y).

Corolério 7.6. Sejam f : X — R nao-crescente ey € X N X\, z € X NX_. Se f.(y) e
[ (2) existem entdo f' (y), f' () <0.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que f’(z) > 0. Assim sendo, pelo Teorema 7.5,
concluimos que 3 0 > 0 tal que V x € X N (2 — 4, z), tem-se f(x) < f(z). Por outro lado,
como f é nao-crescente, entao f(x) > f(z), pois * < z. Mas z € X N X', assim existe
r € XN(z—146z2). Dai, f(x) < f(z) < f(z). Isto é um absurdo. Portanto, f’(z) < 0.
Analogamente, prova-se que f’ (y) < 0. [

Obs 7.8. Um resultado andlogo ao Coroléario 7.6 é o seguinte: f : X — R nao-decrescente
eye XNX\,, ze XNX_. Se fi(y) e f.(2) existem entao f(y), [ (z) > 0.

Exemplo 7.19. Seja f : R — R definida por f(x) = —2z° entdo f é derivdvel (ver
exemplo 7.13) e f'(y) = —10y. Assim, f/(0) = 0. Veja que f é decrescente. Mesmo assim,
nao podemos afirmar no Corolario 7.6 que f’(0) = f,(0) = f'(0) < 0 (ver Teorema 5.10).
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Corolario 7.7. Sejam X C R,y € XNX. NX" e f: X — R. Se f € derivdvel em y
e f'(y) # 0, entdo 35 > 0 tal que ¥V z,2 € X comy—9§ <z <y < z<y+9, tem-se

fla) < fly) < f(2).

Demonstragao. Suponha que f’(y) > 0. Sabemos, pelo Teorema 5.10, que f'(y) = f' (y) =
f4(y) > 0. Pelo Teorema 7.5, temos que 3 §; > 0 tal que Vo € X N(y—41,y), tem-se f(z) <
f(y). Por outro lado, 3§, > 0 tal que V z € X N (y,y + d2), tem-se f(y) < f(z). Portanto,
para 6 = min{dy,d2} < d1,d2, concluimos que: Vx,z € X comy—d0 <z <y<z<y+9,
tem-sey—9 <y—d<xr<y<z<y+0<y+d. Econsequentemente, z € X N(y—d1,y)
ez € XN(yy+ o). Comisso, f(z) < f(y) < f(2). O

Obs 7.9. O caso f'(y) = f'(y) = f\.(y) < 0 é andlogo (ver observagio do Teorema 7.5).

Definic¢ao 7.4 (Méximo e Minimo Global). Sejam X C R,y € X e f : X — R. Dizemos que
f possui méximo (respectivamente, minimo) global, ou simplesmente maximo (respectiva-
mente, minimo), em y € X, seVa € X, tem-se f(z) < f(y) (respectivamente, f(x) > f(y)).

Neste caso, y é dito ponto de méximo (respectivamente, ponto de minimo) de f.

Obs 7.10. O Teorema 6.11 nos diz que toda funcao continua definida em um compacto

possui ponto de maximo e minimo.

Exemplo 7.20. Sabemos que cosm = —1 < cosx < 1 = cos0, sen(37/2) = —1 < senx <
1 =sen(n/2) ¥V x € X. Assim, a fungdo cosseno possue maximo e minimo globais em 0 e
7, respectivamente. Analogamente, a fungao seno possue maximo e minimo em /2 e 37/2,
respectivamente. Este exemplo também mostra que o ponto de maximo e de minimo de uma

funcao nao necessariamente é tinico. Por exmeplo, 27 é ponto de maximo da funcao cosseno.

Exemplo 7.21. A funcdo f: N — R dada por f(n) = n (f(N) = N) é uma sequéncia, a
qual j& vimos que é ilimitada superiormente (ver defini¢cao 2.3 e Teorema 1.2). Portanto, f

nao possui um ponto de maximo.

Defini¢ao 7.5 (Maximo e Minimo Local). Sejam X C R, y € X e f : X — R. Dizemos
que f possui maximo (respectivamente, minimo) local em y € X, se existe > 0 tal que
VeeXnN(y—94d,y+9), tem-se f(x) < f(y) (respectivamente, f(x) > f(y)). Neste caso, y

é dito ponto de méximo (respectivamente, ponto de minimo) local de f.
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Figura 7.3: x,y,w sao pontos de maximo local. z,z sao pontos de minimo local. z e w sao
pontos de minimo e maximo global, respectivamente.

Exemplo 7.22. Defina f : R — R por f(z) = sgn(x), isto é, f(z) =1,sex > 0e f(z) = —1,
se x < 0. f é denominada funcao sinal. 0 nao é ponto de minimo local de f. Suponha, por
absurdo, que 0 seja um ponto de minimo local de f. Assim, 3¢ > 0 tal que f(z) > f(0) =1,
Ve (=9,0). Mas, —0/2 € (—0,0) e 1 < f(—6/2) = —1 < 1. Absurdo! Logo, 0 nao é ponto

de minimo local de f.

Exemplo 7.23. No exemplo 7.22 0 é ponto de maximo local de f. De fato, para d =1 > 0,
tem-se f(z) <1= f(0),Vxe(-1,1).

Definigao 7.6 (Maximo e Minimo Local Estrito). Sejam X C R,y € X e f: X — R.
Dizemos que f possui méximo (respectivamente, minimo) local estrito em y € X, se existe
0 >0tal que Ve (X\{y)nN(y—2ady+9), tem-se f(x) < f(y) (respectivamente,
f(z) > f(y)). Neste caso, y é dito ponto de maximo (respectivamente, minimo) local estrito
de f.

Obs 7.11. Observe que segue diretamente das definig¢oes 7.5 e 7.6 que todo ponto de méximo
(respectivamente, ponto de minimo) local estrito é um ponto de méximo (respectivamente,

ponto de minimo) local.

Exemplo 7.24. No exemplo 7.22 0 é ponto de maximo local, mas nao ¢ ponto de maximo
local estrito de f. De fato, V 6 > 0 existe 6/2 € (—4,9) tal que f(§/2) =1 = f(0).

Exemplo 7.25. Defina f : R — R por f(z) = 23. 0 nao é ponto de méximo, nem ponto
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de minimo, local estrito de f. Com efeito, V § > 0 existem —0/2,§/2 € (—0,9) tais que
f(=0/2) = (=6/2)° = =6°/8 <0 = f(0) e f(6/2) = (6/2)° = 6°/8 > 0 = £(0).

Exemplo 7.26. Seja f: R — R dada por f(z) = 2. Veja que 0 é ponto de minimo local
estrito de f. De fato, para 6 = 1 > 0, tem-se f(0) = 0 < 22 = f(z),V z € (—1,1) com
x # 0.

Corolario 7.8. Sejam X CR, ye XNX' e f: X — R. Sey € ponto de minimo local de
f, entao f' (y) <O0.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que f’ (y) > 0. Utilizando o Teorema 7.5, concluimos
que 36, >0 tal que Vo € X N (y—dy,y), tem-se f(x) < f(y). Por outro lado, como y é
ponto de minimo local de f, entdo 3 do > 0 tal que f(y) < f(z), Vo € X N (y — da,y + 2).
Escolha 6 = min{dy,d2} > 0. Portanto, seja x € X N (y — 0,y) (x existe, pois y € X N X" ),
comissor € X ey—091,y— 0y <y—0 <x<y<y+dy. Dessaforma, f(z) < f(y) < f(x).
Absurdo! Por fim, f’ (y) <0. O

Obs 7.12. Analogamente ao que foi feito no Corolario 7.8 e observacao do Teorema 7.5,
conclui-se que:

i) fi(y) <0,sey € XNX\ éponto de maximo local de f;

ii) f.(y) >0,sey e XNX\ éponto de minimo local de f;

iii) " (y) >0,se y € X N X’ é ponto de maximo local de f.

Definicao 7.7 (Ponto Critico). Sejam X CR e f: X — R derivdvel. Dizemos que y € X
é ponto critico de f se f'(y) = 0.

Exemplo 7.27. Seja f(z) = 23 entdo f é derivdvel e f/(0) = 0. Ou seja, 0 é ponto critico
de f. Por outro lado, f’(1) =3 # 0. Isto é, 1 ndo é ponto critico de f.

Exemplo 7.28. Vimos que sen’r = cosx. Assim, os pontos criticos da fun¢ao seno sao os
nimeros da forma z = (22 + 1)7/2, V z € Z.
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Corolario 7.9. Sejam X CR, f: X — R derivivel emy € X N X' N X.. Sey € ponto de

mdzimo ou de minimo local de f, entao f'(y) = 0.

Demonstracao. Seja y um ponto de minimo de f, entao, pelo Teorema 5.5 e Corolério 7.8,
concluimos que 0 < f'.(y) = f'(y) = f_(y) <0. Ouseja, f'(y) = 0. Se y é ponto de maximo
de f, entdo, analogamente ao que foi feito anteriormente, 0 < f'(y) = f'(y) = fi.(y) < 0.

Portanto, f'(y) = 0. O

Obs 7.13. Se f é derivavel e y é ponto de maximo ou de minimo local de f, entao, pelo

Corolario 7.9, y é ponto critico de f.

Exemplo 7.29. Considere a fungao f(x) = z*. Vimos que 0 nio é ponto de méximo, nem de

minimo, local de f. Mas, f’(0) = 0. Com isso, a reciproca do Corolédrio 7.9 nao é verdadeira.

Exercicios de Fixacao

1. Encontre os pontos criticos, os maximos e minimos locais das fungoes f(z) = 23 — 3z + 4

e g(z) = 3z — 422,
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7.5 Teoremas Importantes sobre Derivabilidade

Caro aluno, nesta se¢ao veremos os Teorema mais importantes sobre derivadas de fungoes

reais. Comecemos com o

Teorema 7.10 (Teorema de Darboux). Sejam ¢ < d nimeros reais. Seja f : [c,d] — R

derivdvel. Se f'(c) < z < f'(d), para algum z € R, entdo existe a € (¢,d) tal que f'(a) = z.

Demonstragao. Como f é derivavel, entao, pelo Teorema 7.1, f é continua em [c,d]. Mas
[c, d] é compacto. Assim sendo, usando o Teorema 6.11, existe a € [¢,d] tal que f(a) < f(x),
V x € [¢,d]. Ou seja, a é ponto de minimo de f. Pelo Coroldrio 7.9, f’(a) = 0. Precisamos
verificar que a # ¢ e a # d. Faremos a prova em dois casos. Primeiramente, considere que
z = 0. Com isso, por hipétese, f(d) = f'(d) > z = 0 (ver Teorema 5.5). Utilizando o
Teorema 7.5, obtemos que 3§ > 0 tal que Vo € X N (d—4,d) # 0 (d € [¢,d]"), tem-se
f(z) < f(d) . Dessa forma, a # d. Caso contrario, f(z) < f(d) = f(a). Absurdo! (a
é ponto de minimo de f). Analogamente, prova-se que a # c¢. Portanto, f'(a) = 0 = z,
a € [c,d], a # cea+#d. Ouseja, a é o ponto procurado. Agora, passemos para o caso geral.
Defina g : [¢,d] — R por g(z) = f(x) — zx. Assim, g é derivavel e ¢'(z) = f'(z) — z.
Consequentemente, ¢'(c¢) = f'(¢) —z < 0 < f'(d) — z = ¢'(d). Pelo que foi feito na
demonstragao, existe a € (¢, d) tal que f'(a) — z = ¢'(a) = 0. Por fim, f'(a) = z. O

Exemplo 7.30. Seja f : [-1,1] — R dada por f(z) = —1,se =1 <z <0e f(z) =1, se
0 <z < 1. Afirmamos que nao existe g : [—1,1] — R derivavel tal que ¢ = f. De fato,
suponha, por absurdo, que ¢’ = f. Assim, ¢'(—1) = f(—-1) = -1 <0< 1= f(1) = ¢(1).
Com isso, ¢'(—1) < 0 < ¢/(1). Pelo Teorema 7.10, existe z € (—1, 1) tal que f(z) = ¢'(z) = 0.
Absurdo! pois, f # 0.

Teorema 7.11 (Teorema de Rolle). Seja f : [c,d] — R continua em [c,d] e derivdvel em
(c,d), onde f(c) = f(d). Entao existe a € (c,d) tal que f'(a) = 0.

Demonstragao. Como f é continua em [c,d] e [¢,d] é compacto, entdao, usando o Teorema
6.11, existem vy, z € [c,d] tais que f(y) < f(z) < f(2), V « € [¢,d]. Utilizando o Corolério
7.9, concluimos que f'(y) = f'(2) = 0. Se y € (¢,d) ou z € (¢,d), entdo y ou z é o ponto
procurado. Se y = z = ¢, entdo f(c) = f(y) < f(z) < f(2) = f(¢), V x € [c,d]. Ou seja,
f(z) = f(e),Vz € e, d]. Isto é, f é constante. Com isso, f'(x) =0,V x € [¢,d] (ver exemplo
7.1). Em particular, para a = (¢ + d)/2, obtemos f’(a) = 0. O caso y = z = d é anélogo. Se

174



y=cez=d entio f(c) = f(y) < f(x) < f(2) = /(d) = f(c), ¥ « € [c.d], por hiptese.
Assim, f(z) = f(c), ¥V « € [¢,d]. Portanto, f é constante. Dessa forma, f'(z) =0,V z € [¢,d]
(ver exemplo 7.1). Em particular, para a = (¢ + d)/2, obtemos f'(a) = 0. O caso y =d e

z = ¢ é analogo. O]

Jto=fd) — S —

Figura 7.4: Teorema de Rolle

Exemplo 7.31. Seja f : [c,d] — R continua em [c,d] e derivdavel em (¢, d), onde f(c) =
f(d) = 0. Vamos provar que dado b € R, existe a € (¢, d) tal que f'(a) = bf(a). De fato,
defina g : [c,d] — R por g(x) = f(x)e ™ (ver defini¢do 10.2). Dessa forma g é continua
em [c,d] e derivdvel em (c,d), onde g(c) = f(c)e™™ = 0 = f(d)e ™ = g(d). Além disso,
g (z) = fl(x)e ™™ — bf(z)e™® = [f'(x) — bf(x)]e™™ (ver Teoremas 7.2 e 10.2). Aplicando
o Teorema 7.11 a g existe a € (c,d) tal que ¢'(a) = 0. Ou seja, [f'(a) — bf(a)]e”® = 0.
Portanto, f'(a) — bf(a) = 0. Isto é, f'(a) = bf(a).

Teorema 7.12 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f : [c,d] — R continua em
d) —
[e,d] e derivdvel em (c,d). Entdo existe a € (¢,d) tal que f'(a) = —f( c)l— f(c)

Demonstracao. Seja g : [¢,d] — R dada por g(z) = f(z) — yx, onde y € R é tal que

M De fato
d—c ’

9(c) = g(d) & f(e)—yc = f(d)—yd & f(d)—f(c) = yd—yc < y(d—c) = f(d)— f(c) &y =

g(c) = g(d). y pode ser encontrado com a igualdade y =
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f(d) = f(e)
d—c

Ou seja, f'(a) —y = 0. Isto é, f'(a) =y =

. Aplicando o Teorema 7.11 a g, concluimos que existe a € (¢, d) tal que ¢'(a) = 0.

f(d) — f(e)
d—c

Exemplo 7.32. Seja © > 0. Pelo Teorema 7.12, existe a € (0,z) tal que senz — sen() =

]

cosa(x — 0) (ver exemplo 7.4). Logo, —x < senx = (cosa)r < x, pois —1 < cosa < 1 e

x> 0. Ou seja, [senz| < z.

Exemplo 7.33. Seja f : I — R derivavel em um intervalo I C R. Uma raiz de f é
um numero a € [ tal que f(a) = 0. Provaremos que entre duas raizes consecultivas de f’
existe no maximo uma raiz de f. Considere, por absurdo, que existem ¢, d € (y, z) tais que
fle) = f(d) = f'(y) = f'(2) =0 (¢, d sao raizes de f entre as raizes consecultivas y, z de f').
Note que f : [¢,d] — R ¢é derivavel. Dessa forma, pelo Teorema 7.12; existe a € (c,d) tal
e iy 1010
Yy, z sdo raizes consecultivas de f’. Vejamos um exemplo para esta aplicacao. Considere o

=0.Mas,y<c<a<d<ze f'(a) =0. Absurdo! Pois

polindomio p : R — R dado por p(z) = 23 — 62% + 9z — 1. Assim, p possui exatamente uma
raiz em (1,3). De fato, observe que p'(z) = 3% — 122 + 9. Assim, p/(1) = p/(3) = 0. Com
isso, 1 e 3 sdo raizes consecultivas de p’. Portanto, existe no méximo uma raiz de p em (1, 3).

vimos no exemplo 6.19 que 3 z € (1, 3) tal que p(x) = 0. Assim, este = é tinico.

Coroléario 7.13. Seja f : I — R continua, onde I C R € um intervalo. Entao f'(x) =0,
V€ int(l) = f € constante em 1.

Demonstragao. Suponha que f'(x) =0, V x € int(I). Sejam c¢,d € I, entdao f : [c,d] — R

é continua e derivavel em (¢,d) C int(/). Pelo Teorema 7.12, existe a € (c,d) tal que 0 =
fld) —
) = 1D=

Exemplo 7.34. Seja f : [ — Rtal que |f(y)— f(z)] <lly—z|*,ondex,y € [,k>1eleR

é uma constante. Asim sendo, f ¢é continua (basta tomar ¢ = 2[6* > 0 na definigao 6.1).

f(c) Assim, f(d) = f(c). Como ¢, d sdo arbitrarios, entao f é constante. []
c

Observe queo S 1im M = lim M S li M S hml‘y—x‘kil -0
y—r| Y- y—r |y — y—u ly—x| T oyoe
fly) — f=z) fly) — =)

(pois, k—1 > 0). Dessa forma, lim = 0. Ouseja, f'(x) = lim
y—z|  Y—x

Usando o Corolario 7.13, obtemos que f é constante em 1.

176



Corolario 7.14. Seja f : I — R uma func¢ao derivdvel, onde I C R é um intervalo. Entao

0s sequintes itens sao verdadeiros:

i) f € nao-crecente < f'(x) <0,V x € I;

ii) f € nao-decrecente < f'(x) >0,V x € I.

fungdo ndo-decrescente |

Inclinagdo da reta tangente
- em x positiva, ou seja, derivada
positiva ou nula no ponto x.

D

Figura 7.5: Funcao nao-decrescente

Demonstra¢ao. =) Com o Teorema 5.5, Coroldrio 7.6 e sua observagao provamos a ida dos
itens i) e ii).

<) Suponha que f'(x) < 0 (respectivamente, f'(x) > 0) V = € I. Sejam z,y € I com
xr < y. Pelo Teorema 7.12, existe a € (z,y) tal que f'(a) = M Mas, f'(a) <0

Yy—x
fly) — f(z)

= f'(a) < 0 (respectivamente, > 0).
-z

Como y —z > 0, entdo f(y) — f(x) < 0 (respectivamente, f(y) — f(z) > 0). Ou seja,
f(y) < f(x) (respectivamente, f(y) > f(x)). Por fim, f é ndo-crescente (respectivamente,

(respectivamente, f’(a) > 0). Portanto,

nao-decrescente). O

Exemplo 7.35. Seja f : R — R definida por f(z) = 2°. Assim, f'(x) = 5z* > 0. Portanto,

pelo Corolério 7.14, f é uma funcao nao-decrescente.
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Exercicios de Fixacao

1. Encontre os intervalos sobre os quais a funcio f(x) = z? — 3z + 5 é nao-decrescente,

nao-crescente.
2. Utilize o Teorema 7.12 para provar que [senz — seny| < | — y|, ¥V z,y € R.

3. Utilize o Teorema 7.12 para provar que (x —1)/x <Ilnzx < x — 1, para x > 1. Sugestao:

Use o fato In'z = 1/z (ver Teorema 10.1).
4. Seja f(z) =0,se z <0, e f(x) =1, se x > 0. Mostre que nao existe g tal que ¢’ = f.

5. Suponha que f : [0,2] — R continua em [0, 2], derivavel em (0,2) e f(0) = 0, f(1) =
f(2) = 1. Mostre que existem a,b € (0,2) tais que f'(a) =1e f'(b) = 1/3.

7.6 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, devemos ressaltar a importancia do estudo dos pontos criticos
de uma fungao derivavel. Em Topologia Diferencial estudamos fungoes, denominadas fungoes
de Morse, que sao definidas através de seus pontos criticos. Estas tém grande importancia
na Teoria de Morse, pois para quase todo ponto de R = R x ... x R (n fatores) conseguimos
construir uma funcao de Morse através de um simples produto interno. Portanto, para o
aluno interessado em Geometria recomendo uma atencao especial para definicao de ponto
critico nao-degenerado. Como referéncia educativa convido o aluno a dar uma olhada no

livro [3].

7.7 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno, o conceito de fungoes derivaveis. Neste contexto, exem-
plificamos e mostramos propriedades elementares de tais fungoes. Além disso, provamos
resultados como, por exemplo, o Teorema do Valor Médio, que tem aplicagoes realmente
surpreendente, algumas destas demonstradas na aula. Para finalizar a aula, relacionamos a

monotonicidade de uma funcao derivavel com o estudo do sinal da derivada desta funcao.
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7.8 Exercicios Propostos:

Exercicios:

1. Sejam f,g,h : X — R tais que f(z) < g(z) < h(z), Vo € X. Se f e h sdo derivaveis
emy € X NX' com f(y) = h(y) e f'(y) = ¢ (y), prove que g é derivavel em y, com
g(y) = f'y) =W (y).

2. Seja f: X — R derivivelemy € XN X'NX'. Sez, <y <y, VneNelimz, =
f(yn) = f(20) _ f’(y).

3. Deé exemplo de uma funcao derivavel f : R — R e sequéncias de pontos 0 < z,, < y,,, com

f(yn) — f(20)

limz, = limy, = 0 sem que entretanto exista o limite lim ————————=.

Yn — Tn
h) — —h
4. Sejam f: X — Rey € intX. Dé um exemplo em que o limite Ilzin(l] fly+ )2hf<y )

limy, =y, prove que lim

existe porém f nao é derivavel em y.
ey
5. Admitindo que (e*)’ = e” e que lim — = oo, prove que a funcdo f : R — R, definida por
y—oo Y
flz) = e 2 quando = # 0 e f(0) = 0, possui derivada nula em 0, 0 mesmo ocorrendo com

R — R, com f” e assim por diante.

6. Seja I um intervalo com centro 0. Uma funcao F': [ — R chama-se par quando f(—z) =
f(z) e impar quando f(—xz) = f(x), Vo € I. Se f é par, suas derivadas de ordem par
(quando existem) sao fungoes pares e suas derivadas de ordem fmpar sdo fungoes impares.
Emparticular, estas ultimas se anulam no ponto 0. Enuncie o resultado analogo para f
impar.

7. Seja f : R — R derivavel, tal que f(tx) = tf(z) para quaisquer t,x € R. Prove que
f(z) = f(0)z, qualquer que seja z € R. Mais geralmente, se f : R — R é k vezes derivavel

e f(tz) = t°f(z), V t,x € R, prove que f(x) = [f*(0)/k!|z* ¥V = € R.

8. Dizemos que uma fungao f é de classe C", n € N, e escrevemos f € C" se f é n vezes
derivavel e f(™ é continua. Dizemos que f é de classe C* e escrevemos f € C™ se f € C",
vV n € N. Dé exemplo de uma funcao de classe C™ que nao ¢ de classe C"*1. Dé exemplo de

uma funcao de classe C'°.
Demonstracao. Veja os exemplos 8.2 e 8.1. O

9. Dé exemplo de uma fungao derivavel f : R — R tal que 0 seja limite de uma sequéncia
de pontos criticos de f, mas f'(0) > 0.
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10. Se y € I é um ponto critico de f : I — R derivavel no intervalo aberto I, prove que
existe 6 > 0 tal que y é o unico ponto critico de f no intervalo (y — d,y + ¢). Conclua que,
se f é de classe C!, entdo num conjunto compacto K C I, onde os pontos criticos de f sao

todos nao-degenerados, so existe um numero finito destes.

11. Prove que se o ponto critico y da funcao f : I — R é limite de uma sequéncia de pontos
criticos (y,) € I\ {y} e f"(y) existe, entao f”(y) = 0.

12. Seja f: RT — R definida por f(z) = logz/x. Admitindo que (log)'(x) = 1/z, indique
os intervalos de crescimento e decrescimento de f, seus pontos criticos e seus limites quando
xr — 0 e quando x — oo.

13. Faca um trabalho andlogo ao do exercicio anterior para a funcao g : Rt — R, definida
por g(z) = e”/x, admitindo que (e*)" = e”.

14. Seja f : [¢,d] — R continua em |[c,d], derivavel e m (c,d), exceto possivelmente em

€ (¢,d). Se lim f'(x) = I, prove que f'(y) =
T—y

15. Seja p: R — R um polindémio de grau impar. Prove que existe y € R tal que p”(y) = 0.

7.9 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. f: X — R é derivavel em y € X N X’ < existe uma fungao g : X — R, continua em
y, tal que f(z) = f(y) +g(z)(z —y),Vr e X.

Demonstragao. =) Seja f : X — R derivavel em y € X N X’. Defina g : X — R por:
M sex #yegly) = f(y). Observe que lim g(z) = lim ———=—= @)~ 1y )

S
T —y z—y oy T — Y
@)= ) |
r—y
v #y. Logo, g(z)(x —y) = f(z) = f(y) se x # y. Ouseja, f(z) = g(z)(x —y) + f(y) se
z # y. E claro que esta igualdade vale também para © = y. Assim, f(z) = g(z)(z—y)+ f(y),
VaoelX.

<) Seja g : X — R, continua em y, tal que f(z) = f(y) + g(z)(x —y), V = € X. Assim

g(z) =

f'(y) = g(y). Portanto, g é continua em y € X N X'. Além disso, g(z) = e

sendo, lim J@) = 1) = lim g(z) = g(y), pois g é continua em y € X N X’. Dessa forma, f
ey T — Y z—y
é derivavel em y € X N X" e f'(y) = g(y). O
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Ex2. Se f: R — R é de classe C, o conjunto dos seus pontos criticos é fechado.

Demonstragao. Seja C' = {x € R: f'(z) = 0} o conjunto dos pontos criticos de f. Vamos
provar que C é fechado. Considere y € C. Dessa forma, existe (z,,) C C tal que limz,, = ¥.
Veja que f'(z,) =0,V n € N. Como f € C', entao f’ é continua. Portanto, 0 = lim f’(z,,) =
f'(y). Ouseja, f'(y) =0. Isto é, y € C. Com isso, C é fechado.

U

Ex3. Seja f : [¢,d] — R continua em |[c,d], derivavel em (¢, d), com f'(x) >0,V x € (¢, d).

Se f'(x) = 0 apenas num conjunto finito, prove que f é crescente.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que f nao é crescente. Assim sendo, existem a < b
tais que a,b € [c,d] e f(a) > f(b). Se f(a) > f(b), entdo, pelo Teorema 7.12, existe
z € (a,b) C (¢, d) tal que f'(z) = M < 0. Considerando que f'(x) >0,V z € (¢,d),
obtemos um absurdo. Consequentemergeo,l f(a) = f(b). Dessa forma, usando o Teorema 7.11,
concluimos que existe u € (a,b) C (¢,d), tal que f'(u) = 0. Agora, pela Lei da Tricotomia,
temos que ou f(u) = f(a), ou f(u) > f(a) ou f(u) < f(a). Se f(u) > f(a) = f(b), entao
pelo Teorema 7.12 existe p € (u,b) C (¢,d) tal que f'(p) = b%lft(u) < 0. Isto é um
absurdo, pois f'(z) > 0,V = € (¢,d). Se f(u) < f(a), entdo pelo Teorema 7.12 existe
q € (a,u) C (¢, d) tal que f'(¢q) = Jlw) = fla) < 0. Isto é um absurdo, pois f'(x) >0,V z €
(¢,d). Logo, f(a) = f(u). Portanto, gtiTiZCLando o Teorema 7.11, existe v € (a,u) C (¢, d) tal
que f'(v) = 0. Repitindo o processo, encontramos uma infinidade de valores em (c,d) que

satisfazem f’(x) = 0. Isto prova o resultado por contraposicao. ]

Auto-Avaliacao

Sou capaz de identificar func¢oes derivaveis e saber aplicar corretamente a Regra da Cadeia

e o Teorema do Valor Médio?

Proxima Aula

Caro aluno, na proxima aula, estudaremos a Férmula de Taylor. A partir desta, podemos

aproximar algumas fungoes a um determinado polinomio.
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