Capitulo 8

Formula de Taylor em R

Aula 8: Férmula de Taylor em R

Meta

Apresentar ao aluno quando é possivel derivar mais que uma vez uma determinada funcao
real. Mostraremos também que existe uma férmula para aproximar linearmente tais funcoes.

Esta formula é denominada Férmula de Taylor.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de aplicar corretamente a Férmula de Taylor.

Pré-requisitos

Aula 7, Fundamentos da Matematica e Calculo I1.
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8.1 Introducao

Ol4, iniciamos esta aula exemplificando que algumas fungoes possuem a propriedade de serem
derivaveis mais que uma vez, isto é, definimos o que significa derivada de ordem superior.
Como um bom exemplo, damos uma férmula para encontrar a derivada de ordem qualquer
da funcao seno. Para mostar que esta definicao faz sentido, construimos um exemplo de
funcao que nao possui derivada de todas as ordens. Em seguida, provamos a Férmula de
Taylor Infinitesimal. Para esta, mostramos uma aplicacao que relaciona o sinal da segunda
derivada de uma funcao com seus pontos de méaximo e minimo locais. Outra aplicacao, de
grande importancia computacional, demonstrada nesta aula, é a Regra de L’Hopital. Por
fim, mostramos uma outra maneira de escrever a Férmula de Taylor, esta é denominada
Férmula de Taylor com Resto de Lagrange. Com esta, mostramos o valor aproximado para

o numero de Euler e.

8.2 Derivadas de Ordem Superior

Caro leitor, para enunciarmos e provarmos o Teorema da Foérmula de Taylor precisamos da
definicao de derivada de ordem superior. Assim sendo, vamos comecar esta secdo com a

seguinte

Definicao 8.1 (Derivada de Ordem Superior). Seja I C R um intervalo. Dizemos que
f: I — R én-vezes derivavel em I quando (™ (y) existe Vy € I. Aqui, £ (y) é denominada
n-ésima derivada de f no ponto y e é indutivamente definida por f(y) = f(y), f"(y) =

Yy e fD) = (") (y),Vn=2.3,..

Exemplo 8.1 (Derivada n-ésima do Seno). Observe que sen’(y) = cosy. Portanto, sen”(y) =
cos'(y) = —seny. Portanto, sen”(y) = (—sen)’(y) = — cosy. Consequentemente, sen™)(y) =

(—cos)'(y) = sen(y). Indutivamente, temos que:
sen® () = (=1)"sen(y) e sen® Y (y) = (=1)" cosy.

Definicao 8.2. Seja f : I — R, onde I C R é um intervalo. Dizemos que f é n vezes
derivavel em y € I quando existe § > 0 tal que f é n — 1 vezes derivavel em I'N(y — 4§,y +9)
e f™(y) existe.
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Exemplo 8.2. Defina f : R — R por f(z) = x2™|z|, para algum n € N. f nao é (n + 1)-
vezes derivavel em 0. Veja que, f™(z) = (n+ 1)!|z|, ¥V # € R. Por exemplo, f'(0) =
S = fO) AR -0 - _ ot

}ILIE(I)T = llllir(l)T = llllir(l)h |h| = 0. Pela definicao de f, f(x) = 2", se
r>0e f(x) = —2"" se x < 0. Portanto, f'(z) = (n+1)z", sex > 0e f'(z) = —(n+1)a",
se z < 0. Por outro lado, a funcdo modular ndo é derivavel em 0. Logo, ndo existe f1(0).

(ver exemplo 7.5).

Exemplo 8.3 (Derivada n-ésima do Cosseno). Note que cos’'(y) = —seny. Portanto,
cos”(y) = (—sen)'(y) = —cosy. Logo, cos”(y) = (—cos)(y) = seny. Consequentemente,

cos™ (y) = sen’(y) = cos(y). Indutivamente, temos que:

cos®(y) = (=1)"cos(y) e cos®V(y) = (—1)"seny.

Exercicios de Fixacao
1. Seja f(z) = cos(yz), ¥V x € R e y # 0 é constante. Encontre f™(z), n € N.

2. Utilize inducéo para provar a regra de Leibniz: (fg)™ = Z < n ) fn=i g,
i—0 \ !
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8.3 Teorema Férmula de Taylor em R

Lema 8.1. Sejar: J — R n-vezes derivavel em 0 € J, onde J C R é um intervalo. Entdao

. h
rD0)=0,Yi€0,1,2..,n < lim ) _y,
h—0 hn"
Demonstragio. =) Suponha que 7¥(0) =0,V i € 0,1,2...,n. Considere que n = 1. Assim,

r(0) = r'(0) = 0. Dessa forma,

Agora, considere que n = 2. Logo, r(0) = 7/(0) = r”(0) = 0. Com isso, usando o Teorema

7.12, concluimos que existe a € (0,h) , com h suficientemente pequeno, tal que 7'(a) =

r(h) —r(0) r(h)—0 r(h) . r(h) rth)1 . r'(a) . 1'(a)a
o e 12“(7 _IPET(FH RS Ta b
r(h) .. r'(a)—1"(0)a e
Quando h — 0, tem-se que a — 0. Logo, }ILIL% Sy = llllir(l] w0 1" 0, pois r”(0) = 0,
h
a/h <1 (ver Teorema 5.9). Seguindo este processo provamos que }llirr(l) % = 0.
h h
<) Agora, suponha que }lliH[l] % = (. Primeiramente provaremos que lllirr(l) % =0,Vi=

0,1,2...,n. De fato,

tim 2 i T iy T i g

h—0 ht h—0 h" h—0 h" h—0

pois n —i > 0. Como r é derivavel em 0, entao, pelo Teorema 7.1, r é continua em 0. Dessa

i o Py g TR = (0) ()
forma, r(0) = }lllir(l)r(h) = ;ILIL%W —20, r'(0) = }lllir(l)W = }lll_)r%T = 0. Defina
f:J — Rpor f(h) =r(h)— Ok . Assim sendo, f(0) = r(0) — # =0, f(0) =

' (0) —r"(0)0 = 0 e f”(0) = r"(0) — 7”(0) = 0. Dessa forma, pelo que foi feito nesta prova
1 1
lim M = 0. Por fim, 0 = lim @ = lim [f(h) — T—(O)] = _7‘_(0). Consequentemente,

h—0 h2 h—0 h?2 h—0 | h?2 2 2

7"(0) = 0. Proseguindo este processo, garantimos que r®(0) =0,V i=0,1,...,n. O
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Teorema 8.1 (Férmula de Taylor Infinitesimal). Sejam I C R wm intervalo e f : I — R

uma fungao n- vezes derivdveis em y € I. Definar : J — R porr(h) = f(y+h) — f(y) —

f'(y)h - f//<) _"-_f ()};:’Ondej {heR:y+hel}. Entaohm%_o 0

h? h
polinémio p(h) = f(y) + f'(y)h + f”(y)a + o4 [0 (y)—' é chamado polinomio de Taylor
! n!
de ordem n para a funcao f no ponto y. Este polinomio é unico que satisfaz a definicdo de
h
r(h) = f(y +h) —p(h), onde ]llin% %n) =0.
Demonstracao. Como f é n vezes derivavel em y € I, entao, utilizando a definicao de r,
temos que 7 é n-vezes derivdvel em 0 € J (ver Teorema 7.2). Veja que r(0) = f(y) — f(y) —
0 0 0 0
F@0=f"@)g == " W) = 0,7(0) = F'y) = ' (1) =2f" (W) 5y = —nf " y) — = 0,.
| ' r(h)

r) (0) = 0. Usando o Lema 8.1, concluimos que }llir% T 0. Vamos provar que o pohnémio

de Taylor de f é o tnico que satisfaz a definicao de r. Suponha que existe p polinémio tal
h

que r(h) = f(y + h) — p(h), onde lin%% = 0. Usando novamente o Lema 8.1, obtemos

r@0) = 0, Vi =0,1,2,...,n. Dai, p(0) = fO(y) —rD0) = fO(y), Vi=01,...n

Dessa forma, se p(h) = ag + aih + ... + a,h", entdo p(0) = ila;, Vi = 0,1, ...,n. Ou seja,

©(0 h? h"
p

0= 20 Logo, p(h) = £0) + £k + )+t 1O 0
h

Obs 8.1. Como }llm% rih)

de f para os pontos proximos a .

= 0, entao o polinomio de taylor de f em y é uma aproximacao

Exemplo 8.4. Seja f : I — R uma funcao duas vezes derivavel em y € int/. Considere que
y é ponto critico de f e f"(y) # 0 (neste caso y é chamado ponto critico ndo-degenerado de
f). Entao

i) f"(y) > 0=y é ponto de minimo local de f;

ii) f"(y) < 0=y é ponto de maximo local de f.

Demonstracao. i) Como y € intl, entdo existe A\ > 0 tal que (y — A,y + A\) C I (ver
definicao 4.1). Ou seja, y + h € I, se |h|] < A. Utilizando o Teorema 8.1, temos que

fly+h) = fly)+ f(yh+ "y )h + r(h), onde %ﬂ%% = 0. Mas f'(y) = 0. Assim,

fly+h) = fly) —i—f"(y)% + 7(h). Dessa forma, f(y+};)2 ) = [f2<|y) + T;;L)] Por-
fly+h)—fly) [ ()] () r(h) _ f"(y)
anto i FE = = o | 55204 E2] — g Eo g 20 = £ - . P
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fly+h)— f(y)

Teorema 5.2, existe 6; > 0 tal que V h € I, com 0 < |h| < §;, tem-se 5 > 0.
Seja 0 < 6 < min{d;, A\}. Logo, f(y+h)— f(y) >0,V h e, com0 < |h| <. Ou seja,

fly+h)> f(y),Vhel, com0< |h] <§. Isto nos diz que y é ponto de minimo local de f.
2

h
ii) Novamente pelo Teorema 8.1, concluimos que f(y + k) = f(y) + f'(y)h + f”(y)—' +

h h?
r(h), onde }Lir%% = 0. Mas f'(y) = 0. Com isso, f(y +h) = fly) + f'(y )2| +
fly+h)—fly) _ [/ | r(h) - fly+h) - fly)
r(h). Portanto, 2 =5t | Dessa forma, ;ILIL% 3
NS ()] (W) r(h) _ () :
}111_)0{ 5 + Sz | = I111_>0 5 —l—}lHO 2 = ol < 0. Pelo Teorema 5.2, existe 0 < 6 < A
B) —
tal que V h € I, com 0 < |h| < ¢, tem-se fly+ h)Q /) < 0. Logo, f(y+h)— f(y) <O.
Ou seja, f(y + h) < f(y). Por fim, y é ponto de maximo local de f. ]

Exemplo 8.5 (Regra de L’Hopital). Sejam f,g : I — R n vezes derivaveis em y € I.
Considere que f@O(y) = ¢D(y), Vi =0,1,2,...,n — 1 e g™ (y) # 0. Entao, hm f(z) =

—v g()
f(n) (y) _ ! 1" h? (n) h"
) De fato, usando o Teorema 8.1, f(y+h) = f(y)+ f'(y)h+ f"(y ) R Ay )n' +
h" h
r(h) = f™(y ) + r(h), onde }lliné% = 0. Analogamente, g(y + h) = g(y) + ¢'(y)h +
h? h" h" s(h) f(x)
() () 2 — ™) 2N ST
9" ()57 o +..+9"(y) o +s(h) = g"(y) o +s(h), onde }lllir(l) — = 0. Portanto, }:ILI; o(0)
R s P AL (),
h—0 g(y + h) h—0 g(”>(y) 4 sth) g (y)

n! h"™
Teorema 8.2 (Férmula de Taylor com Resto de Lagrange). Seja f : [c,d] — R n vezes

derivdvel em (c,d), onde f"=V ¢ continua em [c,d]. Entdo, existe x € (c,d) tal que

1) = £+ 1=+ G £ e
o n! , Fr o) (d = o)t
Demonstragcao. Seja k = d—or f(d) = f(e) = flle)(d—c) = ... = o (n—1)! }
Defina g e — R por g(o) = £(d) = f(0) — (@)(d — ) . - LA
M Portanto
nl ’

o
(n—1)!

— | f(d) = f(c) = f(e)d—c)— ...
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fre)d =ty
) (n—1)! =0

Além diso,

[N dy K=y
c (n—1)! B n! o

Como f é n vezes derivavel em (c,d) e f("~Y é continua em [c,d], entdo g é continua em

sz / k_f(n)(x) n—1
[c,d], derivavel em (¢, d) e ¢'(z) = W(d—x) . Mas g(c¢) = g(d) = 0. Dessa forma,
pelo Teorema 7.11, existe z € (¢, d) tal que ¢'(x) = 0. Ou seja, W(d —xz)" =0.
Isto 6, k — f®)(z) = 0. Por fim, f™(z) = k = 7 i“c)n F(d) = f(e) = f(e)(d —¢) — ..m
£ (e)(d - !
(n— 1) J -

Exemplo 8.6. Seja e : [0,1] — R dada por e(x) = €%, V & € [0,1] (ver definigao 10.2).
Considere que (%)™ =e” V¥ x € [0,1] (ver Teorema 10.2). Assim sendo, pelo Teorema 8.2,

temos que existe x € (0,1) tal que:

1 X

e:1+1+5+§+ +§+§
. oA , 1 1
Veja que o polinomio de Taylor de ordem 9 de e no ponto 1 é dado por 1+1+§+'"+§'

Assim, e ~ 2, 71828.

Exercicios de Fixacao

1. Encontre o valor aproximado de V2.

2. Sez € [0,1] e n € N, mostre que |In(1 +z) — (x —2?/2+ 23/3 — ...+ (—=1)"'a"/n)| <
"1 /(n + 1). Utilize este fato para aproximar In(3/2).
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8.4 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar que a Férmula de Taylor é uma boa
ferramenta para aproximar alguns valores, tais como raiz quadrada e o nimero de Euler.
Além disso, existem limites de expressoes indeterminadas, encontradas no calculo elementar,
que sao solucionados com aplicagao da Regra de L’Hopital, a qual é consequéncia imediata
da Formula de Taylor Infinitesimal. Portanto, o Teorema da Férmula de Taylor deve fazer

parte do conhecimento do aluno.

8.5 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno, dois estudos improtantissimos na teoria de derivada de
funcoes reais. Estes sao: derivada de ordem superior e Férmula de Taylor. Estes estao ligados
estreitamente e nos levam a um estudo do comportamento local da funcao. Por exemplo,
vimos como encontrar pontos de maximo ou minimo local, através da segunda derivada da

funcao, usando a Formula de Taylor.

8.6 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Prove a igualdade 1/(1 —z) = 14z 42>+ ..+ 2"+ 2" /(1 —x2), V2 € R. Use a
Foérmula de Taylor Infinitesimal para calcular as derivadas sucessivas, no ponto 0, da funcao
f:(—=1,1) - R, dada por f(z) =1/(1 —x).

2. Seja f : R — R definida por f(z) = z°/(1 + 29). Calcule as derivadas de ordem 2001 e
2003 de f no ponto 0.

3. Seja p : R — R um polinémio de grau n. Prove que y,x € R quaisquer tem-se p(x) =

() + P ) (@ — y) + . + p(")@)fj —)"

4. Seja f : I — R duas vezes derivavel em y € int I. Prove que

v e fly+h)+ fly—"h)—2f(y)
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8.7 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

fly+h)—fly—nh)

Ex1. Seja f : I — R derivavel num ponto y € int/. Prove que }llir% 57 =
f'().

Demonstracao. Como f é derivavel em y € intl, entao, utilizando o Teorema 8.1, temos

que:

Fly+ 1) = ) + P+ r(h), onde Jim "0 — g
fly—"n)= f(y) — f'(y)h + s(h), onde }LLHé # = 0.

Subtraindo a segunda desigualdade da primeira, encontramos: f(y + h) — f(y — h) =
)

2 (4)h -+ r(h) — s(h). Com isso, Tim TOFEI_IWZR) {1y o 0]
s(h)

2h

: _r(h) _
f'(y) + lim == — lim == = f'(y). O

Ex2. Sejam f,g: I — R duas vezes derivavel em y € int I. Se f(y) = g(y), f'(y) = (y) e
f(x) = g(x),V z € I, prove que f"(y) > g"(y).

Demonstragao. Defina p : I — R por p(xz) = f(z) — g(x). Assim sendo, p é duas vezes

derivavel em y € int/. Por conseguinte, p(y) = f(y) —g(y) =0, p'(y) = f'(y) — ¢ (y) =0
e p(x) = f(z) —g(x) >0,V x € I. Usando o Teorema 8.1, temos que p(y + h) = p(y) +
P (y)h+p"(y)h?/2+r(h), onde }1}3{1} r(h)/h* = 0. Com isso, para h suficientemente pequeno,
0 <ply+h)=p"(y)h?*/2+ r(h). Ou seja, 0 < p"(y)/2 + }lbiirll)r(h)/hQ = p"(y)/2. Portanto,
f'(y) —9g"(y) =p"(y) = 0. Isto &, f"(y) = g"(v). O

Ex3. Sejam f,g: R — R n vezes derivavel em y € R. Prove que se, para algum y € R vale
f'ly) =...= f™(y) = 0. entdo (go f)D(y) =0, para i =1,2,...,n.

Demonstragao. Usando o Teorema 7.3, concluimos que (go f)' (v) = ¢'(f(v)) f'(y) = ¢ (f(y))-
0 = 0. Analogamente, (g0 f)"(y) = [(9' o /)fT(y) = [(¢" o ) + (¢ o NHf"Iy) =
(9" o W) + (g o HW ") = (¢" o f)y) - 0+ (¢" 0 f)(y) - 0 = 0. Generalize este

processo por indugao sobre n. Il
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de aplicar corretamente o Teorema da Formula de Taylor?

Proxima Aula

Caro aluno, na préxima aula, estudaremos Integral de fungoes reais limitadas. Recomendo
ao aluno fazer uma revisao nas defini¢oes de supremo e infimo. Estas serao utilizadas com

muita frequéncia na proxima aula.

192



Referéncias Bibliograficas

[1] Bartle, R. G., Sherbert, D. R., Introdution to Real Analysis, Third Edition, New York,
JohnWiley and Sons,Inc., 2000. 399p.

2] Figueiredo, D., Andalise I, Segunda Edicao, Rio de Janeiro, LTC, 2008. 266p.

(3] Lages, E., Curso de Andlise vol. 1, Décima Segunda Edic¢ao, Rio de Janeiro, IMPA,
2008. 431p.

[4] Rudin, W. Principles of Mathematical Analysis, Third Edition, New York, McGraw-
Hill, Inc., 1976. 351p.

Professor Revisor

Professor Wilberclay Gongalves Melo

193





