AULA

E.D.O. lineares com
coeficientes variaveis:
Equacao de Cauchy-Euler

META:

Descrever o método de resolucao de um tipo especial de equacoes
diferenciais ordinarias lineares com coeficientes variaveis: equagao
de Cauchy-Fuler.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

Identificar as equacgoes de Cauchy-Euler.

Resolver as equagbes de Cauchy-Euler.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos da aula 6.
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9.1 Introducao

Caros alunos, nesta aula aprenderemos como solucionar algumas
equacoes lineares com coeficientes varidveis. Estas equacbes sao
tao importantes, se ndo mais, do que as equagoes lineares mais sim-
ples, ou seja, com coeficientes constantes. Veremos que no campo
das equagdes lineares com coeficientes variaveis, os métodos de re-
solucdo vao se tornando cada vez mais escassos devido ao grau de
complexidade de tais equagOes. A primeira equagao linear com co-
eficientes varidveis que veremos serd a equacao de Cauchy-Fuler,
em seguida, veremos alguns métodos de resolugdo que utilizam

séries de poténcias.

9.2 Equacao de Cauchy-Euler

9.2.1 Equacao de Cauchy-Euler de segunda ordem
Uma equagao diferencial linear de segunda ordem da forma

5 d%y dy
2”5 + ala:d— + aoy = g(z), (9.52)

onde a9, a1,ap e ag # 0 sdo constantes & conhecida por Equacgao
de Cauchy-Euler. Uma vez que a equacao de Cauchy-Euler é
um tipo de equagao linear, sabemos que uma solucao geral para
tal equacdo serd a soma y(z) = y.(x) + yp(z) da solucdo geral
da equacao homogénea associada com uma solucao particular da
equacao nao homogénea. Dessa maneira, estudemos primeira-

mente a equagdo homogénea associada, a qual é dada por

dy
+ ala:— + apy = 0. (9.53)

CLZ’d2 du
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Observacao 9.1. Observe que o termo de maior ordem da equacao
de Cauchy-Euler (9.52), anQ%, se anula quando x = 0, dessa
maneira para garantirmos as hipéteses do Teorema de existéncia
e unicidade, Teorema 6.1, consideraremos x € I, onde I é um
intervalo de R que nao contém o zero. Consideraremos aqui I =

(0, 00).

Suponhamos que a equacao (9.53) admita uma solu¢ao da forma

ym(z) = 2™, entdo derivando e substituindo na equagao, temos

d2ym, dym
dx? o dx

a2x2
Assim, para que y,,(z) = 2™ seja solucao de (9.53) basta que
[aam(m — 1) + aym + aplz™ = 0.

Dessa maneira, uma vez que estamos considerando x € I, onde [
nao contém o zero, y,,(x) = ™ é solucdo de (9.53) se, e somente

se, m for raiz da equacao
l[aam(m — 1) + arm + ag] = 0. (9.54)

Chamamos tal equacao de equacgao auxiliar ou equagao indi-
cial de (9.53). Na resolucao da equagdo auxiliar (9.54) nos de-
frontaremos com trés casos:

CASO I: Raizes reais distintas

Se o discriminante da equagdo (9.54), A = (a; — ag)? — 4asgay,
for maior do que zero, teremos duas raizes reais distintas mq, ms.

Dessa maneira, a solugao geral de (9.53) é dada por
y(z) = c1a™ + cox™2.

CASO II: Raizes reais repetidas

+aoym =0 & agxgm(m—1)mm_2+a1xm;rm_l+aoxm =0.
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Se, A = (a1 — a2)? — 4azag = 0, obtemos apenas uma raiz da
equacdo auxiliar, m; = mg = —(a; — ag2)/2a2 e, neste caso, te-
remos apenas uma solu¢do de (9.53), dada por y;(z) = ™. A
outra solugdo, y2(z), que seja L.I. com a anterior, n6s obtemos
usando o método de redugdo de ordem apresentado na aula 6.

Dessa maneira, usando (6.42), obtemos

. m '(l2ﬂ')
ya(x) =a™ [

_ Y4,
ag

—.'I,'mlf o

_a1 9 _a1 _2(ag—aq)
=™ fx ag T M dy = g™ fx ag 202 (g

=™ fm_ld:c =™ |nz.

(Lembre que estamos considerando x € I = (0,00)). Portanto, a

solucdo geral para esse caso é

y(z) = 1™ + g™ nz,

az—aj

onde mp = T

Observacao 9.2. Nao esqueca que para achar a segunda solucao,
Y2, a partir da primeira, y;, devemos colocar a equacao de Cauchy-

Euler na sua forma normal.

CASO III: Raizes complexas

Se A = (a1 —az)? —4dazag < 0, as raizes de (9.54) serdo complexas
conjugadas, dadas por m; = a+1i8 e mg =a —1i83, com o, 3 € R.

Assim, a solugdo geral complexa nesse caso é

y(z) = cx® TP 4 cgu=0,
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Observe que ¥ = (e"®)8 = ¢ifn® 5 qual pela formula de Euler 9

se reduz a " = cos(Binz) + isen (Blnz). Assim,

2 + 7% = 2 cos(Binx)

2P — 7% = 2isen (Blnz).

Como c1 22T ez~ ¢ solucdo geral de (9.53) e dessa maneira as
constantes c] e cg sd0 quaisquer, escolhamos duas solugoes conve-
nientes de (9.53): uma obtida quando ¢; = 1 = ¢3 e outra quando

c1 =1ecp=—1. Assim, no primeiro caso, obtemos a solugao
7y = 208 4 7B — 229 cos(Bin)
e no segundo caso, a solugao
Ty = 2T — 29710 — 1 %9jsen (Binz).

Como multiplo de solugdo de equacao linear homogénea é solugao,
considere as solugbes 71 = 7;/2 = x%cos(fBlnx) e Yo = Yy /21 =
x®sen (Blnx). Nao é dificil provar que 71 e Yo sao L.I. (use o

Wronskiano!), logo a solugao geral real de (9.53) é dada por
y(x) = x%[c1 cos(fBlnz) + casen (Blnx)).

Para resolvermos a equagao de Cauchy-FEuler nao homogénea (9.52)
o método dos coeficientes a determinar ndo pode nos ajudar, uma
vez que esse método é aplicado a equacdes com coeficientes cons-
tantes. Dessa maneira, para resolvermos a parte nao homogénea da
equagao de Cauchy-FEuler temos que recorrer ao método de variagao

de parametros.
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Exemplo 9.1. Resolva o P.V.C.
22%y" +ay’ = 2,y(0) = Ly'(1) = —1.

Como se trata de uma equacdo de Cauchy-Euler (lembre bem o
formato das equagoes de Chauchy-Euler, a sua maior caracteristica
é que ela s6 possui termos onde a poténcia de x coincide com a
ordem da derivada, por exemplo, x"y(”)).

Nesse caso a equacao indicial da homogénea associada é
om? —m = 0,

cujas raizes sao m; = 0,mg = 1/2. Assim, a solucdo geral da
equacio homogénea associada 2z2y” + xy’ = 0, nesse caso, é

Ye(x) =1 + 02:131/2.

Achemos agora a solucao particular da equacao nao homogénea e
80 depois de encontrarmos a expressao da solucao geral da E.D.O.
dada, ou seja, da E.D.O. nao homogénea é que substituimos as
condigbes iniciais do problema.
Usando variacao de parametros (lembre que para aplicar variacao
de parametros a equacdo deve estd na forma normal!), obtemos
que y,(x) = uy(x) + uz(x)z'/?, onde u; e up sio obtidas de

up = —1, uy = =12,
Assim, y,(x) = —x + 22 = z e, portanto uma solucdo geral para a
equacao nao homogénea é

y(z) = c1 + coxt/? + 2.

Logo, y(0) =1 =1 e ¢/ (1) = ¢2/2 + 1 = —1. Consequentemente,

c1 =1 eco =—4. Entdo, a solugdo procurada é

y(z) =1 — 422 + 1.
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9.2.2 Equacao de Cauchy-Euler de ordem superior

Uma equacao de Cauchy-Euler de ordem n é da forma

d"y dy
anx"@ +-F az—— + apy = g(x), (9.55)
onde an, -+ ,a1,a9 € a, # 0 sdo constantes. A equagao homogénea
associada
d"y dy
anx"@ +-F a1z —— + apy =0, (9.56)

se resolve de modo andlogo ao apresentado para o caso de ordem
2. Dessa maneira, Yy, (z) = 2™ sera solugdo de (9.56) se, e somente

se, m for raiz da equacao auxiliar

anm(m—1)(m—2).--- . (m—n+1)+an_1m(m—1).--- (m—(n—1)+1)

+azm(m — 1)+ a1m +ao = 0.

Aqui segue a anélise do caso anterior. Se, por exemplo, n = 10
e ao resolvermos a equagao auxiliar acima, encontrarmos 5 raizes
repetidas my = mo = mg = my4 = ms, 4 raizes complexas con-
jugadas mg = a +if,m; = a —if,mg = a +iB,mg =a —if e
1 raiz real, myg. Essas raizes corresponderao, respectivamente, as
solucoes

y1(z) = 2™, yo(z) = 2™ Inz, y3(z) = 2™ (Inz)?,

ya(x) = 2™ (Inx)3, ys(z) = 2™ (Inx)*,
as quais sdo fungoes L.I..( para provar essa afirmacao calcule o

Wronskiano dessas fungoes) e,
ys(z) = 2% cos(fBlnx), y7(x) = z%sen (Blnz);
ys(x) = 2% cos(BInz), yo(x) = 2%sen (Binx)

e, finalmente

m
Yio =z,

9
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Portanto teremos a solugao geral

y(r) = c1a™ + cox™inz + cza™ (Inx)? + cpz™ (Inx)?
+esx™ (Inz)* + 2%[cg cos(BInx) + ersen (Blnx)|+

1% cg cos(BInz) + cgsen (BInx)] + crgz™.

Observacao 9.3. A equacao (9.56) pode ser transformada em
uma equacao linear homogénea com coeficientes constantes, para
isso basta fazer a mudanca de coordenadas u = Inz (u serd a
nova variavel independente) e, portanto, pode ser resolvida pelos

métodos apresentados na aula 7.

9.3 Conclusao

Na aula de hoje, vimos como podemos resolver as equagoes
de Cauhy-Euler, as quais, por meio de uma mudanca de coorde-
nadas, podem ser reduzidas a equagoes lineares com coeficientes
constantes. Dessa maneira, podemos optar resolvé-las pelas técni-
cas apresentadas nas aulas 7 e 8 ou pelas técnicas apresentadas na

aula de hoje.
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Na aula de hoje aprendemos uma técnica para resolucao de um tipo
especial de equacées lineares com coeficientes constantes: equagao
de Cauchy-Euler. Nessa técnica, o método para resolvermos a
parte homogénea é muito semelhante ao método apresentado na
aula 7, uma vez que temos que achar as raizes da equagao indicial

associada a equacao homogénea.

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos como resolver equagoes lineares

com coeficientes variaveis por meio de séries de poténcias.

ATIVIDADES

Atividade. 9.1. Resolva as EDO’s lineares nao homogénea.
a)ry”" +y =«
b) 222%y" + 5xy' +y = 2% — 2.
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