Capitulo 9

Integral de Riemann em R

Aula 9: Integral de Riemann

Meta

Apresentar ao aluno as fungoes reais que sao integraveis a Riemann. Mostraremos também
resultados como, por exemplo, Teorema Fundamental do Célculo, Mudanca de Variavel e
Integragao por Partes, os quais tém aplicagdes diretas em Equagoes Diferenciais Parciais (ver

dissertagao [5]).

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de identificar fungoes integraveis em R e aplicar
corretamente os Teoremas Fundamental do Calculo, Mudanga de Variaveis e Integragao por
Partes.

Pré-requisitos

Aula 8, Fundamentos da Matematica e Calculo I1I.
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9.1 Introducao

Oi, nesta aula, mostramos através de somas inferior e superior como verificar se uma deter-
minada funcao real limitada é integravel. De posse destas fungoes, estudamos que operagoes
elementares podem ser feitas para obter novamente uma funcao do mesmo tipo, ou seja, in-
tegravel. Em seguida, demonstramos condigoes suficientes de integrabilidade. Mostraremos
que qualquer funcao continua ou mondtona é também integravel. Assim sendo, ja estu-
damos funcoes integraveis na aula 5. Por fim, veremos alguns Teoremas, relacionados a
integrabilidade de funcgoes, que nos possibilita entender por que a integral indefinida é, em
alguns textos, considerada uma antiderivada. Entre estes estao os Teoremas Fundamental
do Calculo e Mudanca de Variavel. Aplicagoes destes dois resultados estao inseridas também

no contexto de Matematica Financeira e Ciéncias Bioldgicas.

9.2 Integral de Riemann e Exemplos

Definicao 9.1 (Particao). Um subconjunto finito P = {to,t1,...,t,} C [a,b] do intervalo
[a,b] é denominado uma partigao deste intervalo se a,b € P. Por convengao, consideraremos

quea =ty <t <..<t,=>b Denotaremos a particao P por: P:a=ty <t <..<t, =0

Figura 9.1: Particao

Definigao 9.2 (i-ésimo Intervalo). Seja P : a =ty < t; < ... < t, = b uma particao
do intervalo [a,b]. O intervalo [t;_1,t], Vi = 1,2,...n, é denominado i-ésimo intervalo da

particao P.

Figura 9.2: I-ésimo intervalo
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Exemplo 9.1. O conjunto P = {1,2,4}, @ = {1,3,4} e R = {1,2,3,4} sao partigdes
do intervalo [1,4]. Os intervalos [1,2] e [2,4] s@o, respectivamente, o primeiro e o segundo

intervalo da particao P.
Defini¢ao 9.3. Uma parti¢ao @ de [a, b] refina a partigdo P de [a,b] se P C Q.

Exemplo 9.2. A particao Q = {1, 3,4} de [1,4] nao refina a partigao P = {1,2,4} de [1, 4],
pois 2 € P, mas 2 ¢ ). Porém, a particao R = {1,2,3,4} refina a particao Q = {1, 3,4},
pois @ C R.

Exemplo 9.3. Se P e @ sao parti¢oes de um intervalo [a,b], entao P U @) é uma parti¢ao
de [a, b] que refina P e ) simultaneamente, ja que P U Q é finito e P,Q C P U Q.

Defini¢ao 9.4 (Oscilac¢ao). Seja P :a =1ty < t; < ... < t,, = b uma particao de [a,b]. Seja
f < [a,b] — R uma funcao limitada. Sejam m! = inf{f(z) : x € [ti_1, 8]} ¢ M = sup{f(z) :
x € [ti—1,ti]}, Vi=1,2,..,n. Definimos e denotamos a oscilacao de f no i-ésimo intervalo

de P por:

M’ - s »
Mf o B \/_/
p
/ w; o’
mlf /. -
my ®
0 a li-] ti b

Figura 9.3: Oscilacao
Obs 9.1. Observe que a oscilacao depende da particao estudada.
Obs 9.2. Denotaremos m/ = inf{f(z) : z € [a,b]} e M/ = sup{f(x) : x € [a,b]}.
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Exemplo 9.4. Lembre da fungdo caracteristica de Q (ver exemplo 6.15). Analogamente
podemos definir a fungao caracteristica de Q no intervalo [a, b]. Ou seja, defina f : [a,b] — R
por f(x) =1,se x € [a,b]NQ e f(x) = 0, caso contrario. Seja P:a =ty < ... <t, = b uma
partigdo qualquer de [a,b]. Como em qualquer intervalo nao-degenerado existe um nimero
racional e um irracional (ver Teorema 1.6), entdao f assume os valores 0 e 1 em qualquer
intervalo da particio P. Com isso, m! = inf{f(x) : x € [ti.1,t;]} = 0 e M/ = sup{f(z) :
z € [tiiy,t;]} =1,V i=1,2, ... n Portanto, w/ Mf mi=1,Vi=1,2..n

Exemplo 9.5. Seja f : [a,b] — R dada por f(z) = k = constante, V = € [a,b]. Considere
P:a=ty< .. <t,=nbuma particio qualquer de [a,b]. Assim, m! = inf{f(x) :

[ti1 ti]} = inf{k : x € [ti1,t ]}—ker:SUP{f():JCG [tio1,t:i]} = sup{k :
[ti—1,ti]} =k, VZ—1,2,.. n. Portanto, w/ = M/ —m!/ =k —k=0,Vi=1,2,...n

Exemplo 9.6. Seja f : [1,2] — R dada por f(z) =1,V z € [1,2) e f(2) = 2. Considere
P:1=1ty,<..<t,=2uma particio qualquer de [1,2]. Assim, m/ = inf{f () :
i,y =1, Vi =12 ..n(f(x) >1), M/ =sup{f(z): z € [ti_1, ]}—sup{lz
[tio, 6]} =1, Vi= 1,2,...,n—1 e M) = sup{f(z) : € [t,_1,2]} = 2, pois f(2) =
Portanto, w! = M/ — mi:1—1:0,Vi:1,2,...,n—1ewj;:Mf:—mf;:Q—l:1.

Defini¢ao 9.5 (Somas Inferior e Superior). Seja f : [a,b] — R uma func¢do limitada. Defin-

1mos as somas inferior e SUpG?“’ZO?“ de f em relacdo a parti@do P:a:ty<.. <t, =0,

respectivamente, por sf Zm (t; —ti1) e Sf ZMf
>
jy/qun —
M, ' mj |
mf |
0 ay 1 Ly t, b 0 a1 Ly t, b

Figura 9.4: Somas superior e inferior respectivamente

197



Obs 9.3. Note que as somas inferior e superior dependem da particao que esta sendo

considerada.

Obs 9.4. Observe que s/ (P) = Zm{(ti —tioq) > me(ti —tig) =m/ Z(tZ —tio1) =
- i= i=1
mf(ty — tnoy +tpy — typo + . 1y —t + 1, — tg) = mi(t, — to) = m! (b — a), pois
[ti—1,ti] C [a,b] (ver exercicios sobre supremo e fnfimo em niimeros reais). Assim, s/ (P) >
m? (b — a). Analogamente, S’ (P ZMft —t;q) < ZMf(ti—ti 1) Mth —
i=1
tin) = M (t, — ty_1 + th1 — ta_s + ity =t it —tg) = MI(t, —ty) = Mf(b —a).
Assim, SY(P) < MY(b— a), pois [t;_1,t;] C [a,b] (ver exercicios sobre supremo e fnfimo em
niimeros reais). Por outro lado, s/ (P) = Z mi(t; —t;_y) < Z M (t; —t;_y) = ST(P), pois

mlf < sz ,Vi=1,2,...,n (ver exercicios sobre supremo e infimo em nimeros reais). Com
isso, m/ (b —a) < s/ (P) < S/ (P) < MY (b —a).

Obs 9.5. Note que S/(P) ZMf —tio1) — me(ti —tio) = Z(sz —
=1 i=1

)(t; — tioy) Zw

Exemplo 9.7. No exemplo 9.4 vimos que a funcao caracteristica de Q em [a, b], f : [a b —

R, dada por f(z) = 1, se z € [a,0] N Q e f(z) = 0, caso contrério, satisfaz m! = 0 e
Mf =1, ‘v’i = 1,2,...,n para qualquer P a =1ty < ..<t, =0bde [ab]. Portanto,
Zm — Z1 —OeSf ZMf — Z(tl—tl_l):b—a

i=1
Exemplo 9.8. Vimos que a funcdo constante, f : [a,b] — R, dada por f(x) = k, satisfaz
= Mif =k, Vi=12 ..n, para qualquer particao P : a = to <. = b de [a, b].

Dessa forma, s/ (P) = Zml ti —ti 1) Zkt —tiq) = th —ti1) =k(b—a)e
=1
=1 =1 =1

Exemplo 9.9. No exemplo 9.6 vimos que a funcado, f : [1,2] — R, dada por f(z) = 1,
Vaoell,2)e f(2) =2satisfazm! =1,Vi=12..,n M =1,Vi=12..n-1e

Mf = 2 para qualquer particdo P : 1 =ty < ... < t, = 2 de [1,2]. Portanto, s/(P) =
n—1
Zm Z(t,-—ti_)—Q—l—leSf ZMf = (ti—ti) +
i=1 i=1
2(tn—t,) tfl—t0+2(tn—tn,1):4—1 ,1—3—tn,1
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Defini¢ao 9.6 (Integrais Inferior e Superior). Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. As

integrais inferior e superior de f sao definidas e denotadas, respectivamente, por:

b
/ f =sup{s/(P): P particio de [a,b]}

b
/ f=inf{S7(P): P particao de [a,b]}

Obs 9.6. O supremo e infimo na defini¢ao 9.6 estao sendo encontrados variando as particoes,

denotadas por P, do intervalo [a, b].

Exemplo 9.10. No exemplo 9.7 vimos que para a fungdo caracteristica de Q em [a,b], [ :

[a,b] — R, dada por f(x) = 1,sex € [a,b]NQe f(z) = 0, caso contrario, satisfaz s/ (P) = 0 e
b

ST(P) = b—a, V P particio de [a, b]. Portanto, / f =sup{s/(P): P particio de [a,b]} =

b
sup{0 : P partigao de [a,b]} =0¢ / f =inf{S/(P): P particdo de [a,b]} = inf{b—a:

P particao de [a,b]} =b— a. ’

Exemplo 9.11. Vimos, no exemplo 9.8, que a fungao constante, f : [a,b] — R, dada por
= k, satisfaz s/ (P) = k(b —a) e ST(P) = k(b—a), ¥ P particao de [a,b]. Assim sendo,

/ f =sup{s/(P): P particio de [a,b]} =sup{k(b—a): P particio de [a,b]} = k(b—a)

e/ f =inf{S7(P): P particio de [a,b]} = inf{k(b—a): P particio de [a,b]} = k(b—a).

Teorema 9.1. Sejam f : [a,b] — R uma fungdo limitada e P, Q particées de [a,b] tais que
P C Q (isto é, Q refina P), entio s/ (P) < s/(Q) e ST(Q) < S/(P). Em palavras, quando

refinamos uma particao a soma inferior ndao diminui e a soma superior nao aumenta.

Demonstragao. A demonstracao se resume a uma particao do tipo @ = P U {c} D P,
ja que o que faremos abaixo pode ser generalizado com uma quantidade finita de passos
semelhantes. Assim sendo, sejam P :a =1 < ... <t, =beQ :a <ty < ..<tj1 <
c < tj < .. < t, = b partigoes de [a,b] (consideramos que ¢ estd no j-ésimo intervalo
de Q). Sejam M/ = sup{f(z) : = € [t;_1,c]}, M), = sup{f(z) : = € [c,t;]}. Como
[ti_1,d], [e,t;] C [tj1,t;], entdao M7, MJ, < Mf Com isso,

cl»

SHQ) - sf(P) = isz(ti— ZMft — i) = Ml (c—t;0) — ML(t; —¢)
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= Y M/t —tin)

i=j+1
= Mt - to) + MY (ty — ) + oo+ MLt — to0) + MLt — 1) + ..
+ Mty —tor) — M{(ti —to) — M{(ts —t1) — ... — ML (t;-1 — t;_0)
— M(c— ) ML(t; —¢) — M (i — ;) — MY 5 (tjse — tjs1) —
— M,{(tn—tn 1)
= M(t; —tj-1) — M) (c—tj_1) — ML(t; —c)
> MI(t;—tj) — M/ (c—t;-1) — M (t; —¢)

(

I
<

i t]—t L —cHt g —tj+c)=0.

Portanto, S¥(Q) — S/ (P) > 0. Ou seja, S7(Q) > S7(P). Analogamente, s/(P) < s/(Q). O
Corolario 9.2. Seja f : [a,b] — R limitada. Sejam P e Q parti¢oes de |a,b] quaisquer,

entdo s’ (P) < S7(Q). Em palavras, a soma inferior nunca supera a soma superior.

Demonstragao. Sejam P e @ partigoes de [a,b]. Vimos no exemplo 9.3 que P U @ é uma
particdo que refina P e @ simultaneamente. Com iso, pelo Teorema 9.1, temos que: s/ (P) <
sf(PUQ) < ST (PUQ) < S/(Q). Portanto, s/ (P) < SH(Q). O

Corolario 9.3. Seja f : [a,b] — R limitada tal que m! < f(x) < MY,V z € [a,b]. Entdo:

mf(b—a)g/abfgffgi\/[f(b—a).

Demonstracdo. Vimos na observacao 9.5 que: m/(b—a) < s/(P) < S/ (P) < M/ (b—a),V P
b

particao de [a, b]. Dessa forma, m? (b—a) < s/(P) < sup{s’(P) : P particdo de [a,b]} = / f.

b i
Ou seja, mf (b —a) < /f Por outro lado, /f = inf{S/(P) : P particdo de [a,b]} <

SH(P) < M(b — a). Além disso, pelo Coroldrio 9.2, temos que s/(P) < S/(Q), V P,Q
particdes de [a, b]. Com isso, sup{s/(P) : P particao de [a, b]} < inf{S/(Q) : @ partigao de [a, b]}

(ver exercicios sobre supremo e infimo em nuimeros reais). Ou seja, / f< / f. Portanto,

mf(b—a)g/bfg/bfﬁMf(b—a). O

200



Definigao 9.7 (Integral de Riemann). Seja f : [a,b] — R limitada. Dizemos que f é

b b
integravel a Riemann, ou simplesmente integravel, se / f= / f. Neste caso, definimos e
a a

b b )
denotamos a integral de f por: / f= / f :/ f.

Area

Figura 9.5: Integral

b
Obs 9.7. Quando houver possibilidade de confusao escreveremos / f(z).

Exemplo 9.12 (Caracteristica Nao-integravel). Vimos no exemplo 9.10 que a fungao car-
b b
acteristica de Q em [a, b], f, ndo é integravel, pois / f=0#b—a= / f.

Exemplo 9.13 (Integral da Constante). No exemplo 9.11 mostramos que a fungao constante

b b
f :la,b] — R, dada por f(z) = k, satisfaz: / f= / f =k(b—a). Logo, a fungao constante

b
¢ integravel e / f=k{b—a).

Vejamos, agora, duas maneiras equivalentes de definir integral utilizando somas inferior

e superior. Estes conceitos estao enunciados no
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Teorema 9.4 (Caracterizacao de Integracao). Seja f : [a,b] — R limitada. Entao, f €
integrdvel < dado € > 0, existem P e Q particoes de [a,b] tais que ST(Q) — s/ (P) < ¢ &
dado e >0, eviste R:a =ty < ... < t, = b particio de [a,b] tal que ST(R) — s/(R) =

Zw — 1) < e.

Demonstragdo. Suponha, primeiramente, que f ¢ integravel. A defini¢ao 9.7, nos diz que:

/ / f= / f. Ouseja, sup{s/(P) : P particao de [a,b]} = inf{s/(Q) : Q particao de

[a,b]}. Isto nos diz que, dado € > 0, existem P, Q) particoes de [a, b] tais que S7(Q)—s/(P) <
g, pois, pelo Coroldrio 9.2, s/(P) < S7(Q), V P,Q particdes de [a,b] (ver exercicios sobre
supremo e infimo em ndmeros reais). Suponha que existem P, () partigdes de [a, b] tais que
SH(Q) — s/ (P) < e. Vimos, no exemplo 9.3 que R = P U Q refina P,Q simultaneamente.
Dai, usando o Teorema 9.1, que S/ (R) — s/(R) < Sf(Q) - sf(P) <e SeR:a=t)<

. < t, = b, entao, pela observacao 9.5, Sf( Zw —t;i—1) < e. Agora,

suponha que dado ¢ > 0 existe R parti¢ao de [a,b] tal que Sf(R) — s/(R) < . Entao,
sup{s/(P) : P particdo de [a,b]} = inf{s/(Q) : Q particdo de [a,b]}, pois, s/(P) < S(Q),

V P, particoes de [a, b] (ver exercicios sobre supremo e infimo em nimeros reais). Ou seja,

b b
/f :/ f. Portanto, f é integrdvel. 0

Exemplo 9.14. Dado ¢ > 0, seja R : 1 =ty < ... < t, = 2 partigao de [1,2] tal que
2 —t,_1 < e. Vimos no exemplo 9.9 que a fungao, f : [1,2] — R, dada por f(z) = 1,
Vr e [1,2) e f(2) = 2 satisfaz: s/(P) = 1 e S/(P) = 3 —t,_1, V P particao de [1,2].
Portanto, S/(R) — s/(R) = 32— th—1 —1 =2—1t,1 < e. Utilizando o Teorema 9.4, f é

integréavel. Por outro lado, / f= / f = sup{s’(P) : P é particao de [1,2]} = sup{1 :
1 J1

2
P ¢é partigao de [1,2]} = 1. Ou seja, / f=1
1

202



Exercicios de Fixacao

1. Considere o intervalo [0,4]. Seja f(z) = 2, V x € [0,4]. Encontre as somas inferior e
superior de f para as partiges P = {0,1,2,4} e @ = {0,2,3,4}. Podemos dizer que @
refina P?

2. Seja f(z) =2, Vaxe€l0,1)e f(z) =1,V x €[1,2]. Mostre que f é integravel e calcule

sua integral.

3. Seja g(x) =2,V el0,1)eg(x) =3 Vaell,2]. Mostre que g é integravel e calcule

sua integral.

4. Suponha que f : [a,b] — R é tal que f(x) = 0 exceto para os valores ¢y, g, ..., ¢, € [a,b].
Mostre que f é integravel e que /b f=0.

5. Sejam ¢ < d pontos em [a,b].a Seja f : [a,b] — R dada por f(z) =k, se x € [c,d] e

b
f(z) =0, caso contrario. Mostre que f é integrével e que / f=k(b-a).
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9.3 Propriedades da Integral de Riemann em R

No Lema a seguir provaremos uma outra maneira de encontrar a oscilacao de uma funcao,

definida em um intervalo, em um subintervalo de uma particao qualquer do seu dominio.

Lema 9.1 (Caracterizagao da Oscilagao). Considere o intervalo [t;_1,t;]. Entdo w = Mf
m] = swp{|f(z) = f(y)| : 2y € [ti, ti]}-

Demonstrag¢io. Vamos provar que M; —m! = sup X;, onde X; = {|f(z) — f(y)| : z,y €
[ti—1,t;]}. De fato, sejam x,y € [t;_1,t;]. Considere, sem perda de generalidade, que f(z) <
f(y). Observe que | f(z)—f(y)] = f(y)—f(z) < M/ —m!. Ouseja, M/ —m! é cota superior
para X;. Agora, dado ¢ > 0, tem-se que existem ¢, d € [t;_1,t;] tais que le —¢e/2 < f(e)
em! +¢/2 > f(d) (ver definicoes 1.11 e 1.12). Portanto, |f(c) — f(d)| > f(c¢) — f(d) >
M —¢/2 —(m! +¢/2) = M —m! — <. Ou seja, |f(c) — f(d)] > M/ —m! — ¢, onde

¢,d € [ti—1,t;]. Dessa forma, usando a defini¢ao 1.11, concluimos que M; f —mf =supX;. O

Teorema 9.5 (Propriedades da Integral). Sejam f, g : [a,b] — R integrdveis. Entao valem

as sequintes afirmagoes:

b b b b b
i) f+g,fg sao mtegrciveise/(f—i-g):/ f—I—/ ge/ k:fzk/ f, ou em palavras,

a integral da soma é a soma das integrais e a constante pode ser retirada da integral;

ii) Se 0 < ¢ < |g(x)|, V = € [a,b], onde ¢ € uma constante, entio f/g : [a,b] — R €

integrdavel;
b b
i) /() < g(o), Vaclatl= [ 1< [ g

iv) |f]: [a,b] — R, definida por |f|(x) = |f(x)|, V = € [a,b], € integrdvel e

< [

ou em palavras, o modulo da integral é menor ou igual a integral do modulo.

Demonstragao. Seja P:a =ty < ... <t, =buma partigao de [a, b].

i) Vimos que sup(f + g) < sup f + supg (ver exercicios de supremo e infimo em numeros
n n

reias). Assim sendo M/ < M/ +M?. Com isso, S/H9(P) = Z M9t —t,1) < Z(Mif%—
M) (t; —ti_q) ZMf tiy +ZM9 (ti —t;i_1) = ST(P)+ S9(P). Ouseja, S/H9(P) <
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b
ST(P)+S9(P). Observe que,/ (f+g) = inf{STH9(R) : R é particio de [a,b]} < STT9(P) <
ST(P) + S9(P), V P particao de [a,b]. Dessa forma, se ) é uma particio de [a,b], tem-se

que: P U Q refina P, @ simultaneamente, pelo exemplo 9.3. Portanto, pelo Teorema 9.1,

/b(f +g) < SH(PUQ)+ S/ (PUQ) < SH(P)+ S9Q). Deste modo, pelo exemplo 1.9,
concluimos que 7(]” +g) < inf{SY(P)+ 59(Q) : P,Q sao particdes de [a,b]} = inf{S’(P) :
P ¢ partigao de [a,b]} + inf{S9(Q) : @ é partigao de [a,b]} = / f+/g = / f+/ g,
pois f,g sao integraveis. Ou seja, / (f +9) / f+ / g. Analogamente, prova-se

que/f+/g</ (f+9). Assnn/f+g /f+/g</ (f + g). Ou seja,

/(f+g) /(f—l—g) Por outro lado, peloCorolar109.3,/ (f+g)_/(f—|—g) /(f—l—g).

b b
Logo, / (f+9) = /f+g Ouseja,f—l—géintegrévele/(f—i—g):/(f+g)S

/f+/g</ (f+9) = /(f+g).Istoé, /ab(f+g)Z/abf+/abg.Agoravamos

provar que fg é integravel. Como f, g sao integraveis, entdo f, g sdo limitadas. Assim, existe
d € R tal que |f(z)],|g(z)] < d,V x € [a,b]. Sejam z,y € [t;_1,t;]. Logo, pelo Lema 9.1,
conclufmos que: |fg(x)—fg(y)| = |f(x)g(x) = f(x)g(y)+f(2)g(y)— fW)g(y)| = | f(2)g(x) -
9+ (@)= F W)l < [f@)llg(@) =g +1f (@) = FW)llg(y)] < dwf +w]d = d(w] +wf).

Novamente, pelo Lema 9.1, temos que wf I < d(w + w?). Como f g sao integraveis, entao

dado £ > 0, existe, pelo Teorema 9.4, P partigao de [a, b] tal que Zwi ti—ti_1) <¢e/2d e
i=1

Zw?(zﬁi —t;1) < &/2d. Dessa forma, szf"(ti —t;iq1) < Zd(wf +wf)(t; — timq) <

i=1 i=1 i=1
d szf(ti_ i1 —i—Zw —ti 1] < dle/2d + ¢/2d] = e. Pelo Teorema 9.4, tem-

se que fg é 1ntegravel Em particular, se g(z) = k, V = € la,b], obtemos que kf é

b b
integrédvel (ver exemplo 9.13). Observe que, se k& > 0, obtemos: / kf = / kf =
inf{S*/(P) : P é particao de [a,b]} = inf{kS’/(P) : P é partico de [a,b]} = kinf{S/(P)

b

P é partigao de [a,b]} = k / f=k / f (ver exercicios de supremo e infimo em nimeros
a a
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b b

reias), ja que f é integravel. Analogamente, se k < 0, encontramos: / kf = / kf =

inf{S*/(P) : P é particao de [a,b]} = inf{ks/(P) : P é particio de [a,b]} = ksup{s/(P) :
b b

P é partigao de [a,b]} = k / f=k / f (ver exercicios de supremo e infimo em nimeros

b
reias), pois f é integravel . Ou seja, / kf =k f
ii) Suponha que 0 < ¢ < |g|. Vamos provar que 1/g é integravel. Sejam x,y € [t;_1,t;], assim,

9(y) —g(@)| _ wi . 1/g 2
1/g9(z) = 1/9(y)| = |————= —-. Utilizando o Lema 9.1, obtemos: w;"” < w]/c*.
1/s0) = gl = |22 =00 < 2 7/
Como foi feito anteriormente, 1/g é integravel, pelo Teorema 9.4. Assim, pelo item i),
f/g=f-1/g é integréavel.
iii) Se f(x) < g(x), ¥V = € [a,b], entdo f(z) < g(x), V = € [ti_y,t;]. Logo, m! < m? (ver

exercicios de supremo e fnfimo em ntimeros reias). Assim sendo, s/ (P) = Z m!(t;—t;i_y) <
n b b

me(ti —ti_1) = s?(P). Logo, / f= / f = sup{s’(P) : P é uma particio de [a,b]} <
i=1 a a

sup{s?(P) : P é uma particao de [a,b]} = / g= / g, pois f e g sao integraveis. Ou seja,

[r=]

iv) Sejam z,y € [t;_1,t;]. Portanto, usando o Lema 9.1, concluimos: ||f(z)| — |f(y)]] <
1f(z) = fly)] < wf E usando o mesmo resultado, obtemos: wl.f < wf Como foi feito
antriormente, pelo Teorema 9.4, |f| é integravel. Por outro lado, —f(x) < |f(z)| < f(z),
V x € [a,b]. Logo, usando os itens i) e iii), chegamos a: —/ f< / |f| < / f. Isto é,

f‘ / 7l 0

b
Exemplo 9.15. Sejam f, g : [a,b] — R integraveis, com / g=0eg(x) >0,V € |a,b

b
entao / fg = 0. Com efeito, sabemos que existem c¢,d € R tais que ¢ < f(z) < d,

Vaoe [aa, b] (f é limitada). Multiplicando por g concluimos que: cg(z) < f(z)g(z) < dg(z),
b b b
V x € [a,b]. Integrando o resultado chegamos a: 0 = c/ g < / fg < d/ g =0 (ver

Teorema 9.5). Ou seja, / fg=0.
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Lema 9.2. Seja (Q uma particdo. As sequintes igualdades sao verdadeiras: sup{sf(P) 1 Q C

P}:/Lbfeinf{sfw):czgp}:/abf. _

Demonstragio. Queremos provar que sup{s/(P) : Q C P} = sup{s’(R) : R} e inf{S/(P) :
Q C P} = inf{S?(R) : R}. Primeiramente, veja que s/(P) < s/(Q) e S/(Q) < S/(P) (ver
Teorema 9.1). Mas, {s/(P) : Q C P} C {s/(R) : R} e {S/(P) : Q C P} C {S/(R) : R},
onde tais conjuntos sdo limitados (ver observagao 9.4). Além disso, dados s/(R) e S/(R),
existe a particio P = RU @, que refina R e @Q, tal que s/(R) < s/(P) e S/(P) < S/(R)
(ver Teorema 9.1). Veja que s/(P) € {s/(P) : Q C P} e S/(P) € {S/(P): Q C P},
pois @ C RUQ = P. Com isso, sup{s’(P) : Q C P} = sup{s/(R) : R} e inf{S/(P) :

Q C P} = inf{S’(R) : R} (ver exercicios de supremo e fnfimo em ntimeros reias). Ou seja,
b b
sup{sf(P>:Qgp}:/femf{sf(P):Qgp}:/f, -

Teorema 9.6. Seja f : [a,b] — R limitada. Entio f € integravel < flaq € fliy sdo

b c b
integraveis, onde ¢ € (a,b). Neste caso, / f —/ f+/ f.

Demonstragdo. Denote g = flaq € b = flry. Sejam X = {S9(P); P particao de [a,c]} e
I = {S"(Q); Q particdo de [c,b]}. Vimos que ¥ + IT = {S9(P) + S"(Q); P, Q particoes de
[a,c| e [c,b], respectivamente}. Sejam P:a =1ty < ..<t,=ceQ:c=1t, < ..<tl, =10
particoes de [a,c| e [c,b], respectivamente. Assim, S9(P) + S"(Q ZMQ (t; — ti—1)

m

m
ZM[‘(ti —tiq) = ZM-f(ti —t;_1), onde a particao R : a =ty < ... < t, =c < ... <

%
=1

tm = b é uma particdo de [a,b] que contém c¢. Usando o Lema 9.2, temos que / f =

inf{S*(P) : {a,c,b} C P} = inf{X +11} = inf{X} +inf{I1} = /Cg+/bh (ver exemplo 1.9)

b c
Analogamente, prova-se / f= / g+

que: / f— / f= < / / ) ( / / bh) Pelo Corolario 9.3, as parcelas da
soma. acima 530 > 0. Logo, /f /f_O@/ /g_/ / 0. Ou sefa, f ¢
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b b < b c b
integravel < g e h também sao. Neste caso,/ f:/f:/g—i-/h:/ g+/ h. O

a b a
Obs 9.8. No texto convencionaremos / f=0, / f= —/ f.
a a b

Obs 9.9. Por inducao podemos generalizar o Teorema 9.6. Sejam ¢y, ¢a, .. n , entao

[ ¢ integravel < fliac]s [lier,ealss flienp) 580 integraveis. Neste caso, / / f+

R R L
e [ ]

Exemplo 9.16 (Integral da Funcdo Escada). Seja f : [0,3] — R definida por f(z) =1, se
)=2,sex € [1,2) e f(x) =3, se x € [2,3]. Portanto, pelo Teorema 9.6, f é

mtegravele/ /1+/2+/3—11—0 +2(2-1)+3(3—-2) =6.

Exercicios de Fixacao

1. Considere a fungao f(x) =z + 1, paraz € [0,1] N Q e f(z) = 0, caso contrario. Mostre

que f nao é integravel.

2. Seja f :[0,1] — R dada por f(1/n) =n,sen € Ne f(x) =0, caso contrario. Mostre

que f nao é integravel.
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9.4 Teoremas Importantes sobre Integrabilidade

Teorema 9.7 (Integrabilidade de Fungoes Continuas). Toda fun¢do continua f : [a,b] — R

€ integrdvel.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Como [a, b] é compacto, utilizando
o Teorema 6.14, concluimos que f é uniformemente continua. Com isso, dado € > 0, existe
d > 0tal que V z,y € [a,b], com |z —y| < 0, tem-se | f(z) — f(y)] < ﬁ. Vamos provar que
f ¢ integrével. Seja P :a =ty < ... <, = b uma partigao de [a,b] tal que |t; — t;_1] < 9,
Vi=1,2,...,n. Como f é continua em [a,b], entao f é continua em [t;_q,¢],Vi=1,2,..,n
(ver Teorema 6.1). Dessa forma, f é uniformemente continua em [t;_1,%;], Vi = 1,2,....n,
pelo Teorema 6.14 ([t;_1,t;] é compacto). Assim sendo, usando o Teorema 6.11, concluimos
que existem z;,y; € [t;i_1,t;] tal que f(z;) < f(x) < f(y;), ¥V « € [ti_1,t;]. Observe que

€
lz; — il < |ti —tica| < 8. Logo, f(y:) — fx:) = |f(z:) — fly)] < — Portanto,

n n

szf(ti — 1) = Z[f(@/z) — fl@)](ts —tis1) < 2 2 Z(t’ —tiq) = 2  b—a=c. Ou

; —a“ —a
=1 =1

seja, szf(ti —t;—1) < e. O Teorema 9.4 nos garante que f é integréavel. O
i=1

Exemplo 9.17 (Intgrabilidade do Seno, Cosseno, Polinémio). Vimos nos exemplos 6.8 e 6.9

que as fungoes seno, cosseno e polinomial sao exemplos de fungoes continuas em [a, b]. Logo,

estas funcoes sao integraveis pelo Teorema 9.7.

Exemplo 9.18. Vimos no exemplo 9.14 que a fungéo f : [1,2] — R dada por f(x) =1,V x €
[1,2) e f(2) = 2 é integrdavel. Analogamente ao que foi feito no exemplo 6.1, encontramos

que f é descontinua em 2. Assim, a reciproca do Teorema 9.7 é falsa.
Teorema 9.8 (Integrabilidade de Fungoes Monétonas). Toda funcao f : [a,b] — R mondtona

€ integrdvel.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R uma fungdo nao-crescente e nao-constante. Se f fosse

constante o problema estaria resolvido pelo exemplo 9.13. Dado € > 0, seja P : a =ty <

€

. < t, = b uma particao de |a,b] tal que |t; — t,_1] < ————. Observe que f(b) <

fla) e f(t;) < f(ti—1), pois f é nao-crescente. Portanto, Zw{(ti —tiq) = Z[f(ti,l) -
i=1 i=1
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€ €
)t —tic1) < ———~ tic1) — f(t;)) = ——=<f(a) — f(b) = . Ou seja,
FONs = i) < o DS hn) = £6) = =g (0) = 109 j
Z w; ti—1) < e. O Teorema 9.4 nos garante que f é integravel. Analogamente, prova-se
0 caso f nao-decrescente. O

Exemplo 9.19. A reciproca do Teorema 9.8 nao é verdadeira, pois a fungao seno € integravel

mas nao ¢ mondtona em [0, 27].

Exemplo 9.20. A fungao caracteristica de Q em [a,b] ndo é uma fun¢do monétona, pois

nao é integravel. (ver exemplo 9.12).

Definicao 9.8 (Integral Indefinida). Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel, onde [a, b] C

R é um intervalo. Se existe y € [a, b] tal que g : [a,b] — R é dada por: g(z) = g(y) +/ f,
Yy
Vx € [a,b], entdao dizemos que g é a integral indefinida de f.

Exemplo 9.21. Considere a fungao constante f : [0,1] — R dada por f(z) = k. Defina

g :[0,1] — R por g(x) = kx. Com isso, g(O)—i—/ f—0+/ k=kr=g(x),Vxel01l]
0 0
(ver exemplo 9.13). Portanto, g é a integral indefinida de f.

Definicao 9.9 (Primitiva). Seja f : [a,b] — R uma funcao integrével, onde [a,b] C R é um

intervalo. Se g : [a,b] — R é uma fungao derivavel tal que ¢'(z) = f(z), dizemos que g é a

primitiva de f.

Obs 9.10. Observe que a primitiva, quando existe, nao é tinica. De fato, se g é uma primitiva
de f, entdao g + k também é, onde k é uma constante. J& que (g(z)+ k) = ¢'(z) +0 = f(x),
V x € [a,b] (ver exemplo 9.13).

Exemplo 9.22. Seja f : [0,1] — R dada por f(z) = 2™, para algum n € N. Defina

n+1 D™
g:[0,1] — R por g(z) = x—i— T Assim sendo, ¢'(z) = u =z" = f(x). Com isso, g
n
é primitiva de f.

n+1

Exemplo 9.23. A funcgao seno é a primitiva da fun¢ao cosseno em |a, b], pois sen’z = cos z,
V x € [a,b] (ver exemplo 7.4). A fungdo constante é a primitiva da fungao identicamente

nula, pois a derivada da constante é 0 (ver exemplo 7.1).

Exemplo 9.24. Vimos no exemplo 7.30 que a funcao f : [—1,1] — R dada por f(z) = —1,
se —1<z<0e f(x)=1,s8¢ 0 <z <1 ndo possui primitiva.
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Teorema 9.9 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja I C R wm intervalo. Sejam f,g :
I — R, onde f € continua em I. Entao existe y € I tal que g(x) = g(y) —i—/ fed@)=

Yy
flz),YVxel.

Demonstra¢ao. =) Sejam z,z + h € I. Assim, pelo Teorema 9.6, concluimos que:

+/z+hf—(g<y> /) / (:
[ /f
!Z f_l ;@)

h
'S

gz +h) — g(2) _
LI fe) =

h

A integral de f existe, pois f é continua (ver Teorema 9.7). Além disso, dado € > 0, existe
d>0tal que Vo €I, com |x —z| <9, tem-se |f(x) — f(2)] < €. Dessa forma, usando o

Teorema 9.5, com 0 < |h| < 0 e z+ h € I, concluimos que:

g9(z+h) —9(2) _ | = R
RIS ) - | [
z+h
< || [ -l
< % /Z'ZJrh&j
1
< E |h|€
= &
Assim sendo, ;llli% 9z + hlz —9) _ f(2)| =0.1Isto é, ¢'(2) = }lg% 9z + h}z —9(2) = f(2)

<) Reciprocamente, suponha que ¢'(z) = f(z), Vo € I. Defina A : [ — R por A(z / f.

Pelo que foi feito na demonstracao, X' (x) = f(x), V z € I. Dessa forma, X (z) = ¢'(
seja, N(z) — ¢'(z) = 0. Isto é (A — g)(z) = 0. Pelo Corolario 7.13, conclulmos que
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AMz) — g(z) = k, onde k € R é constante. Como k = A(y) — g(y) = f—9ly) = —g(y)

(ver observagoes do Teorema 9.6). Portanto, g(z) = AN(z) —k=g(y)+ | f,Vxzel. O
Yy

b
Obs 9.11. Com as hipdteses estabelecidas no Teorema 9.9 temos que ¢g(b) = g(a) + / I

b
Ou seja, g(b) — g(a) = / f. Neste caso, para calcular a integral de uma funcao integravel

basta encontrar sua primitiva, caso isto seja possivel.

Exemplo 9.25 (Integral do Seno e do Cosseno). Usando o Teorema 9.9, podemos concluir

que / sen = — cos(m) —[—cos(0)] = 1+1 = 2. E que, / cos = sen(m) —sen(0) = 0—0 = 0.
0 0

Exemplo 9.26 (Integral do Polinomio). Seja f : [0, 1] — R dada por f(x) = 2", paran € N.
n+1
Seja g : [0,1] — R definida por g(z) = x+
n

1 1n+1 ot 1
/0 f:n+1 Tn+l ntl
Teorema 9.10 (Mudanga de Variavel). Sejam f : [a,b] — R continua e h : [c,d] — R € C1,

com h([e,d]) C [a,b]. Entao,
[ = [Cromn
h(c) c '

h(d)

Demonstrac¢ao. Usando o Teorema 9.9, concluimos que / f = gh(d) — g(h(c)) (f é
h(c)

continua), onde g é a primitava de f em [a, ], i.e, ¢'(x) = f(x), V = € [a,b]. Com o Teorema

7.3, concluimos que (goh)' (z) = ¢ (h(z))W (z) = f(h(x))h'(z),V = € [a,b]. Portanto, goh é a

primitiva de (foh)oh’ : [c,d] — R, a qual é continua, pois f é continua e h € C*. Novamente,

T Dessa forma, pelo Teorema 9.9, obtemos:

d
usando o Teorema 9.9, chegamos ao seguinte resultado: / (foh)h =goh(d) —gohl(c) =

h(d) d h(d)
g(h(d)) — g(h(c)) = / _f portm, / (f o W) = / o =

Exemplo 9.27. Seja f : [0,7/2] — R dada por f(x) =cosz e h:[0,7/4] — R definida por

h(z) = 2z. Usando o Teorema 9.10, concluimos que:

w/ T/ w/ (m/4) /2
2/0 4COS(2I) :/o 4(308(29(;)2 :/0 4(foh)h’ = /hh 4 f :/0 cos = sen(m/2)— sen(0) = 1.

(0)
w/4
Ou seja, / cos(2x) = 1/2.
0
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Teorema 9.11 (Integracio por Partes). Sejam f,g:[a,b] — R € C'. Entao:

b b
/ f'g = FB)g(d) — f(a)gla) — / 1d.

Demonstragao. Primeiramente, usando o Teorema 7.2, concluimos que: (fg)'(x) = f'(z)g(z)+

f(z)d' (x), ¥V x € [a,b]. Com isso, fg éa primitiva de f'g + fg¢'. Portanto, utilizando os Teo-
b
remas 7.2 e 9.9, chegamos a / f'qg +/ fq = / [f'g + fg'l = f(b)g(d) — fla)g(a).

Consequentemente,/ f'g=f()g(b) — / fq'. O

Exemplo 9.28. Sejam f,¢g : [0,7] — R dadas por f(z) = cosz e g(z) = z. Logo, pelo

Teorema 9.11, obtemos / cos(z)r = sen(m)m — sen(0)0 —/ sen(z)(x) = —/ sen =
0 0 0
cos(m) —cos(0) = -1 —1=—2.

Teorema 9.12 (Teorema do Valor Médio para Integrais). Sejam f,g : [a,b] — R fungaes,
com f continua, g integrdvel e g(z) >0,V x € [a,b]. Assim, existe y € [a,b] tal que

/abfng(y)/abg

Demonstra¢ao. Como f é continua no compacto [a,b], entao, utilizando o Teorema 6.11,
existem ¢, d € [a,b] tais que f(c) < f(z) < f(d), V « € [a,b]. Como g(z) > 0,V z € [a,b],

entdao f(c)g(z) < f(x)g(z) < f(d)g(z), V x € [a,b]. Pelo Teorema 9.5, f(c / g < / fg <

b b
f(d)/ g. Observe que a funcao (/ g) f i [a,b] — R é continua (ver Teorema 6.6). Agora,

usando o Teorema 6.8, concluimos que existe y € [a, b] tal que
b b
/ fo= 1) / g

b
Corolario 9.13. Seja f : [a,b] — R continua. FEntdo existe y € [a,b] tal que / f =
f)(b—a).

]

Demonstragao. Defina a fungao g : [a,b] — R por g(z) = 1. Lembre que g é integravel e

b
/ g =b—a (ver exemplo 9.13). Além disso, g(x) =1 >0, ¥V = € [a,b]. Dessa forma, pelo
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b b
Teorema 9.12, existe y € [a, b] tal que / fg= f(y)/ g=f(y)(b—a). O

Exemplo 9.29. Como a fungao cosseno é continua e a fungao seno é nao-negativa e integravel
s

em [0, 7], entao, usando o Teorema 9.12, concluimos que existe y € [0, 7] tal que sen cos =
0

cos(y)/ sen = cosy[— cos(m) + cos(0)] = cosy(l + 1) = 2cosy. Ou seja, / sencos =
0 0
2 cosy.

Teorema 9.14 (Férmula de Taylor com Resto Integral). Seja f: I — R n vezes derivdvel

com f™ continua em [y,y + h), onde y,y +h € I. Entdo:

_ / F" D) A=, n
f(y+h)—f(y)+f(y)h+...+mh —|—|:/0 Wf( )(y—l—th)}h.

Demonstragao. Precisaremos da funcao auxiliar g : [0,1] — R, dada por g(t) = f(
th). Veja que, usando o Teorema 7.3, encontramos ¢'(t) = f'(y + th)h, ¢"(t) = f"(
th)h?, ..., g™ () = f™(y + th)h™. Portanto, ¢'(0) = f'(y)h, ¢"(0) = f"(y)h?,...,g™ (0

f™(y)h™. Com isso, a férmula dada no Teorema 9.14 é equivalente a:

+ o+

y
Y
)

A=

(n-1) 1
g(1) =g(0)+4¢'(0) + ... + H +/0 ((n — D g™ (t).

Vamos provar esta formula por indugao sobre n. Se n = 1, temos que provar que:

Porém, este fato segue diretamente do Teorema 9.9. Suponha, agora que

g<1>=g<o>+gf<o>+...+M+/1M :

(1) e

Vamos provar que:

o) =90 +90) ot S0 [EZ0 ey

n! n!

1 — ¢y

1
1—-1)" 1—-0)
Usando o Teorema 9.11, concluimos que: / ( u ( )"
0

n . n) .
o 9" (1) =———g"(0)

L (1 — )1 L1 _ 4)n—1 (n)
[ M o =~ Lo [P < -0 ) g0-g(0)-

g () =
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(n-1) ) L—n
- g(nfi)og Portanto, g(1) = g(0) + ¢'(0) + ... + g n,(O) +/0 %g(nﬂ)@' -

Exemplo 9.30. Veremos que ™ = e (ver Teorema 10.2). Assim,

11 1 T1-1)°,
e—1+1+§+§+...+§+/0 ol e.

Ou seja,

Exercicios de Fixacao

b b
1. Sejam f,g : [a,b] — R continuas tais que / f= / g. Mostre que existe ¢ € [a, b] tal
que f(c) = g(c).
2. Mostre que f(z) =sen(1l/z), se x € (0,1] e f(0) = 0 ¢ integravel.

2

3. Encontre a derivada da funcao F(z) = / (14371,
0

1 4
4. Use o Teorema 9.10 para calcular as integrais / tvV1—t?e / cos vt/ V't
1

0

9.5 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é relavante concluir que em muitos casos nao é possivel,
manualmente, calcular uma integral. Porém, alguns resultados como, por exemplo, os que nos
dao condicoes suficientes para integrabilidade, nos garantem a existéncia de certas integrais,
mesmo que nao informe o valor desta. Assim sendo, nestes casos, a existéncia da integral esta
obtida. Em Matematica este fato é, muitas vezes, a informacao mais importante que podemos
inferir. Portanto, avaliar a existéncia da integral nao deve ser menosprezada. Mesmo porque

nao faz sentido calcular a integral de uma funcao nao-integravel.
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9.6 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno, o conceito de integracao de funcoes reais limitadas.
Mostramos resultados de grande utilidade nao s6 na Matematica, como também em diversas
areas do conhecimento. Por exemplo, estudamos os Teoremas Fundamental do Célculo e da
Mudanca de Variavel. Além disso, verificamos de que maneira estes podem ser aplicados e

encontramos condigoes suficientes para que uma determinada funcao seja integravel.

9.7 Exercicios Propostos

Exercicios:

1. Defina f: [0,1] — R, pondo f(0) =0e f(z) =1/2" se 1/2" <2 <1/2", n € NU{0}.

1
Prove que f é integravel e calcule / f.
0

2. Seja f : [—a,a] — R integravel. Se f é uma fungao impar, prove que / f=0. Se

porém, f é par, prove que / f= 2/ f.
—a 0

3. Prove que se f,g : [a,b] — R sdo integrdveis entao sao também integraveis as fungoes
@, : |a,b] — R, definidas por ¢(x) = max{f(z),g(z)} e ¥(z) = min{f(z),g(x)}. Conclua
que as fungoes f, f_ : [a,b] — R dadas por fi(z) = 0se f(x) <0, fi(x) = f(x)se f(z) > 0;
f-(z)=0se f(x) >0e f_(x) =—f(x) se f(x) <0 sao integraveis.

4. Seja f : [a,b] — R degzcrivével com f’ integravel. Prove que para quaisquer x,c € a, b,
tem-se f(x) = f(c) + / f'. conclua que o Teorema 9.14 vale com integravel no lugar de

continua.
5. Dada f : [a,b] — R com derivada integravel, seja m = (a+b)/2. Prove que f(a)+ f(b) =
b

2/0-a) [ /@) + @~ m) (@),

a
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9.8 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel, com f(x) >0,V x € [a,b]. Se f é continua
b
em ¢ € [a,b] e f(c) > 0, prove que / f>0.

Demonstracao. Como f(c) > 0, entdo, pela demonstragao do Teorema 6.4, existe § > 0 tal

que ¥V x € (c—6,c+9), tem-se f(z) > f(c)/2 > 0. Consequentemente, V x € [c—3/2,c+0/2],
c+6/2

b c—6/2
tem-se f(x) > f(c)/2 > 0. Com isso, pelos Teoremas 9.6 e 9.5, / f= / f+/ f+
a a c—5/2

/bmfz /ac_6/2f+/:+5/2f(c)/2+/b :/ac_5/2f+[c+5/2—(c—5/2)]f(c)/2+

f
+ 5/2 c+3/2

c—6/2 c—5/2 b
[/+5]/2f / f+df(c )/2+/+6/2f>/a f+/c+5/2f20, pois f(z) >0,V z €
a,b -

Ex2. Seja f : [a,b] — R integravel. Prove que a fungdo F' : [a,b] — R, definida por

F(z) = f, é Lipschitziana. Conclua que F' é uniformemente continua.
a

Demonstmgao Como f é integravel, entdo existe M > 0 tal que ]f( ) < M,V zx €
Utilizando os Teoremas 9.6 e 9.5, obtemos: |F(z)— F(y) ‘/ f— /
S/ | f S/ M = M|z—y|,V z,y € |a,b]. Por-
y

A=l o] =] A=

tanto F é uma funcao Lipschitziana. Pela Proposicao 6.2, F' é uniformemente continua. [

Ex3. Sejam f : [a,b] — R continua e o, 5 : I — [a,b] derivaveis. Defina ¢ : I — R pondo
Blz)
plr) = / [, ¥ @ el Prove que ¢'(x) = f((x)) 5 (x) — f(a(z))a'(x), V x € [a,b].

(z)

Demonstracao. Seja ¢ € (a,b). Defina as fungoes F(z / feGy / fiVaxyce

[a,b]. Vimos no Teorema 9.9 que F'(z) = f(z) e G'(y) fly), ¥ x,y € [a,b] (note que
Y (2) /3($)

6w =[5 Venae o) = [ = [Tre [ 1= FEw) + o)

V z € [a,b]. Com isso, pelo Teorema 7.3, obtemos: ¢'(z) = F'(3(x))3'(z) + G'(a(x))d/(z) =

f(B(2))B'(x) = fe(x))a'(z), V x € [a, b]. -
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Auto-Avaliacao

Sou capaz de aplicar de identificar fungoes integraveis em R e aplicar corretamente os Teo-

remas Fundamental do Calculo, Mudanca de Variaveis e Integracao por Partes?

Proxima Aula

Caro aluno, na proxima aula, estudaremos, através de integral de Riemann, as propriedades
ja conhecidas do ensino basico para o logaritmo neperiano. Além disso, aproveitamos os

conceitos que aprendemos para definir integracao impropria.

218



Referéncias Bibliograficas

[1] Bartle, R. G., Sherbert, D. R., Introdution to Real Analysis, Third Edition, New York,
JohnWiley and Sons,Inc., 2000. 399p.

2] Figueiredo, D., Andalise I, Segunda Edicao, Rio de Janeiro, LTC, 2008. 266p.

(3] Lages, E., Curso de Andlise vol. 1, Décima Segunda Edic¢ao, Rio de Janeiro, IMPA,
2008. 431p.

[4] Rudin, W. Principles of Mathematical Analysis, Third Edition, New York, McGraw-
Hill, Inc., 1976. 351p.

[5] Melo, W. Existéncia de Solgoes Classicas para as Equagoes de Burgers e Navier-
Stokes, Recife, 2007. 115p.

Professor Revisor

Professor Wilberclay Gongalves Melo

219





