Capitulo 10

Logaritmo Neperiano e Integracao

Improépria

Aula 10: Logaritmo Neperiano e Integracao Imprépria

Meta

Apresentar ao aluno, as principais propriedades da func¢ao logaritmo neperiano utilizando
uma definicao alternativa e de grande intuicao geométrica. Além disso, mostramos uma nova

teoria de integrais, as chamadas integrais improprias.

Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de utilizar corretamente as propriedades das

funcoes logaritmo e exponencial, como também saber aplicar o Teste da Integral.

Pré-requisitos

Aula 9, Fundamentos da Matematica e Célculo II.
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10.1 Introducao

Oi, nesta aula, apresentamos uma definicao da funcao logaritmo que envolve o conceito
de Integral de Riemann, visto na aula 9. Com esta, é possivel provarmos as principais
propriedades conhecidas do ensino béasico para tal fungao, como, por exemplo, o logaritmo
do produto é a soma dos logaritmos. Em particular, verificamos a bijetividade desta funcao,
ou seja, mostramos a existéncia da funcao inversa para a fungao logaritmica, a qual chamamos
funcao exponencial. A partir dai, questionamos se é possivel estabelecer os resultados, vistos
no caculo elementar, para esta funcao. A resposta é afirmativa e estd descrita nesta aula.
Por fim, apresentamos como integrar impropriamente fungoes que posuem singularidades
no intervalo contruido pelos limites de integracao. Com este novo conceito, acrescentamos
um novo teste para séries numéricas. Este é chamado Teste da Integral. Para o aluno
mais interessado, mostramos uma outra maneira de definir Integral de Riemann, através do

conceito de conjunto de medida nula.

10.2 Logaritmo Neperiano e Funcao Exponencial

Defini¢ao 10.1 (Logaritmo). Defina a funcao In : (0,00) — R por:

1
lnx:/ —.
1 Y

Esta funcao é denominada funcao logaritmica. O nimero real Inx é chamado logaritmo

neperiano de z ou logaritmo de x na base e.

1/x

Area —

Figura 10.1: Logaritmo Neperiano
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Teorema 10.1 (Propriedades de In). As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

i) In1=0,Inz>0paraz>1elnz <0 para x € (0,1);

ii) In € uma funcdo crescente;

iii) In'z = i, Ve (0,00);

iv) In(zz) =Inz+1Inz, Inz? = glnz, In(x/z) =Inx —Inz, para ¢ € Q e x,z € (0,00);

v) In € sobrejetiva.

1

1

Demonstragao. i) Note que In1 = / — = 0 (ver observagoes do Teorema 9.6). Seja = €
1Y

“1 1
(0,1), entao Inx = / - = —/ — <0, pois 0 < x <y < 1 (ver observagoes do Teorema
1 Y z Y

1
9.6 e Teorema 9.5). Além disso, se z > 1, temos que Inz = / — >0, porque 0 < 1 <y
1 Y

(ver Teorema 9.5).

ii) Vamos provar que ln é Crescente Seja 0 < z < z, entao, pelo Teorema 9.6, concluimos

1
que Inz = / - < / / / =Inz, ja que / — > 0. Ou seja, In é crescente
z Y

(ver definigao 5 6).

iii) Como a fungao y +— 1/y é continua para y € (0,00), e com o Teorema 9.9, obtemos:

, (/f1>’ 1
In"z = - =-.
1 Y z
iv) Usando os Teoremas 9.6 e 9.10, temos que: lnzz = - = -+ - = -
1 Y Y 1 Y

/ — =Inz+1Inz Isto é, Inzz = Inz +1Inz, V 2,z € (0,00). Além disso, usando o item
LU

anterior juntamente com indu¢do matemadtica concluimos que Inz"™ = nlnz, V = € (0, 00)

. Ou seja,

en € N. Portanto, 0 = Inl = Ina2"z™ = Inz" + Inz™ = nlnx + Inzx
Inz™ = —nlnz,Vn € Nex € (0,00). Dessa forma, Ina? = plnz,Vp € Zex € (0,00). Seja
q=p/r € Q. Com isso, plnz = In2? = Inz®"" = rlna?/” = rIn2?. Consequentemente,
Inz? = p/rinz = glnz, V z € (0,00). Portanto, In(x/2) = In(zz™') = lnz +Inz"! =
Inx —Inz. Isto é, In(z/2) =Inz —Inz, V z,z € (0,00).

v) Como In é derivavel, entdo In é continua (ver Teorema 7.1). Dessa forma, usando o
Teorema 6.9, temos que In(0,00) é um intervalo de R. Afirmamos que este intervalo é R.
Com efeito, In2" = nln2 e In2™™ = —nln2 V n € N. Como In2 > 0, entao limIn2" =

Iimnn2 = oo e limln2™ = lim—nln2 = —oco. Com isso, dado A > 0 existe N € N tal
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que In2Y > A (pois limIn2" = oo0). Mas, In1 = 0. Como In(0,00) é um intervalo, entdao

existe a € (0,00) tal que Ina = A. Ou seja, A € In(0,00). Analogamente, se B < 0, entao

B € In(0,00) (use limln2™" = —o0). Consequentemente, In(0,00) = (—o0,00) = R. Ou
seja, In é sobrejetiva. O]
Obs 10.1. Como limIn 2" = oo e In é crescente, entao lim Inx = co. Como limIn2™ = —c0
e In é crescente, entao liII(l) Inzx = —oc.

Obs 10.2. No Teorema 10.1, vimos que In é crescente e sobrejetiva. Seja x # z em (0, 00).
Suponha que x < z, entdao Inz < In z, pois In é crescente. Isto é, Inz # Inz. Isto nos diz

que In ¢é injetiva. Por conseguinte, In é uma bijecao.

Com isto podemos definir a fungao inversa de In. Esta esta estabelelcida na seguinte

T

Definicao 10.2 (Exponencial). Seja e: R — (0,00), dada por e(z) = e”, a fungao inversa

de In, isto é, Ine®* =ree"* =2z VrzeRe z € (0,00).

Figura 10.2: Exponencial
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Teorema 10.2 (Propriedades da Exponencial). Os seguintes itens sao vdlidos:

i) "=1ece =¢;
ii) e é uma bijecao crescente;

iii) ¢ = e;
eaj

iv) "tV = ¢l 7Y = —~ Vx,yeR.
e

Demonstragdo. i) Vimos no Teorema 9.5 que In1 = 0. Assim sendo, e’ = e®! = 1. Além
disso, 1 =Ine! =1-Ine =Ine. Ou seja, Ine = 1. Assim, e! =e.

ii) Como e é a inversa de In, entdo e é uma bijecao. Sejam a,b € R tais que a < b. Como In
é sobrejetiva, entao existem z,y € (0,00) tais que Inz = a e Iny = b. Como In é crescente,
entao x < y. Caso contrario, x > y, terfamos a = Inx > Iny = b. Absurdo! Dessa forma,
Inz

e? = el"? = g < y =¥ = eb. Ou seja, e* < e’. Com isso, e é crescente.

1 1
iii) Vimos no Teorema 7.4 que () = = =e", VreR.
) aue () In'(In"'z) In'(e?)
iv) Sejam z,y € R. Como In é sobrejetiva, entao existem a,b € (0,00) tais que Ina = z e

Inb = y. Portanto, e®e? = et = gh = (@) = gnatnb — ooty Jgto & e%e? = ¥, Note

que: 1 = e = %) = e¥e ¥, Ou seja, e ¥ = — Além disso, e®7Y = ¢®H(V) = ¢%eV =
e

em

e 0

ey

Obs 10.3. Podemos provar por inducao que e®e®2 - ... . ¢¥n = @1 T2t +on

Obs 10.4. Note que lime"™ = oo, pois " > n, Vn € N e limn = oco. Como e é crescente,

entao lim e” = co. Assim, lim e* = lim e ¥ = lim — = 0.

T—00 T——00 y—00 y—oo Y

Obs 10.5. Observe que € =e = e =e, Vn € N.

b
Exemplo 10.1. Utilizando o Teorema 9.9, temos que / e=¢e"—e* VabeR, pois a

primitiva de e é a prépria funcao e (ver Teorema 10.2).

Iny—Inl 1 1 1
Exemplo 10.2. Veja que 1 = 1/1 = /(1) = lim Y= 0L _ gy MYy, I+
y—1 y—1 y—ly—1 2-0 x
1
hH(l) —In(z + 1) = lin% In(z 4+ 1), Consequentemente, como e é continua (ver Teorema
z—0 T T—
7.1), entdo, e = e' = liH(l)eln(xH)l/z = liH(l)($ + 1)%. Portanto, e = hH(l)(l + )% Ou
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1 z
equivalentemente, fazendo z = 1/x, encontramos: e = lim (1 + —) . Em particular, e =
Z—00 z
: 1\"
lm(1+—] .
n

Exercicios de Fixacao

1. In(e/2) =1 —1n2.

1 n
2. Se x > 0 e n € N, mostre que +1—1—[E—|—$ — e+ (=)™ ( ?) . Use isto para
2 $x3 nln o t T
mostrar que In(z +1) =2 — — + — — ...
que Infz + 1) 23 P o 1+t
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10.3 Integrais Impréprias

Defini¢ao 10.3 (Integral Imprépria). Seja f : (a,b] — R integravel em [a +¢,b], V 0 < e <

b — a. A integral imprépria é definida por:

b b
/ f = lim f.
a e=0F Jote

b
Se o limite acima existir dizemos que / f é convergente, caso contrario dizemos que esta
a

integral é divergente.

Area

[T
0 aate b

Figura 10.3: Integracao imprépria

1
1
Exemplo 10.3. Vimos que / — = —lne e que lim+ Ine = —oo. Seja f: (0,1] — R
c xr e—0
1
definida por f(z) = — Observe que:
x
1
1 1 1 lim b sep=1; lim —In(e), sep=1;
. 1 . — e—0+ e—0t
f= hIIl+ = 11In7L xr P = €l — b 1
0 =0T Joqe T e=0" Je : -p lim , sep#1.
00, sep>1; 1 1
= 1 . Dessa forma, se p > 1, entao / f diverge, se p < 1, entao / f
—, sep<l. 0 0
1—p
converge.
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™2 cosx ™2 cosx
= lim — =

o Vsenzr  e—0+ Jo,. \/senx
= hm [2\/sene§—2\/—] = 2Vsen0)—2 =

Exemplo 10.4. Usando o Teorema 9.10, concluimos que:

, ™2 sen'x , | , !
im = lim — = lim
€—>20+ 0+e VSENT  e=0F Jgeno VU e—0F sena

N

™2 cosx

0 y/senx

Definicao 10.4 (Integral Imprépria). Seja f : [a,b) — R uma fungao integravel em [a, b— A],

Dessa forma, a integral imprépria é convergente.

vV 0 < A< b—a, definimos a integral impropria:
b=\
= i )
/ f= Jm | f

Se este limite existe dizemos que a integral / f é convergente, caso contrario esta é chamada

divergente.

A
1
Exemplo 10.5. Sabemos que / —=1In)eque /l\in% In\ = —o0. Usando o Teorema 9.10,
1 u -

concluimos que:

1 1 1-X 1 - 1
/ ~ lim —lim [ == lim In)=—cc.
0 T — ]_ )\—>0+ 0 xr — 1 >\—>0+ —1 u )\ﬂ0+

1
Dessa forma, a integral imprépria / ¢é divergente.
0

x J—
Defini¢ao 10.5 (Integral Imprépria). Seja f : [a,c) U (¢,b] — R integrével em [a,c — \] e
[c+¢€,b], onde ¢ € (a,b), 0 <A <c—ael<e<b—c Definimos a integral imprépria:

/abf=/a6f+/cbf.

b b
Dizemos que a integral / f converge se / fe / f sao convergentes. Caso contrario,
a (&

a

b
dizemos que / f é divergente.
a
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6
1
Exemplo 10.6. A integral imprépria / —— 5 ¢é convergente? Usando o Teorema 9.10,
1

(z—3)3
concluimos que:

3 1 3—-A 1 —-A 9
/ (— = lim —— = lim “5 = lim [3v/—)\ — 3V/—2] = 3V/2.
1

€T — 3)% A—0t 1 (LU — 3)% A—=0t J_o A—0+

Além disso,

/6(;:11111 6;:11111 3’g—hm[B\/_ 3\/_]—3\/_

T — 3)% e—=0t Jg, . (ZL‘ — 3)% e—0t e—0t

6
1
Dessa forma, a integral impropria / (—2 =3V2+3V3¢ convergente.
1 (x—3)3

Defini¢ao 10.6 (Integral Imprépria). Seja f : [a,00) — R continua. Definimos a integral

/f—AlggO/f

impropria de f por:

Se este limite existe dizemos que / f € convergente, caso contrario dizemos que / fé
a

divergente.

Figura 10.4: Integracao imprépria
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A
, 1
Exemplo 10.7. E sabido que / — =1InA e que /}im InA = o0. Seja f: (1,00] = R
1z 0

1 00 A 1 A
definida por f(x) = —- Observe que: / f= lim — = lim P =
T 1

A—oo Jq xP A—oo Jq

A
lim/ z sep=1; lim In A, se p=1; 0, se p < 1;
A—o0 1, = e Al-p 1 = 1 B .
. _ i - —, sep>1.
/}ggo/l zP, sep#l. g&[l—p 1—p]’ ep#l p—1

o (e.)
Dessa forma, se p < 1, entao / f diverge, se p > 1, entao / f converge.
1 1

Definicao 10.7 (Integral Imprépria). Seja f : (—o00,b] — R uma fungao integravel em

[A,b], V A < 0. Definimos a integral imprépria

b b
/ f= lim f.
b
Se este limite existe dizemos que a integral / f € convergente, caso contrario dizemos que
—0o0

b
/ f é divergente.

—o0
0

Exemplo 10.8. Vimos que / e =1 — e . Assim sendo, pelo Teorema 9.10, obtemos:
-A

0 0 0
e " = lim e = lim — = lim —[1—e 1] =o00.
A——o00 A A——o00 _A A——o00

—0o0

0
Ou seja, / e " é divergente.

—0o0

[e%S) 0
Defini¢ao 10.8 (Integral Imprépria). Seja f: R — R. Considere que / fe / f sejam
0 —00

convergentes. Definimos a integral impropria:

[o=fo] s

0 oo 9]
Se / f ou / f € divergente, dizemos que / f é divergente.
00 0 —00

00 A 2 00
A
Exemplo 10.9. Veja que / x = lim r = lim 5 = Dessa forma, / x é
0 _

A—o00 0 A—o00 0o

divergente.
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Exemplo 10.10. Olhe que, pelo Teorema 9.10, encontramos:

/°° T i /A T L A%+ i 17 1 .
——— = lim —— = — lim —=lm —— | ——— -1 =—=.
0 (272 —+ 1)2 A—o0 0 (l’Q —+ 1)2 2 A—oo 1 u2 A—oco 2 A2 —+ 1 2

Por outro lado,

/0 x . /0 x 1 . L | . 1 1 . 1
—— = lim —— = = lm — = Ihm = — = ——.
— oo (1’2 =+ 1)2 A——o00 A (SL’Q —+ 1) 2 A——o00 A241 U2 A——00 2 A2 + 1 2

Com i /OO x , ; /"O x 11
om isso ——— & convergente e — = - — =

@)y & (@122
Teorema 10.3 (Teste da Integral). Seja f : X — R, tal que [1,00) € X C R, f(x) > 0,

Vazel[l,o), ef éderescente em [1,00). Entao:

=0.

/ f € convergente < Zf(n) é convergente .
1

Demonstracao. Seja k € N. Como f é decrescente em [1,00), entao f também é decrescente
em [k.k+ 1] C [1,00). Com isso, f(k+ 1) < f(z) < f(k), ¥V x € [k, k + 1]. Portanto,
k41

k+1 fe+1
usando os Teoremas 9.5 e 9.8, concluimos que: flk+1) < /< f(k). Ou
k+1 F g i1
seja, (k+1—Fk)f(k+1) < fF<(k+1—=k)f(k). Istoé, f(k+1) < [ < f(k).
k k
n no ekt
Somando k£ = 1,2,3,...,n. Chegamos ao seguinte resultado: Zf(k +1) < Z f=
k=1 k=1"k

2 3 n+1 n
/ f —|—/ f+.. +/ f< Z f(k). Lembre que a n-ésima soma parcial da série Y f(n)
1 2 n k—1

¢ dada por s, = Zf(k) (ver definigdo 3.2). Dessa forma, pelo Teorema 9.6, obtemos:
k=1

n+1
Spe1 — f(1) < / f < s, (ver Teorema 9.6).
1
=) Suponha que/ f € convergente. Assim, hm/ f= / f. Como f(z) >0,V x €

[1,00) entao/ f </ f, V n € N. Consequentemente, s, — / f </ f.

o0

Ou seja, spe1 < f(1 )+/ f, ¥ n € N. Isto nos diz que (s,) é limitada. Além disso,

1
Spi1 = f()+f2)+ ...+ f(n)+fin+1)=s,+f(n+1) > s, VneN (pois f > 0).
Portanto, (s,) ¢ mondtona e limitada. Pelo Teorema 2.4, (s,,) é convergente. Com a definicao
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3.3, concluimos que ) f(n) é convergente.
o0

<) Considere que f é divergente. Vamos provar que Y f(n) é divergente. Assim sendo,
1

n+1
00 = lim/ f <lims,. Com isso, lims,, = oco. Ou seja y_ f(n) é divergente. Portanto, se
1

o0
> f(n) é convergente, entao / f é convergente. O
1

Obs 10.6. O Teorema 10.3 nao diz que/ f= Z f(n), se/ foud’ f(n) é convergente.
1 1

Esta afirmacao é falsa.

Obs 10.7. A fungao f descrita no Teste da integral nao precisa ser decrescente em [1, 00),
basta ser decrescente e positiva em [z,00), onde z > 1 é uma constante real. Este fato é

devido a Proposicao 2.1.
1

Exemplo 10.11 (Série p-harmoénica). A série Z—p, onde p > 0, é chamada série p-
n

harmonica. No caso em que p = 1 denominamos a série E — de série harmonica. Vamos
n
mostrar que esta série é convergente quando p > 1 e ¢é divergente se p < 1. Usaremos o

1 1
Teorema 10.3 para isto. Seja f : [1,00) — R dada por f(x) = —- Olhe que f(z) = — > 0,
x T

Ou seja, f é decrescente em [1,00). Note que

' bq blim[lnb—lnl], se p=1;
1 b 1 lim -, se p = 1; —00
1A eyt lim ———[p P — 1], se —1
b p# L se p > 1.

00, se p < 1. 0 q
= 1 Ou seja, / —, converge para 1 quando p > 1 e diverge se
1

—, sep>1. x p—

p—1
1

p < 1. Pelo Teorema 10.3, Z — é convergente se p > 1 e é divergente se p < 1.
n

[e.9]

1
Exemplo 10.12. Considere a série Z
nlnn
n=2

. Vamos utilizar o Teorema 10.3 para mostrar

que tal série é divergente. Com efeito, defina f : [2,00) — R, pondo f(z) = ]
rlnx

que f(x) é decrescente. Assim sendo, pelo Teorema 9.10, concluimos que: | =
5, xlnx

© 1 e
/ — = lim [Inb — In(In2)] = co. Portanto, pelo Teorema 10.3, Z ¢ divergente.
1 —

2 U b—oo snlnn
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Exercicios de Fixacao

1. Determine se cada integral é convergente ou divergente. Calcule aquelas que sao diver-

gentes.
) |
a s
. Bz +1)%
—1
1
b) / :
o V2 —w
<
°) /oo 1+ a2’
3
1
d —.
) /_2 zt
2. Determine, usando o Teste da Integral, se as séries sao convergentes ou divergentes:
1
a) Z n2 + 4’
00 2
n
b) >
n=3

10.4 Leitura Complementar

Definicao 10.9 (Medida Nula). Seja X C R. X ¢é dito ter medida nula, e escrevemos
m(X) = 0, se V e > 0 existe uma colegao de intervalos (X, )nen tal que X C UpenX, e

> Xn| <e. Aqui | X,| representa o comprimento do intervalo X,.

Exemplo 10.13 (Q tem Medida Nula). Seja X um conjunto enumeravel. Assim, ex-

iste uma bijecdo entre N e X. Logo, X = {z1,29,...,2p,...}. Dado ¢ > 0, seja X,, =

5 € , € € € ,
(xn ~ ony1In + 2n+1>' Assim, | Xo| = 2 + ontl (x" B 2n+1> o © X € UnenXa. AlS
disso, Z | X, = 2% =c on = g < €. Portanto, m(X) = 0. Como Q é enumerdvel,

entdo m(Q) = 0.

Exemplo 10.14. Todo subconjunto de um conjunto de medida nula tem medida nula. Seja
X um conjunto de medida nula e Y C X. Entao existe uma colegao de intervalos (X,,)nen
tal que X C UpenX, e > | X, < e. Mas, Y C X. Dessa forma, existe uma colegdo de
intervalos (X, )nen tal que X C Upen X, € Y | X, < . Ou seja, m(Y) = 0.
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Exemplo 10.15. Seja (Y,)neny uma familia de conjuntos de medida nula. Vamos mostrar

que m(Y) = 0, onde Y = U,enY,. De fato, dado e > 0 existe (X,,) colegao de intervalos

tais que Y, C UjenXy, e Z|an] < g/2"!. Assim sendo, Y = U,enY, C Un,jenXn, €
jEN

ZZ | Xy, | < Z&?/Q”H =¢/2 <. Ouseja, m(Y) = 0.

neN jeN neEN

O Teorema a seguir nos d4 uma maneira equivalente de definirmos integral de Riemann.

Teorema 10.4 (Teorema de Lebesgue). Seja f : [a,b] — R. Seja Dy = {z € [a,b] :
f € descontinua

em x} o conjunto dos pontos de descontinuidades de f. Entao f € integrdvel < m(Dy) = 0.

Demonstragao. <) Suponhamos que m(Dy) = 0. Usando a defini¢do 10.9, temos que dado
e > 0, existe uma colegao de intervalos abertos limitados (X, )nen tal que Dy C UpenX,,
e Y |X)| < e/2(My — my) (ver definicao 9.4). Para cada ponto = € [a,b] \ Dy (isto é,
f é continua em z) seja X” um intervalo limitado aberto contendo z, tal que w(f; X”) =
sup{f(c) : c € X"} —inf{f(c) : ¢ € X!} < ¢/(2(b — a)). Como [a,b] é compacto, entdo
a cobertura aberta [a,b] = Dy U ([a,b] \ Dy) C (UpenX,,) U (Urcappp; X,) admite uma
subcobertura finita, i.e, [a,b] € X{U...UX UX/U...UX/” (ver Teorema 4.11). Seja P : a =
to < ... < t, = b uma particao de [a, b] tal que cada intervalo (¢;_1,t;) C X/, para algum n =
1,2..,7rou (ti1,t;) € X7, paraalgum j = 1,2, ..., s. Podemos tomar P formada pelos pontos
a, b mais os extremos dos intervalos X, ou X7 que pertengam ao intervalo [a, b]. Denotaremos
os intervalos [t;_1,t;] de P contidos em algum X/ por I’ e os demais intervalos de P (que
estdo contidos em algum X7) por I". Assim, Y |I'| < Y| X | <e/2(My—my) ew(f;I") <
w(f; X7) < g/(2(b—a)). Portanto Y wi(ti —ti1) = Y _w(fi DI+ Y w(f; I"M)|I"| <

i=1

(Mg =) ST +2/200—a) S 117] < (Mg —my)e/ (Mg —my) +2/(2(b—a))(b—a) = =
Segue-se que f é integravel (ver Teorema 9.4).

=) Agora, suponhamos que f integravel. Seja D,, = {x € [a,b] : w(f;2) =1/m}, V m € N.
Logo Dy = UpenD,,. Vamos mostrar que m(D,,) = 0, V. m € N. Seja ¢ > 0. Como f é
integravel, usando o Teorema 9.4, temos que existe uma particao P:a =1y < ... < t, = bde

[a, b] tal que Z w;(t;—t;_1) < ¢/m. Denote por I’ os intervalos de P tais que intI’'ND,, # 0,

i=1
para algum m € N. Com isso, w(f' I') > w(f;x) = 1/m, onde z € intI’ N D,,. Portanto

1/m > (I <Y w(f; DI < sz i —ti_1) < e/m. Logo, S |I'| <e. Como D, C
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(UI")U X, onde X ¢ o conjunto dos extremos dos intervalos [t;_1,t;]. Assim, m(X) =0 (ver

exemplo 10.13). Concluimos que m(D,,,) = 0. Pelo exemplo 10.15, m(Dy) = 0. O

Exemplo 10.16. Seja f : [0,2] — R uma fungao definida por f(x) =3,V z € (0,1)U(1,2),
f(0)=0, f(1)=1e f(2) = 2. Assim, D; = {0, 1,2}. Logo, pelo exemplo 10.13, m(D;) = 0.

Do Teorema 10.4, f ¢é integréavel.

10.5 Conclusao

Caro aluno, ao final desta aula, é importante ressaltar que a definicao dada para logaritmo
neperiano pode ser facilmente estendida para logaritmo em uma base positiva qualquer (ver
Exercicios Propostos abaixo). Portanto, por integracdo, verificamos que as propriedades da

funcao logaritmica sao legitimas.

10.6 Resumo

Nesta aula, apresentamos ao aluno como trabalhar, utilizando integracao a Riemann, com o
logaritmo. Além disso, estendemos nossos conceitos de integrais, criando uma nova categoria
de integrabilidade, as integrais improprias. Por fim, através destas, mostramos como utilizar

um novo teste de convergéncia para série de niimeros reais.
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10.7 Exercicios Propostos

Exercicios:

zlna

1. Defina a seguinte funcdo: f(x) = a* = e*™? onde a > 0. Encontre a derivada de f e

estude-a. Defina o logaritmo na base a e encontre sua derivada.

2. Uma fungao f : I — R é dita convexa se f(x) < f(b)+ W

e a,b € I. Uma funcao g : I — R diz-se concava se —g é uma funcao convexa. Encontre

(x—10), para x € (a,b)

exemplos de fungoes convexas e concavas.

3. Sejam f: R — Reg:R" — R funcoes continuas, nao identicamente nulas, tais que
flz+y) = f(x)f(y) e g(uv) = g(u) + g(v) para quaisquer z,y € R e u,v € R+. Prove que
existem a € R e b € R tais que f(z) = e, Ve € Reg(x) =blnz, Vo € RT.

n

nx x
4. Prove que lim — = 0. Conclua que lirr(l]mlnm =0e lim —=0,VnelN
T—00 I T— r—o0 et

1 00 00
1 1 T
5. Verifique a convergéncia ou divergéncia das integrais —, , ,
4 s & & /1\3/5/0 (I+2)va /ool_ex
51
_3 .ZUQ '
6. Mostre que se r > 1 a série Z 1/n(lnn)" converge.

n=2

10.8 Exercicios Resolvidos

Questoes Resolvidas:

Ex1. Prove que, lim (1 + E) =e", VrelR
n

n—oo

Demonstragao. Faga y, = z/n, ¥ n € N. Assim, se n — o0, tem-se y, — 0, para cada
n

x € R. Portanto, lim (1 + f) = lim (1+yn)(1/y")m = [lim (1 +yn)l/yn = €7, para
n—oo n n—oo n—oo
cada xz € R. 0
LS|
Ex2. Verifique a convergéncia ou divergéncia da integral / T
o 1 —cosz

Demonstragao. Pelo Teorema 7.12; existe a € (0,z) tal que cosx — cos0 = sena(z — 0),

V z € [0,1]. Consequentemente, 1 — cosxz = |cosx — 1| = [senal|z| < |z] = x, V o €

235



1 1
[0,1]. Com isso, - > —, Vx € (0,1]. Dessa forma, dado ¢ > 0, temos que:
x

—Ccosx

1 1

1 1

/ —_— > / — = —Ine (ver definicdo 10.1). Por fim, com um abuso de notagao,
. 1l —cosx e T

LS| L
/ —— = lim —— > lim (—1Ine) = oo, pois lim lne = —oo. Ou seja,
o 1l—cosz e—0+ )., 1 —cosx e—0+ e—0+

L |
/ — ¢é divergente.
0 1

Auto-Avaliacao

Sou capaz de aplicar corretamente o Teste da Integral e as propriedades das fungoes logaritmo

e exponencial?

Proxima Aula

Caro aluno, espero que vocé tenha encontrado estimulo e divertimento no nosso material.
Além disso, recomendo aos alunos mais curiosos, sobre o prosseguimento deste texto, o estudo

do curso Célculo Avancado. Neste, veremos estensoes dos conteiudos abordados aqui.
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