AULA

Equacoes diferenciais linearel O

com coeficientes variavels: =i
Solucoes por séries de poténcias

META:

Descrever o método de resolucao de equagoes diferenciais ordinérias
lineares com coeficientes varidveis por meio de séries de poténcias.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverdo ser capazes de:

Resolver uma E.D.O. linear com coeficientes varidveis utilizando
séries de poténcias.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos sobre séries: definicdo, operagoes, testes de con-
vergéncia e etc. Além dos conhecimentos das aulas 1, 2 e 6 deste

livro.
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10.1 Introducao

Caros alunos, nesta aula continuaremos a aprender como solu-
cionar equaghes lineares com coeficientes varidveis. Até agora
mostramos varios procedimentos para obter solucoes de equacoes
diferenciais em termos de fungoes elementares, contudo agora, para
irmos adiante, é necessério estender nossos procedimentos a solugoes
além das funcoes elementares que estamos acostumados a lidar. A
principal ferramenta aqui serd a representacao de fungoes por meio
de séries de poténcias. Suponharemos que as solugoes das equagoes
diferenciais lineares com coeficientes varidveis tratadas aqui sejam
na forma de uma série de poténcia, o procedimento seguinte é
semelhante ao que usamos com o método de coeficientes a deter-
minar. Dessa maneira, comecaremos 0 texto dessa aula com uma

pequena revisao sobre séries de poténcias.

10.2 Séries de poténcias

Seja an,n > 0 uma sequéncia numérica dada e g um nimero real

dado. A série
Z an(z — xo)"
n=0

denomina-se série de poténcias com coeficientes a,, centrada em

To. Se g = 0, temos
(o)
Z anx™.
n=0

Convergéncia de séries de poténcias
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Raio de convergéncia: Dada uma série de poténcia 1 0

oo

Z an(z — x0)",

n=0
o raio de convergéncia desta série ¢ um ntiimero R > 0 tal que para
todo = pertencente ao intervalo (zg — R, xg + R) a série converge.
A seguir enunciaremos um teste de convergéncia denominado teste

da razao.

o0

Teste de convergéncia Dada a série E an(r — z9)" e L =
n=0

Cn+1

lim,, 00 , onde ¢, = an(z — x0)", entao

a) Se L < 1, a série converge absolutamente.
b) se L > 1, a série diverge.
Para determinarmos o raio de convergéncia de uma série, usamos

0 seguinte teorema

Teorema 10.1. (Raio de convergencia) Considere a série de
[e.e]
poténcias Z an(x —x0)" € suponha a, # 0 para todo n > p, onde

p € um nidmero natural firo. Entdo, o raio de convergéncia R desta

série é dado por

R = lim

n—oo

Ap+1

quando o limite existe finito ou infinito.

Exemplo 10.1. Dada a série

[e.e] n

x
Zn—|—2’

n=0

decida sobre sua convergéncia.

Para saber se a série é convergente, devemos calcular o ntimero L

descrito acima. Assim, nesse caso, L = lim,,_, |2 Z—ﬁ = |z|. Por-

tanto, a série converge absolutamente para todo z tal que |z| < 1,
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ou seja, para todo x pertencente ao intervalo (—1,1). E, clara-
mente, se vé que o raio de convergéncia é igual a 1. Contudo, para
determinarmos todos os pontos de convergéncia dessa série, nos

falta verificar a convergéncia nos extremos do intervalo (—1,1). As-

o0
sim, observe que para x = 1, obtemos a série ——, a qual pelo
que p 7;) — 5 aqualp
teste da integral podemos demonstrar que diverge. Para x = —1,

— (1"
temos a série alternada Z ?

n=0
= 0. Assim, a série acima converge para todo x per-

, & qual converge uma vez que

: 1
hmnHOO n+2

tencente ao intervalo [—1,1).

Observacao 10.1. Uma das grandes utilidades das séries de potén-
cias é, dada uma funcdo qualquer, podermos escrevé-la em forma
de série de poténcias. Contudo, nem toda funcao pode ser re-
presentada por uma série de poténcias (somente as fun¢oes analiti-

cas). E, uma série de poténcias define uma funcao,

flx) =) an(x — )",
n=0

apenas para os valores de x pertencentes ao intervalo de convergén-
cia dessa série, ou seja, o dominio da funcdo f dada acima, é ex-

atamente os pontos onde a série que a define é convergente.

A seguir apresentaremos como fazer algumas operagdes com séries

de poténcias.
Soma, diferenga e produto de séries

Suponha que as séries de poténcias

flx) = Z an(z —x0)" € g(x) = Z bn(z — x0)"
n=0

n=0
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sao ambas convergentes, com raio de convergéncia R > 0, entao 1 O
[ee)
a) f(z) £ g(x) = Y (an £ by)(x — x0)".
n=0
oo

b)f(:E) g(x) = Z Cn(l' - xO)ny onde ¢, = (anbo +ap—1by +---+
aObn>

sao séries que convergem para todo x pertencente a (xo— R, 29+ R).

Integracao e derivagao de séries

oo
Teorema 10.2. Se a série de poténcias g an(x —x0)" tiver raio

n=0
de convergéncia R > 0, entdo a func¢do f definida por

f(x):a0+a1(.%'—$0)+a2(,r—x0)2+...

é diferencidvel (e portanto continua) no intervalo (rg — R, xo + R)

e

a)f’( ) = a1+ 2a2(x — xo) + -+ + nap(z — )" + -

b)g(x fx)f dac—Z/ an(x — x9)"dx, onde ' e g tem o
o

mesmo rato de convergéncia que f.

Defini¢ao 10.1. (Funcao analitica) Dizemos que uma dada
funcao f é analitica no ponto a quando ela puder ser represen-
tada por uma série de poténcia centrada em a com um raio de
convergéncia R > 0. Quando a funcao é analitica em todo ponto

do seu dominio, dizemos que a fungao é analitica.
Exemplo 10.2. Sao fungoes analiticas e*, cos z, sen x, ﬁ,

In|x — 1], etc.

Observacao 10.2. Para identificarmos se uma dada funcdo é

analitica num ponto a sem recorremos a definicdo, basta verifi-
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carmos se essa funcdo é de classe C°° nesse ponto, ou seja, é s6

verificarmos se a funcdo é infinitamente diferencidvel nesse ponto.

10.3 Solucoes em série em torno de um ponto
ordinario
Definicao 10.2. Dizemos que um ponto z = xy ¢ ponto or-

dinario da equacao diferencial
Y+ P(a)y' +Q(z)y =0

se P(x),Q(x) sdo analiticas em z = 9. Um ponto é dito ponto

singular quando ele nao for ordinario.

Exemplo 10.3. 1) O ponto z = 0 é ponto ordinario da equagao

x, I

e*y" + (cosz)y' + (senz)y = 0,

uma vez que P(r) = %, Q(z) = *54* sdo fun¢oes analiticas em

x = 0. No entanto z = 0 nao é ponto ordinario, ou seja, é ponto

singular da equagao
zy” + z(lnz)y + (senx)y =0,

visto que a funcao P(x) = In(z) ndo é analitica em = = 0.

Exemplo 10.4. A equagdo com coeficientes polinomias
(2 = 1)y" + 32y +2y =0

ossui as raizes de 2 — 1 como pontos singulares, visto que, colo-
? )

cando essa equagao em sua forma normal, temos P(x) = %, (x) =
ﬁ nao estdo definidas nas raizes de 2® — 1, ou seja, nio estdo
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definidas em x = 1, logo ndo podem ser analiticas nesse ponto. To-
dos os outros pontos, reais ou imaginarios, sdo pontos ordinirios
dessa equacao.

J& com respeito a equacao
(2% — 4a)y” + 3zy + 5x(z —2)y =0

nem todas as raizes de 3 — 4z (as quais sdo r = 0,2 = 2,z = —2)

sdo pontos singulares, uma vez que, colocando essa equagdo em sua

. 3z _ 3 _ bx(z—2)
forma normal, obtemos P(z) = - = 275 e Q(z) = 5,
=4 . L,
(:ciz) Desta maneira, vemos que das rafzes de 23 — 4z apenas
x =2 e x = —2 sdo pontos singulares e x = 0 é ponto ordinario.

Vocé saberia me explicar a diferenga dessa equagao e da equagao

anterior, o que esta acontecendo?

Maos a obra Quais sdo os pontos singulares e ordindrios da

equagao de Cauchy-Euler
2%y + Txy' —y =07

A seguir enunciaremos um teorema que nos garante a existéncia
de solucdes em forma de série de poténcia para uma equacao dife-
rencial linear desde que certas condicoes sejam satisfeitas por esta

equagao. Vamos conhecer quais?

Teorema 10.3. Seja

dny dn—ly
T + an_1(:v)m + -4 ar(2)y +ao(x)y = g(x) (10.57)

uma equagdo diferencial linear normal de ordem n cujos coefi-
cientes an(x), -+ ,ao(x) e sequndo membro g(x) sao analiticos num

intervalo aberto I. Seja xo um ponto qualquer em I (xy é ponto

10
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ordindrio), e suponhamos que as expansées em séries de potén-
cias de ap(x), -+ ,an(x) e g(x) sejam convergentes no intervalo
|z — z9| < R,R > 0. Entdo, toda solugdo de (10.57) que é
definida no ponto xg € analilica nesse ponto e sua erpansdo em
série de poténcias em torno de xy também converge no intervalo

|z — xo| < R.

Faremos alguns exemplos para aplicarmos concretamente o teo-

rema acima.

Exemplo 10.5. Ache a solugdo geral de
y' +ay +y=0.

Observe que os coeficientes da equagdo acima sdo analiticos para
todo x € R. Logo, podemos escolher qualquer ponto em R como
ponto ordinério. Escolhamos o ponto mais simples, x = 0. Dessa
maneira, pelo Teorema 10.3, cada uma das solugoes dessa equagao
possui uma expansao em torno de x = 0 que converge para todos
os valores reais de x. Vamos calcular a expansao em séries de
poténcias dessa solucdo?

Seja y(x) uma solugao qualquer da equacdo acima. Pelo Teorema

(10.3) essa solugdo é da forma

o
y(x) = Z apah.
k=0

Assim,

y'(@) = kaa Ly (@) = Y k(k — Daga" 2.
k=1 k=2

Substituindo essas expressoes na equagao diferencial dada temos

(0.0] oo o
Z k(k — l)akacl"‘r_2 +x Z kapa® ! + Z apz® =0
k=2 k=1 k=0
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que, por operacoes entre séries, é equivalente a 1 D

i k(k —1)apa®2 + Z kagx® + Zakaz (10.58)
k=2

Observe que a igualdade acima é valida se, e somente se, a soma
dos coeficientes de mesma poténcia de x forem nulos. Assim, para
facilitar a reuniao dos termos em (10.58) mudaremos o indice da

soma na primeira série. Para isso, facamos n = k — 2, assim

oo oo
Z k(k —1)apa*2 = Z(n +2)(n + 1)apt22",
k=2 n=0

Fazendo, n = k nas demais séries, a expressao em (10.58) pode ser

reescrita da forma

[e.e] [e.e] [e.e]
Z(n +2)(n+ 1)api02" + Z nanz" + Z anz” = 0.
n=0 n=1 n=0

Agrupando os coeficientes de mesma poténcia em z, temos

o
a0 +2a5+ 3 (n+ 1)[(n + 2)anss + anlz" =0,
n=1
e, como a igualdade acima s6 é vélida se a soma dos coeficientes

de mesma poténcia sdo nulos, segue

ap + 2a2 =0,

Portanto, temos que as = — L e ap19 = — n > 1, essa tltima

2 n+2 ’

igualdade é conhecida por relacao de recorréncia, uma vez que

para obtermos o préximo termo precisamos saber quem é o termo

167.
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anterior. Desenvolvendo a relagdo de recorréncia acima, segue

n  par n  impar
ao a1
as = —ap/2 a3 = —ai/3
ay = % as = %
ag = —6.‘% a7 = —%
a2 = (1" Gajen-zyaz | %2nt1 = (CD" Gagnen-1-53

Substituindo os valores dos coeficientes encontrados na expressao
da solucao y(z), obtemos

2 4 6

v =ao[1= 5+ -]

3

onde ag, a1 sao constantes quaisquer.

Note que as séries acima

() 1 $2+ .T4 1’6 +
Yo 2 "4.2 6-4.2
e
$3 33'5 $7
yi(z)=2— "%+ + -

3 5.3 7-5-3
sao convergentes para todo z pertencente ao intervalo (—oo, 00)
(aplique o teste da razao). Além disso, as fungdes yo,y; sdo L.IL.
e, dessa maneira, a expressao acima é a expressao da solucao geral
da E.D.O. dada.
Nem sempre é facil, ap6s desenvolvermos a relagao de recorrén-
cia, acharmos uma expressio geral para os termos, como acon-
teceu no exemplo acima. Quando nao for possivel acharmos tal

expressao geral, calculemos alguns primeiros termos apenas. No
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exemplo abaixo, vamos tentar achar a expressao geral dos termos 1 D

da solucao?

Exemplo 10.6. Resolva o P.V.I.
(1 —a?)y" =22y + A(A + 1)y = 0,(0) = 1,4/(0) = 2,

onde A é uma constante nao negativa e cuja equacgao diferencial
associada é conhecida por equacao de Legendre de ordem .
Neste exemplo temos dois pontos singulares, a saber, x = £1 da
equacao de Legendre. Assim, o Teorema 10.3 nos garante que
existe uma expressdo em séries de poténcias para a solucao da
equagao de Legendre em torno, por exemplo de z = 0 que con-

verge no intervalo (—1, 1). Portanto, seja y(z Z apz® a solucao

k=0
procurada. Assim, derivando essa expressao e substituindo na

equacao diferencial, temos

o)) k(k—1)agz" 2 =22 kapa" T HAA+1) Y apzt =0
k=2 k=1 k=0

que é equivalente a
(0.] o
Zk —1akx Zk: —1ak:c
k=2 k=2
— Z 2kapz® + Z AN+ 1)akmk =
k=1 k=0

Mudando o indice de soma na primeira série, fazendo k —2 =n, e

nas demais somas, fazendo k = n, a igualdade acima torna-se

oo o
Z(n +2)(n+ 1)agz" — Z n(n — 1)a,z"
n=0 n=2

o oo
— 2 2nanz” + Z AA+ Dayz" =
n=1 n=0
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Reunindo as trés dltimas séries, temos

—2a1x + A(A + 1)[ap + a1z] + Z(n +2)(n+ 1)apyox"

n=0
+ i[—n(n —1) = 2n+4+ XA+ 1)]apz™ = 0.
. (10.59)
Observe que
—nn—1)—2n+AXA+1)=A+n+1)(A—n),
assim a expressao em (10.59) pode ser reescrita na forma

2a2 + A(A 4+ 1D)ag + [(A+2)(A = 1)a1 + (3 - 2)as]x

+ 30+ 2)(n+ Danga + A+ 1+ 1)(A = n)agla” = 0.

n=2

Igualando os coeficientes a zero, obtemos

2a9 + A()\ + 1>a0 =0, ()\ + 2)()\ — 1)a1 + (3 . 2)0,3 =0

(n+2)(n+ Dapta+ A +n+1)(A—n)a, =0,n > 2.

Desenvolvendo a relacao de recorréncia, obtemos

n  par n  impar
agp ai
AN A+2) (A1
a2:_7( 2) ao a3=—7( ?))(' )al
A3)(A+1)A(A-2 A (A+2)(A-1)(A=3
a4:( )( 4!)( )a0 a5:( )( %g )( )a1
aon =777 a2n+1 =777

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao da solucao

y(x), temos que

(@) = ap [1 = 22 4 QOO0 ]

ay [x _ (,\+2:)3(!>\—1)m3 4 (/\+4)()\+2%§)\—1)()\—3) 5 ] ‘
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E, como y(0) = ag =1 e y/(0) = a; = 2, temos que a solugao do 1 O

P.V.I. dado ¢
y(z) = {1 _ A 2y QDAY g } +
9 [w _ ()\+22))(!)\71)x3 n (/\+4)(>\+2)5(!>\71)()\73)x5 . } ze(—1,1).

Para quem tentou achar os termos gerais as, e ag,+1, ai estd a
resposta

A42n —1D)A+2n—=3) - A+ DAA=-2)---(A—2n+2)

- n(
azn = (—1) (2n)!

ao

€

n()\+2n)(z\+2n—2)~~~(>\+2)()\—1)~~-()\—2n+1)a
(2n+1)!

azn+1 = (—1) 1

10.4 Solucoes em série em torno de pontos singulares-

Método de Frobenius

Antes de enunciarmos o teorema devido a Frobenius, definiremos
alguns conceitos importantes. Counsidere a equacao diferencial li-

near de segunda ordem normal
y" + P(z)y’ + Q(z)y =0 (10.60)

Definicdo 10.3. (Ponto singular regular e irregular) Um
ponto singular xg é dito ponto singular regular da equacgdo
(10.60) se as fungdes (x — z0)P(x) e (z — x0)?Q(x) forem am-
bas analiticas em xy. Um ponto singular que nao seja regular é

dito ponto singular irregular da equacao (10.60).

Exemplo 10.7. Classifique os pontos singulares da equacao dife-
rencial

2z +1)*(x — 1)y" +xy — 2y = 0.
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Pela definicdo vemos que os pontos x = 0,z = 1 e z = —1 sdo

pontos singulares, destes os regulares sio x = 0 e z = 1, pois as
= 2 2 2 =
fungoes .fCP(x) = xm ex Q(.T) = —T m Sao

analiticas em z = 0 e as fungoes (r—1)P(z) = (x — 1)W

e (r—1)%Q(z) = — (v — 1)2W sdo analiticas em = = 1.

Maos a obra Classifique todos os pontos da equacoes abaixo
em ordinérios, singulares, singulares regulares ou singulares ir-

regulares.

a) (Equacao de Legendre)
(1 =2y —2zy + X\ + 1)y = 0.
b) (Equagao de Bessel)
22y +ay + (2% = N2y = 0.
c)(Equacao de Laguerre)

vy + (1 —2)y' + Iy = 0.

Teorema 10.4. Se x = xzg for um ponto singular reqular da
equagao

az(z)y" + ai(x)y + ao(z)y = 0,

entdo existird pelo menos uma solucdo da forma
(o]

y(@) = (x —20)" Y an(z — x0)",
k=0

onde o numero r é uma constante a ser determinada. A série

convergird pelo menos em algum intervalo 0 < z — zg < R.
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Exemplo 10.8. Resolva a equacao 1 0

%y +x(x —1/2)y +y/2 =0,z € (0,00). (10.61)

Observe que z = 0 é ponto singular regular desta equacdo, assim

pelo Teorema 10.4, a equacao acima possui pelo menos uma solucao

na forma
o0
— Z akxk-l—r
k=0
O préximo passo é determinar os coeficientes ai, k = 0,1,2, - - tais

que ag # 0 e a constante r dessa solu¢do. Derivando a expressao

de y(x) e substituindo na equagao, obtemos

00
xQZ k—i—T‘ k+r—1)akxk+r 2
k=0

oo
x(x —1/2) Z (k + r)apa™ 14
k=0

oo
% 2 :akxk—i-r —
k=0

que é equivalente a

[e.e]

Z(k: +7r)(k+r— l)akkarT + Z(k: + r)akxkﬂ'“
k=0 k=0

o 1 o0
—3 Z k4 r)apzt T + 5 Zakxk” =
k=0

k=0
Analogamente a secao anterior, troquemos o indice das séries acima,
a fim de facilitarmos o agrupamento dos termos. Para isso, fagamos
n+r = k+r, na primeira, terceira e quarta somae n—+r = k+r+1

na segunda soma. Dessa maneira, a igualdade acima torna-se

o0 o0
Z(n +r)(n+7r—1az"" + Z(k +7)ap_1a"t"
n=0 n=1
o0
—%E n+r)ape™ " 4+ = Zanx =0.
n=0 n=0
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e, agrupando os termos de mesma poténcia, temos

oo
1 1
[r(r —1) — 3r + 3lagz” + Z [(n-l-?“)(n-i-?“ -1) - 5(7”‘ )+ 5 ana" "

n=1

o0
+Z n+r—1)a,— 12" = 0.
n=1

Portanto, uma vez que ag # 0 ao igualarmos os coeficientes de

mesma poténcia de x a zero, obtemos
rir—1)—ir+3 =0 (10.62)

[(n+r)n+r—1)—in+r)+3]an+ (n+r—1as1 =0,n>1.

(10.63)

A equagdo (10.62) é conhecida por equacgao indicial associada a

(10.61). Ela é obtida quando igualamos o coeficiente da poténcia

de menor ordem de z a zero. Suas raizes sao 1 = 1/2,r9 = 1 sao

chamadas raizes indiciais.

Observe que para resolvermos o sistema acima devemos para cada

valor das raizes de (10.62) solucionar a equacao (10.63). Assim,

para r1 = 1/2, a equagao (10.63) torna-se

1
Ap — ——Ap—1-
n
Portanto,
. __Go _ao . n @0
al—_a07a2_2!aa3_ 3'7 aan_( 1) TL'

E, para ro = 1, a equagao (10.63) torna-se

2
Ay = — Qp—1-
" 2n+1 "
Logo,
o 2 o 22 o 23
a1 = —3a0,02 = 300,03 = —75300, ",

o 27L
an = (—1)" Garmy@a-n-530%-
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Escolhendo ag = 1 e substituindo os valores dos coeficientes encon- 1 O
trados nos dois casos analisados, obtemos duas solucdes da equacao

(10.61), a saber

() =23 (s (10.64)
n=0 ’
ya(x) = :cnz—;)(—l)” Gt 1)(5552”1) —F 3 (10.65)

Observe que y1(x) e y2(x) sao linearmente independente uma vez
que nenhuma das séries é miiltiplo constante da outra, logo para
completar a resolugao basta encontramos o intervalo de convergén-
cia de cada série dessa. Usemos o teste da razao.

Aplicando o testa da razao para a primeira série obtemos

$n+3/2

(n+1)!

n!
pnt1/2

_ 2

pL= n+1’

e para a segunda série

ontlgnt2 H(2n+1)--~5~3’ 2l

pz:'(2n+3)---5-3 on gt T2 +3

Entao,

lim p; = lim py =0,

n—00 n—o00
portanto as séries acima convergem para todo x € (0,00). Além
disso, as fungoes y1(x) e y2(x) sao L.I., uma vez que nao tem como

uma func¢ao ser multiplo constante da outra funcdo. Portanto, a

solugao geral de (10.61) é dada por

y(x) = c1yr(z) + caya(x)

para todo x € (0,00), onde ¢ e ¢y sdo constantes quaisquer.
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A equacao indicial

Como falamos anteriormente, a equagdo indicial associada a uma
equagao é obtida quando igualamos o coeficiente da poténcia de or-
dem mais baixa de x a zero. Estudando a equacao indicial percebe-
mos que teremos os seguintes casos a considerar:

Sejam 71,79 as raizes indiciais tais que r1 > 7o, entao

1)7“1 — T2 € 7

2) r1 — ro € Z. Nesse caso, ainda podemos subdividir em :
2)r1—ro €Z ery #ro.

2291 —ro €EZ ery =ry.

No primeiro caso, teremos duas solucées L.I.. Este foi o caso
do exemplo acima. No segungoo caso, podemos ter ou nao duas
soluces L.I. da forma y = Zanx”“". Isso & algo que desco-
n=0
briremos quando analisarmos as relacoes de recorréncia para cada
valor das rafzes indiciais. Ha casos que em analisando as relacoes
descobrimos que as duas raizes indiciais, as quais diferem por um
inteiro, embora distintas produzem a mesma solucao. Nesse caso
achamos a segunda solucao usando reducao de ordem. No caso em
que 71 = 19, temos claramente uma tnica solugdo, y;, a segunda
solugdo, yo, é obtida por reducao de ordem, ou seja, é obtida pela

formula

J P(z)dx

ya(z) = yl(x)/e_da:.

yi(z)

Entdo, resumindo se ocorrer o caso 2.1) a equagao diferencial tera
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duas solucoes L.I. da forma 1 O

oo
yi(z) = > ana™t ag # 0
n=0

y2($) = C@/l(x)lnw + Z b7L$n+r27 by # 0,
n=0

onde C' é uma constante a ser determinada a qual pode ser até
nula.
Se ocorrer o caso 2.2) (r1 = ry) a equagdo diferencial tera duas

solugoes L.I. da forma

oo
yi(x) = Z anz™ ™ ag # 0
n=0

yo(z) = yi(x)lnz + Z bzt

n=1
10.5 Conclusao

Na aula de hoje, concluimos que as séries de poténcias con-
tribuiram para que mais equacdes diferenciais pudessem ser re-
solvidas, contudo ainda estamos longe de resolvermos analitica-
mente todas as equagoes diferenciais ordinarias. Esse método de
resolugdo por séries de poténcias exige um pouco mais de cuidado
e concentracao, uma vez que envolve muitos célculos, contudo é
um método eficaz e ja ha bastante tempo usado nas ciéncias ditas

exatas.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos uma técnica para resolucao de equacoes
lineares com coeficientes varidveis. Aprendemos que podemos achar
solucdes em forma, de séries de poténcias em torno de pontos or-
dindrios para equagoes diferenciais. Ademais, aprendemos que
além de obtermos solugoes em forma de séries de poténcias em
torno de pontos ordinérios, podemos obter em torno de pontos

singulares, usando para isso o método de Frobenius.

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos o fundamento tedrico a cerca da
transformada de Laplace, a qual é uma ferramenta muito utilizada,
principalmente pelos fisicos, para resolucao de equacoes diferenci-

ais ordindrias.

ATIVIDADES

Atividade. 10.1. Determine os pontos singulares de cada equacao
diferencial. Classifique cada ponto como regular ou irregular.

a) 23y" + 422y +3y =0

b) (22— 9)%y" + (z + 3)y' + 2y =0

c) (2% +4x)y" — 22y + 6y =0

Atividade. 10.2. Encontre duas solucoes L.I. em série de potén-
cias em torno do ponto ordinério x =0

a) (22 +2)y" + 32y —y=0
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Atividade. 10.3. Use o método de séries de poténcias para re-
solver

a) o PV.IL y" — 22y +8y =0, y(0) =3, y(0) =0.

b)y' —zy=1

Atividade. 10.4. A equacao diferencial 3" —2zy+2ny = 0 é con-
hecida como equacao de Hermite. Quando n > 0 é um ndmero
inteiro, a equacao de Hermite apresenta uma solucdo polinomial.
Os polinémios de Hermite tém alguma importancia no estudo de
mecanica quantica. Obtenha as solugdes polinomiais correspon-

dentesan=1en=2.

Atividade. 10.5. Nos problemas abaixo mostre que as raizes in-
diciais nao diferem por um inteiro. Use o método de Frobenius para
obter duas solucoes seriais linearmente independentes em torno do
ponto singular regular zp = 0. Encontre a solucdo geral em (0, 00).
a)2zy” —y' +2y=0

b) dzy” + 1y +y=0

Atividade. 10.6. No problema abaixo mostre que as raizes indi-
ciais diferem por um inteiro. Use o método de Frobenius para
obter duas solugdes seriais L.I. em torno da singularidade regular
zo = 0. Encontre a solugdo geral em (0, 00).

a)ry” +2y —xy =0
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