Conceitos basicos de
estatistica

META
Apresentar conceitos basicos de estatistica
necessarios para o estudo da mecénica

estatistica.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverdo ser
capazes de:

Entender conceitos bésicos de estatistica
como espaco amostral, eventos e probabil-
idade.

Compreender as regras da soma e da
multiplicacao da probabilidade.

Entender os conceitos de varidveis
aleatérias, densidade de probabilidade e
seus momentos.

Resolver problemas envolvendo estes

conceitos.

PRE-REQUISITOS
Calculo diferencial e integral, teoria de

conjuntos elementar e funcdo § de Dirac.



*Teoria de conjuntos
é apenas uma maneira
para tratar eventos em
probabilidade. Exis-
tem outras maneiras
de fazer este trata-
mento Como, pOr ex-
emplo, representar um
evento como uma var-
iavel logica (verdadeiro
ou falso) e tratar esta
variavel com a &lgebra
de Boole. Maiores de-
talhes na ref. [2].
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4.1 Introducao

Prezado aluno, antes de explorarmos a mecénica estatistica,
temos que entender alguns conceitos basicos de estatistica. Esta é
uma ciéncia que estuda a colecao, organizacao e a interpretacao de

dados. A estatistica pode ser basicamente dividida em dois ramos:

Estatistica indutiva: produzir afirmacoes sobre uma dada car-
acterfstica da populagao, na qual estamos interessados, a par-

tir de informacées colhidas de uma parte dessa populagao.

Estatistica descritiva: reine um conjunto de técnicas para suma-
rizar os dados e medidas descritivas que permitem tirar muitas

informacGes contidas nos dados.

No estudo de mecénica estatistica estaremos interessados na
estatistica descritiva, pois é através desta que buscaremos técnicas
para extrair a descricdo macroscopica de um sistema por meio da
observacdo e sumarizacao de dados microscépicos dos seus consti-

tuintes.

4.2 Probabilidade

O conceito de probabilidade esté ligado & quantificacao da pos-
sibilidade de ocorréncia de um certo evento. Iremos usar a estraté-
gia de representar eventos através de conjuntos®. Isto nos permitira
usar intimeras regras da teoria de conjuntos que vocé ja conhece
desde o ensino médio. Para iniciarmos o estudo de probabilidade,

vamos apresentar algumas defini¢des:

Experimento: qualquer processo que nos permita obter obser-

vacoes. Um experimento pode ser classificado como:
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e Deterministico: quando o resultado do experimento ja é
conhecido. Ex.: jogar uma pedra para cima e observar

se ela cai ou nao.

e Aleatério: quando o resultado do experimento ndo é
conhecido, mesmo sabendo todas as possibilidades. Ex.:
jogar uma moeda para o alto e observar a face (cara ou

coroa) que cai para cima.

Espaco amostral: é o conjunto de todos resultados possiveis para
um experimento aleatério. Ex.: para o lancamento de um
dado, o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}, onde cada
um destes ntmeros representa a face do dado que cai voltada

para cima.

Evento: é qualquer subconjunto do espago amostral. Ex.: O con-
junto {3,5} é um evento do lancamento de dados pois esta
contido em Q. O conjunto {1} é um evento simples do lanca-
mento de dados pois, além de estar contido em €2, ndo pode

ser particionado.

Eventos mutualmente excludentes: Sao eventos que quando
um ocorre, o outro ndo pode ocorrer. Isto implica que, se
A e B sdo mutualmente excludentes, entao AN B = (), ou
seja, os conjuntos A e B sao disjuntos. Ex.: Considere um
jogo de dado onde A seja o evento de ocorréncia de faces com
nimeros maiores que dois, B seja o evento de occoréncia de
faces menores que trés e C seja o evento de ocorréncia de

faces com nimeros primos. Sendo assim, A = {3,4,5,6},
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B =1{1,2} e C ={2,3,5}. Note que

ANB = (< Ae B sao mutualmente excludentes.

ANC {3,5} & A e C ndo sdo mutualmente excludentes.

BnNnC

{2} & B e C nao sdo mutualmente excludentes.

Eventos independentes: Se o evento A ndo interfere na ocorrén-
cia do evento B e vice-versa, A e B sdo chamados de even-
tos independentes. Ex.: considere o primeiro lancamento de
um dado e a ocorréncia de uma determinada face (primeiro
evento). Ao lancar o dado pela segunda vez, o resultado do
evento obtido no primeiro lancamento nao influencia o resul-
tado de evento do segundo langamento. Por isso, podemos
dizer que a cada langamento o dado produz eventos indepen-

dentes.

Evento complementar: considere um evento A C . O evento

complementar a este evento ¢ A, tal que
AcQ, AnA=0 AUA=Q,

ou seja, A contem todos os eventos simples que estdo em e
ndo estdo em A. Este evento também é chamado de evento
negacao de A. Ex.: Se para um jogo de dado o evento A
é referente a ocorréncia de faces com nimeros pares, A =
{2,4,6}, entdo A = {1,3,5}, o qual ¢é referente as faces de

nameros impares.

Nao existe um acordo bem estabelecido para a atual definicao
de probabilidade [2]. No entanto, trés axiomas® devem ser respeita-

dos:
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Axioma I: A probabilidade de um evento A é um numero real e

nao-negativo, ou seja,

P(A) > 0.

Axioma II: A probabilidade de um evento que certamente ocorre

¢ igual & unidade, ou seja,

PQ) =1.

O evento que certamente ocorre corresponde ao espago amostral.

Axioma III: A probabilidade de ocorrer qualquer um dos N even-
tos mutualmente exclusivos, A1, Ao, ..., Ay, é igual a soma

da probabilidade de ocorrer cada um deles, ou seja,

P(AiUAyU...UAN) = P(A1) + P(A2) + ... + P(An)

Estes axiomas sdo denominados de axiomas de Komolgorov.
Observando varias teorias e escolas de pensamento, duas abor-
dagens emergem de maneira mais frequente. Iremos apresenta-las

através de duas regras para encontrar probabilidades:

Abordagem frequencista (empirica): Realize um experimento
inlimeras vezes e conte quantas vezes um evento A ocorre. A

probabilidade deste evento é estimada por

numero de vezes que A ocorreu

P(A) =

nimero de vezes que o experimento foi realizado’

quando o ntimero de realizactes do experimento tende ao

infinito.
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Abordagem classica: Considere um experimento onde existem [
eventos simples distintos, os quais possuem a mesma chance

de acontecer. Se A pode ocorrer s destas [ maneiras, entdo

ou de maneira anéaloga

P(A) = ZEA;, (4.1)

onde n denota o nimero de elementos do conjunto.

Exemplo 4.2.1. Calcule, através da abordagem classica, a prob-
abilidade de ocorrer:

(a) a face 3 no lancamento de um dado “honesto”;

(b) o valor 4 na soma do numero das faces no langamento de dois

dados “honestos”.

Solugao: A palavra “honesto” se refere a um dado néo viciado, ou
seja, um dado onde a probabilidade de ocorrer qualquer face
¢ a mesma.

(a) O espago amostral no lancamento de um tunico dado é

Q=1{1,2,3,4,5,6},

No entanto, o evento que ocorre a face 3 é um evento simples,

o qual pode ser representado da seguinte forma
A ={3}.

Com isso, podemos calcular a probabilidade deste evento

acontecer usando a eq. (4.1)
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(b) O espago amostral no langamento de dois dados é
Q= {(i,j)|i.j=1,2345,6} (4.2)

onde i é referente & face do primeiro dado e j para o segundo.
Note que n(£2) = 36. Por outro lado, o evento em que a soma

do ntimero das faces é igual a 4 é

A={(1,3);(2,2); 3,1}
Portanto, a probabilidade deste evento ocorrer é
n(A) 3 1
PA)=——+F=—=—.
(4) n(Q) 36 12
4.2.1 Regra da soma

Qual a probabilidade de acontecer um evento A ou um evento
B, tal que A C Qe B C Q7 Para responder esta questdo podemos
fazer uso da teoria de conjuntos com o nimero de elementos da

uniao de dois conjuntos, a qual é escrita como
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(AN B). (4.3)

Dividindo esta equagdo por n(2) e usando a abordagem cléssica,

identificamos a identidade
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (4.4)

esté equagdo é conhecida como regra da soma. O evento AN B
refere-se a ocorréncia simultanea de A e B. Porém, se os eventos

sao mutualmente excludentes, AN B = (), entao
P(AUB) = P(A)+ P(B), (4.5)

concordando com o terceiro axioma de Komolgorov.
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Exemplo 4.2.2. Calcule, através da regra da soma, a probabili-
dade de ocorrer faces com nimeros pares ou primos no langamento

de um dado “honesto”.

Solugao: Seja A o evento do langamento do dado em que ocorre
pares, A = {2,4,6}, e B o evento de ocorréncia de nameros
primos, B = {2,3,5}. Para calcular P(A U B) através da
regra da soma, precisamos achar P(A), P(B) e P(AN B).
J4 sabemos que o namero de elementos do espago amostral

no langamento de um dado é n(€2) = 6. Portanto,

~n(A) 3 1
PA="0) "6~ 2
) n(B) 3 1

(B) = n(Q) 6 2
Note que AN B = {2} e, consequentemente,

P(AmB):n(:(g)B):é.

Finalmente, podemos usar a regra da soma

P(AuB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) =

que é, justamente, a probabilidade de ocorrer A ou B.

4.2.2 Regra da multiplicagao

Qual a probabilidade de acontecer os eventos A e B, con-
siderando que estes sao independentes? Para responder este ques-
tionamento, considere que 24 (25) é 0 espago amostral que contém

o evento A (B), ou seja,

A CQy, B C Qp.
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FEstamos interessados no resultado geral proveniente do resul-
tado individual de dois experimentos, cada um representado por
seu espaco amostral 24 e Q2p. Sendo assim, o espaco amostral
geral pode ser escrito como o produto cartesiano® dos dois espacos

amostrais individuais
D=0y xQp={(a,b) | a€QaebeQp}.

Analogamente, o0 evento global observado no experimento geral que
estd contido no espaco amostral 2 também pode ser representado

como um produto cartesiano dos dois eventos individuais
AB = AXx B.

Onde AB e o evento de ocorréncia de A e B. Com isso, temos

P(AB) = n(AB) _ n(A x B) n(A)n(B)

n(Q)  n(QaxQp)  n(Qa)n(Qp)

Com isso, temos

P(AB) = P(A)P(B). (4.6)

Esta equagao é conhecida como regra da multiplicagdo para even-

tos independentes.

Porém, como determinar P(AB) se os dois eventos forem de-
pendentes? Suponha que a ocorréncia de B depende da ocorréncia
de A. Os produtos cartesianos escritos anteriormente ndo podem
ser mais usados, pois os eventos possuem dependéncia. A represen-
tagdo via teoria de conjuntos desta dependéncia entre os eventos é
através de uma relacdo**. Neste caso, a deducao de P(AB) seria
extensa e, sendo assim, optamos por nao entrar em tantos detalhes.

No final desta deducdo obteriamos

P(AB) = P(A)P(B|A), (4.7)

*Perceba que o es-
pagco  amostral do
lancamento de dois
dados representado
pela eq. (42) & o

produto cartesiano dos
espagos amostrais do
lancamento de
dado.

cada

**Lembra o que é uma
relagao? Vocé a estu-
dou em matematica no
ensino médio. Trata-se
de um subconjunto de
um produto cartesiano.
Este subconjunto obe-
dece a uma condigao.
Vale a pena consultar
um livro do ensino mé-
dio de matematica e
relembrar a teoria dos
conjuntos.
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onde B|A é a ocorréncia do evento B considerando que o evento A
aconteceu. Por causa desta dependéncia P(B|A) é denominada de

probabilidade condicional. Note que se A e B a eq. (4.6) é valida

e, consequentemente P(B|A) = P(B). Por isso, a eq. (4.7) é a

regra da multiplicagdo em sua forma mais geral.

Exemplo 4.2.3. Considere uma caixa com trés cartas enumeradas
por 1, 2, e 3. Suponha que acontecem dois experimentos aleatorios,
onde um cego retira da caixa uma tnica carta, a qual nao retorna
a caixa.

(a) Calcule, através da regra da multiplicacdao, a probabilidade
da carta 2 ser retirada e em seguida a carta 3 seja selecionada?
(b) Calcule a mesma probabilidade do item anterior, usando a

abordagem classica diretamente.

Solucao:
(a) A probabilidade da carta 2 ser retirada dentre as 3 cartas
é
1

P(4s) = 3.

Considerando que o evento de retirada da carta 2 foi real-
izado, sobram apenas 2 cartas: 1 e 3. Portando, a probabili-
dade de que a carta 3 seja retirada considerando que a carta
2 ja saiu é

1

Usando a regra do produto, obtemos a resposta
11 1
P(A2A3) = P(A2>P(A3’A2) = 35 = 6

(b) O espaco amostral da retirada de uma tnica carta é

O ={1,2,3}.



Introducao a Fisica Estatistica

No entanto, o espaco amostral global pode ser representado

através da seguinte relacao:
Q = {@GNli,jeei#j}
= {(1,2);(1,3);(2,1);(2,3); 3,1); (3,2)}  (4.8)
O evento que estamos interessados é
A2Az = {(2,3)}.

Sendo assim, podemos obter o resultado

P(AxA3) = n(:é;;g) = %

concordando com o resultado do item (a).

4.3 Variaveis aleatoérias e densidade de prob-

abilidade

Qualquer evento aleatério pode ser rotulado por um valor numeérico,

o qual é chamado de varidvel aleatéria. Estas podem ser discretas

ou continuas.

Considere um experimento em que ocorre N eventos mutual-
mente exclusivos, Aj,...,An, e que x; seja a varidvel aleatoria
discreta que representa o evento A;. Sendo assim, podemos repre-

sentar o espaco amostralcom a seguinte notacao
N
Q={x1,...,zn} = {xj}jzl

e, também, usar a notagao P; = P(A;). Sendo assim, pelo segundo

e terceiro axiomas de Komolgorov, temos

N
d =1 (4.9)
j=1
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Isto quer dizer que a soma da probabilidade de todas as var-
iaveis aleatorias discretas deve ser igual & unidade. Podemos tam-
bém imaginar um espaco amostral continuo, por exemplo, imagine
um intervalo que define o espaco amostral 2 = [a,b] € R. Sendo
assim, nossa varidvel aleatéria x estd dentro deste intervalo, ou
seja, a < x < b. Podemos dizer que a probabilidade de acontecer
um valor entre x e x+dz é p(x)dz. Analogo ao caso discreto, ao in-
vés de somar todas as probabilidade de eventos possiveis, podemos

realizar uma integracao, onde

/abp(:t)dx =1

Esta funcao p(x) é chamada de densidade de probabilidade. Us-

ando a regra da soma de forma generalizada, podemos encontrar
a probabilidade de achar = no intervalo [c,d] C [a,b] da seguinte
forma
d
Plc<zx<d)= / p(x)dz
(&
A densidade de probabilidade para varidveis discretas pode

também ser definido através da fungdo ¢ de Dirac [3]

N
p(x) = Pis(x — x;). (4.10)
j=1
Note que se integrarmos esta equacao, obtemos
b N b N
/ p(x)dz = ZP]/ i —xj) = ZPj =1.
a ; a j=1

7j=1
4.4 Momentos

Seja « uma varidvel aleatéria pertencente a um intervalo Q. O

valor médio de uma funcao desta varidvel é definido como sendo

(f(2) = /Q F(@)p(x)dz (4.11)
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O k-ésimo momento de z é definido da seguinte forma

<xk>5/9xkp(x)d:p.

Com isso vemos que o primeiro momento (com k = 1) &, justa-

mente, a média (x). O desvio quadratico médio, também chamado

de varidncia, é definido por
var(z) = ((x— < z >)?). (4.12)

A variancia pode ser usada como uma estimativa de quanto os
eventos aleatérios se afastam de sua média, ou seja, uma medida

de dispersao. Usando a propriedade

(f(z) +9(z)) = (f(2)) + (9(2)), (4.13)
podemos demonstrar que
var(z) = (2°) — (z)% (4.14)

Note que (z%) é o segundo momento, também conhecido como

média quadréatica.

4.5 Conclusao

Podemos considerar que esta aula oferece um contetido bésico,
porém essencial para o tratamento estatistico que iremos precisar

no estudo da mecéanica estatistica.

4.6 Resumo

Nesta aula vimos alguns conceitos basicos de estatistica. Abor-

damos probabilidade através da teoria de conjuntos. Vimos que a
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probabilidade de um evento A acontecer é

_n4)

onde €2 é o espaco amostral do experimento. Mostramos duas

regras importantes: a da soma
P(AUB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB),
e a da multiplicacao
P(AB) = P(B)P(A|B).

Vimos que um problema com varidvel aleatéria discreta pode ser
mapeado em um problema de variadvel aleatéria continua, usando

a 0 de Dirac da seguinte forma
N
p(z) = Pi(x — ).
j=1
A condi¢ao de normalizacao da probabilidade deve ser satisfeita

N
/ plx)dr =1= ZP]-.
Q ot

A média de uma fun¢io de x é obtida usando a seguinte equagio

(f(z)) Z/Qf(x)p(x)dx.

4.7 Atividades

ATIV. 4.1. Um sistema consiste de quatro componentes inde-
pendentes e funciona somente quando todas as componentes fun-
cionam. Seja S; o evento da componente ¢ funcionar e p; = P(.S;).

Qual a probabilidade do sistema falhar?
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Comentario: Usando a regra da multiplicacdo é possivel encon-
trar a probabilidade do sistema funcionar. Note que o evento

do sistema falhar é complementar ao evento deste funcionar.

ATIV. 4.2. Sendo Bj, Bo,..., By eventos mutualmente exclu-
sivos e exaustivos, isto ¢, Qp = By U By U ... U By, demonstre o

teorema da probabilidade total,
N
P(A) = P(A|B))P(By),
j=1

onde A é o evento de um experimento distinto do qual os eventos

B, B, ..., By podem ser observados.

Comentario: Inicialmente, pode ser mais facil mostrar que P(A) =
P(AQp). Depois disso, que tal decompor Qp na unido de-
scrita no enunciado e, em seguida, usar as regras da multi-

plicacao e da soma?

ATIV. 4.3. Um teste de diagnostico de cancer tem 95% de pre-
cisdo, tanto nos portadores do mal quanto nos nao-portadores.
Se 0,6% da populagao tem cancer, (a) calcule a probabilidade de
determinado individuo ser portador do mal, sabendo-se que o re-
sultado do teste foi positivo. (b) Se fizessem mais dois testes de
diagnostico e o resultado fosse positivo em ambos, qual seria a

probabilidade do individuo ter cAncer?
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Comentério: Esta atividade requer alguns cuidados. E possivel
resolvé-la facilmente através do método bayesiano [2]. Uma

consulta na ref. [5], podera auxiliar sua resolucao.

ATIV. 4.4. Em um programa de auditério, é realizado um jogo
com trés portas fechadas e um prémio atras de uma delas. Para
ganhé-lo, o concorrente deve adivinhar a porta onde o prémio esté.
O apresentador do programa convida uma pessoa do auditério,
Joao, para concorrer ao prémio, escolhendo uma das portas. (a)
Qual a probabilidade de Jodao ganhar o prémio? Depois de algum
suspense, o apresentador abre uma das portas que nao contem o
prémio. Depois deste fato, ele oferece a Joao a opcao de trocar
de porta. (b) Do ponto de vista estatistico, vale a pena Jodo re-
alizar esta troca? Por que? Justifique sua resposta calculando

probabilidades.*

*Este é um problema
tradicional de probabil-
idade conhecido como
problema de Monty
Hall.

Comentario: Este problema pode ser resolvido de maneira andloga
a atividade anterior. Uma leitura na ref. [4], facilitara sua

resolucao.

ATIV. 4.5. Demonstre as egs. (4.13) e (4.14).

Comentario: A soma de fungdes é uma funcdo também. Que tal

usar a eq. (4.11)7
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ATIV. 4.6. Partindo da eq. (4.11), mostre que

N

(f(@) =D fiP;,
j=1

onde f; = f(x;).

Comentario: E possivel usar a eq. (4.10) e as propriedades da

fungao ¢ de Dirac [3].

ATIV. 4.7. Considere que j = 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 é uma variavel
aleatoria referente as faces de um dado. (a) Calcule a probabil-
idade P; da face j cair voltada para cima no langamento de um
dado “honesto”. Usando o resultado da atividade anterior, faca

f(x) = z e, em seguida, f(x) = 22 para obter (b) (z) e var(z).

Comentario: Reveja o exemplo 4.2.1. Lembre-se que a varidncia

pode ser calculada através da eq. (4.14).

ATIV. 4.8. Escreva a densidade de probabilidade, p(x), para o
lancamento de um dado “honesto”, onde os valores possiveis para
xsdo 1,2, 3,4, 5 e 6, referentes a cada face do dado. Calcule (z) e
var(z) usando a eq. (4.11) e compare com o resultado da atividade

anterior.

Comentéario: Considerando que vocé ja calculou P; na atividade

anterior, que tal usar a eq. (4.10)7
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*Nesta
p(z) ¢ chamada de
distribui¢do uniforme.

atividade,

**Nesta
p(z) ¢é chamada de
distribuicao normal ou
gaussiana.

atividade,

80

Conceitos basicos de estatistica

ATIV. 4.9. Considere € [~§, 5] uma varidvel aleatéria con-
tinua. Suponha que qualquer valor neste intervalo tenha mesma
chance de ocorréncia. (a) Obtenha a densidade de probabilidade®

da variavel z. (b) Calcule (x) e var(z).

Comentario: Se os valores possuem a mesma chance de ocorrer,
a densidade de probabilidade deve ser constante. Lembre-se

da condicao de normalizacdo desta densidade.

ATIV. 4.10. A variavel aleatoria x € R é regida pela densidade de
probabilidade p(x) = aexp|[—b(x — ¢)?], onde a, b e ¢ sdo paramet-
ros reais. Determine a, b e ¢ em funcao de (x) e do desvio padrao
de x, definido como o = y/var(x). Reescreva p(z) apenas usando

(x) e 0 como parametros™.

Comentario: Lembre-se da condicdo de normalizacdo que toda

densidade de probabilidade deve obedecer.

4.8 Proxima aula

Depois de estudarmos termodinimica e alguns conceitos de es-
tatistica, estamos preparados para introduzir a mecanica estatis-
tica. E isto que faremos na préxima aula, tratando sistemas clas-

Sicos.
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