Aula

ALGEBRA BASICA

Suprir algumas deficiéncias sobre algebra ensinada em matematica no nivel
médio

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera:

definir conceitos matematicos de algebra basica;

interpretar os coeficientes a e b em uma reta de um gréfico y=ax +b; e
realizar operagdes com matrizes.

PRE-REQUISITOS
O aluno devera ter em maos seus livros ou cadernos de matematica do
ensino médio e uma calculadora.

Algebra (Fonte: http://cms.dt.uh.edu).
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INTRODUCAO

A fisica faz uso de equagGes e féormulas para compreender o mundo
que nos cerca. Vamos mergulhar juntos nelas?

Por que essa hesitagao? Vocé tem medo de férmulas? A matematica é
muito dificil? Nem tanto, tudo o que vocé precisa ¢ um pouco de persever-
anc¢a e uma dose regular de estudo para transformar qualquer dificuldade
em uma arma em seu beneficio.

Nessa e na nossa proxima aula, faremos uma revisao de alguns re-
sultados basicos de operagoes e métodos matematicos a fim de assegurar
que vocé se lembre bem deles. E recomendado que vocé esteja totalmente
familiarizado com técnicas algébricas, geometria analitica e trigonometria
logo no inicio do curso. Caso vocé tenha dificuldades ou encontre resultados
desconhecidos é conveniente estuda-los mais cuidadosamente em livros e
anotacoes de nivel médio.

Livros (Fonte: http://penta2.ufrgs.br).

REGRAS BASICAS

Uma equagdo é uma expressao matematica; uma fér-mula é uma
equagdo usada com a proposta de encontrar certo valor ou resolver um
problema pratico.

Equagoes e férmulas podem conter certos coeficientes (numeros es-
pecificos), constantes (quantidades especificas representadas por letras do
alfabeto), e/ou varidveis (expressdes que significam numeros, mas nao os
especificam).

Cuidado, pois constantes podem ser confundidas com variaveis, a me-
nos que sejam declaradas no texto indicando o que seu simbolo significa
e especificando a unidade envolvida. Um exemplo comum ¢ utilizarmos
a letra ¢ para representar a velocidade da luz (cerca de 299.792.000 m/s).
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Outro exemplo € a letra e, que representa a constante exponencial, cujo
valor é aproximadamente 2,71828.

Qualquer operagao aritmética comum ¢ possivel em uma equagio
ou formula. Isso inclui adi¢do, subtracao, multiplicacao, divisao. Algumas
funcbes também sao usadas, tais como fungoes logaritmicas, fungoes ex-
ponenciais, fungdes trigonométricas, ou algumas fungdes mais sofisticadas.

Quando uma operagao algébrica ¢ realizada, as leis da aritmética sao
aplicadas. Simbolos tais como X, y € z sao comumente usados para repre-
sentar quantidades que nao sao especificadas, que denominamos variaveis.
Quando voce escrever uma férmula, tenha o cuidado de definir cada uma
das constantes e variaveis para que um leitor saiba para que a férmula esta
sendo usada ¢ o que todas as suas quantidades representam.

POR EXEMPLO, CONSIDERE A EQUACAO:

8x=32

Se nés queremos saber quem ¢ o x, podemos dividir (ou multiplicar)
cada lado da equacao pelo mesmo fator sem destruir a igualdade. Nesse
caso, se dividimos ambos os lados por 8 teremos:

sv_32
8 8
x=4

Agora considere essa outra equagao:
x+ 2=8

Nesse tipo de expressao nos podemos adicionar ou subtrair a mesma
quantidade em cada lado:

x+2-2=8-2
x=06

Generalizando, se x+a=b entao :

x+a-a=b-a
x=b-a

Em todos os casos, qualquer que seja a operagao realizada em um dos
lados da igualdade, ela também deve ser realizada no outro lado.
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POTENCIACAO

Quando poténcias de certa quantidade (mesma base) sao multiplicadas,
as seguintes regras se aplicam:

xnxm — xn+m
Exemplo:
x2x4
I

~ — xn—m
X
Por exemplo,
8
X 8-2 6
—2 =X =X
X

N ~ 1 ~
Se uma poténcia é uma fragao, tal como _ , corresponde entao a uma
ralz como segue:

1

S
Por exemplo, 27% =3/27 =3

Finalmente, uma quantidade x” elevado a »-ésima poténcia é:
(xn )m — X

ATIVIDADES

1
1. Calcule 92.35.242%.2_92

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Isso é bem facil. Veja que s6 podemos somar os expoentes se tivermos
a mesma base e quando elas estiverem sendo multiplicadas. Podemos
transformar o0 9 em 32 e 92 em 9, entio:

290



Algebra basica

Aula

(3%)?.3.224+2° 249 =
34.32.22423.2=3*322 4 2% 1 3=
3722 +24+3=2187.4+16+3=8767

1

Portanto  92.35.2.423.2492 =8767

LOGARITMOS

Suponha que a quantidade x é expressa como uma poténcia de alguma
quantidade a:

X=

O numero « é chamado de base. O logaritmo de x com respeito a base
a ¢ igual ao expoente para o qual a base deve ser elevada de forma a satis-
fazer a expressao .

Revertendo, o antilogaritmo de y ¢ o numero x:

Na pratica, as duas bases mais usadas sio a base 10, denominada
logaritmo de base comum, e a base , chamada de constante de Euler ou
logaritmo de base natural.

Quando logaritmos comuns sao usados:
J=log, x (oux=10")

Quando o logaritmo natural ¢ suado:
y=In*(ou x=¢’)

ATIVIDADES

Calcule o longZ e o 1ln52

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Podemos usar uma calculadora para obter o resultado:
log, 52 = 1,716

Por outro lado 1n 52 = 3,951
antlog101,716=10"6=52
antin 3,951 = e 3,951 =52

Veja que os dois valores sao diferentes, mas s6 mudamos a base.
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Em geral, vocé pode converter a base 10 para a base e e vice-versa,
através da igualdade:

Inx=(2,302585)log,

Aqui estdo algumas propriedades uteis sobre os logaritmos:

log(ab)=loga+logh
log(a/b)=loga-logh Qualquer base
log(a”)=7loga

lne=l

lne*=a

FATORACAO

Em matematica, faforacio de um nimero é o problema de se encontrar
todos os divisores de um numero inteiro. Lembrou?

A fatoracdo de um polinomio consiste em transforma-lo em um
produto de polinomios de graus menores, ou mais simples. Essa fatoragao
¢ indispensavel na resolu¢ao de equagoes do segundo grau ou maior.

Algumas regras uteis de fatoragdo sao:

ax+ ay+ az = a(x+ y+3) fator comum em evidéncia
&+ 2ab+ P = (a+ b)* trindmio quadrado petfeito
& -0 =(a+b)a-b) diferenca de dois quadrados
@+ 0= (a+b)a2-ab+ ) somade dois cubos
@ -0 = (a-b)a+ab+ P diferenca de dois cubos

EQUACOES E POTENCIAS

Em algebra, é costume classificar as equagoes de acordo com o maior
expoente (poténcia) das variaveis. Uma equacdo de pri meira ordem com
uma variavel pode ser escrita da seguinte forma:

ax+b=0

Na qual z e b sao constantes e x ¢ a variavel. EquacGes desse tipo tém
sempre um #zmero real como solugao.

Ja uma equagio de segunda ordem (ou quadratica) com uma variavel
pode ser escrita da seguinte forma:

ax’*+ bx+¢c=0



Algebra basica Aula

em que a, b e ¢ sdo constantes (c nao ¢ a velocidade da luz) e referidos como
os coeficientes da equagdo e x ¢ a variavel. Equa¢oes desse tipo podem ter
um ou dois numeros reais como solu¢ao, ou nao ter um numero real como
solucdo. Esta equagao tem raizes dadas por:

B —b++b* —4ac

X =
2a

Se * = 4ac as raizes sio reais.

Quando o expoente em uma equagao com uma unica variavel cresce
a solucdo torna-se cada vez mais complicada. Por exemplo, uma equagao
de ordem n pode ser escrita da seguinte forma:

ax'+ax"'+ ax.ta P+a x+ta =0

em que a', &,..., nsdo constantes e x ¢ a varidvel. Parece bem dificil
resolver essas equagoes. Porém atualmente os cientistas tém a ajuda de
computadores para soluciona-las. Mas isso nao significa que vocé nao deva
saber como proceder para soluciona-las, mesmo que isso demore. Pelo
menos deve saber qual o procedimento para equagoes mais simples, como
de ordem 3 ou 4. Como voce saberia que o computador estd trabalhando
corretamente se nao souber resolver um so6 calculo? E ainda, os programas
computacionais sao feitos por seres humanos que sabem como resolver
essas contas; vocé pode se transformar em um deles!

ATIVIDADES

A equagao (x-4)(x+ 5)(x-1) é um exemplo de uma equagio de: ,
a) primeira ordem. L
b) segunda ordem.

c) terceira ordem.

d) quarta ordem.

e) nenhuma das alternativas anteriores.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

O maior expoente de x sera encontrado quando multiplicarmos todos
os x na equagdo. Como cada um dos trés x esta elevado a primeira
poténcia, temos x.x.x= x'""'=x3. Portanto essa é uma equagio de

terceira ordem, resposta c.

293



Introducao a Fisica

294

EQUACOES LINEARES

Uma equagio linear tem a seguinte forma y = mx = b na qual m e b
sao constantes. Essa equagao ¢ dita linear por que o grafico de y versus x
¢ uma linha reta, como mostrada na figura 1.

] ( .\'2 ’ _\'2

(0, LIJ).‘_ ”

(0, 0) x

Figura 1 - A constante 4 representa o valor de y quando a linha inter-
cepta o eixo y. A constante » corresponde a inclinagao da reta.

Se quaisquer dois pontos na linha forem especificados pelas coorde-
nadas (x,7,) € (x,),), como mostrado na figura, entdo a inclinagao da reta
pode ser obtida pela expressao:

- A
inclinagdo=m = YT Y

X, —x, Ax
Note que tanto » quanto » podem ter valores positivos ou negativos.

Se #>0, a linha tem uma inclinagao positiva. Se 7<0, a linha tem inclinagao
negativa.

(1)  , m=0
bei)

(7 m=0
b0

[:‘, ] e < 1)
hel)

RESOLVENDO UM CONJUNTO DE EQUACOES
LINEARES

Considere a equagao 3x + 5y = 15, a qual tem duas incognitas, x e y.
Tal equagao nio tem apenas uma solucao. Por exemplo, (x=0¢e y = 5) ou
(x =5 ey =0) sdo solucbes dessa equagao.

Se o problema tem duas incégnitas, para uma tnica solugao possivel sio
necessarias duas equagdes. Para resolver o sistema de equagoes envolvendo
duas incognitas, primeiro encontramos x em func¢io de y em uma equagao
e substituimos essa expressao na segunda equagao, que assim podera ser
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solucionada, pois contera apenas uma incognita y. O valor encontrado pode
entdo ser substituido na primeira equag¢ao com o objetivo de encontrar a
solucdo para x.

Se um problema tiver 7 incégnitas, entao devera haver um conjunto
com 7 equagoes para encontrar uma solu¢ao unica para cada incognita.

Um sistema de duas equagdes lineares com duas incognitas também
pode ser resolvido por um método grafico. Se as linhas correspondentes
as duas equagOes forem desenhadas em um sistema de coordenadas con-
vencional, a interse¢ao das duas linhas representa a solugao.

ATIVIDADES
Considere as equagdes:
x-y=2
x-2y=-1

Desenhe ambas em um grafico cartesiano e encontre a solugao para o sistema.

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Para desenha-las devemos atribuir, na primeira equacio, dois valores
aleatérios a y e encontrar o x correspondente ou vice-versa. Colocamos
os pontos (x1,y1) e (x2,y2) encontrados no grafico xy. A linha reta
que passa pelos dois pontos representa a equacdo dada. Repetimos
o procedimento para a outra equagao. O ponto onde elas se cruzam
corresponde a solu¢ao do sistema.

As equagoes foram desenhadas em um grafico, e sua interse¢ao tem as
coordenadas x =5 ey = 3, que é a solu¢ao para as equagoes. Vocé também
pode checar esta solugdo pela técnica analitica discutida anteriormente.

Al

l.:.'__

4__

. x—2y=-1

2T [ (5, 9)

21T X

l__
| | | | | |
| | | | | |
¥V¥2 3 4 5 6%
L
\"-x—x=r3
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MATRIZES

Voce sabe definir o que ¢ uma matriz. Podemos dizer que uma matriz
é uma tabela com colunas e linhas. Uma matriz com » linhas e 7 colunas
¢ chamada de matriz » por 7 (escreve-se 7X7), e m e n sao chamadas de
dimensoes, tipo ou ordem da matriz.

Para representar uma matriz devemos colocar as linhas e colunas entre
parénteses, chaves ou entre duas barras duplas. A matriz a seguir é uma matriz
de ordem 2X3, ou seja, com 2 linhas e trés colunas, com elementos naturais:

5 =5 =2
6 9 0

Um elemento de uma matriz 4 que esteja na 7~ésima linha e na j-¢sima
coluna é chamado de elemento 7/ ou (z)-ésimo elemento de A. Ele € escrito
como a, ou a/i,).

a Representa
1 a coluna

Representa
a linha

Na matriz M do exemplo anteriot, o elemento m,, € 6, ou seja, 0 nimero
que aparece na segunda linha e na primeira coluna do quadro.

A transposta de uma matriz A éamatrizA'  _emquea’ . =a_, ou

. . . mo x n . n x m ~ !/ jl

seja, todos os elementos da primeira linha da matriz A, tornar-se-ao elementos
da primeira coluna da matriz A, todos os elementos da segunda linha de A,
tornar-se-ao elementos da segunda coluna de A, etc. Generalizando, todos os
elementos da linha n de A, tornatr-se-20 elementos da coluna 7 de A,

ATIVIDADES

Encontre a matriz transposta de B, sendo:

1 2 3
B=
4 5 6



Algebra basica Aula

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Trocando linhas por colunas de B obtemos

1
B'=|2
3

SN W

Uma matriz A ¢é dita sizétrica se A = A.

Uma matriz guadrada tem o mesmo nimero de linhas e colunas, isto
¢, ¢ uma matriz nxn.

A matriz identidade In é a matriz » X # que tem todos os membros
da diagonal principal iguais a 1 e todos os outros fora da diagonal igual a
0. Exemplo:

1 0

[, =
2
0 1
A tnica matriz identidade que ndo contém zero ¢ a matriz identidade
de ordem 1:

DETERMINANTE

Matrizes e determinantes nao sao encontrados apenas no estudo da
matematica, mas também na engenharia, informatica, tabelas financeiras,
dentre outras. O deferminante ¢ uma fungao que associa um nimero (um
escalar) a uma matriz quadrada. Ele ¢ um importante conceito matematico,
usado, por exemplo, na solucao de sistemas de equagoes lineares.

Representamos o determinante de uma matriz A através de:

det (A) ou‘ A‘

O determinante de uma matriz de segunda ordem ¢ a diferenca entre
o produto dos termos da diagonal principal e o produto dos termos da
diagonal secundaria. Assim:

a b
det =ad —bc
c d a b c
Para uma matriz de ordem 3,4=|d e f
g h i
o determinante pode ser encontrado repetindo-se as colunas apés a
terceira coluna. Marcamos 3 diagonais que descem. Os produtos obtidos
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nas diagonais que descem devem ter o sinal positivo. Marcamos 3 diago-
nais que sobem. Os produtos obtidos nas diagonais que sobem devem ter
o sinal negativo. O determinante da matriz A é a soma dos seis produtos,
conservados os sinais.

+ + + - - -

d f
g i

aei + bfg + cdh - afh - bdi - ceg

ATIVIDADES

Encontre o determinante da matriz A.

1 3 10)
A=l1 1 10
0 2 10

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

O determinante de A é:

_11 ? 11% = (1.1.10)+(3.10.0)+(10.(-1).2)-(0.1.10)-(2.10.1)(10.(-1).3)=0
0 2 10

Ou seja, det (A) = 0

OPERACOES COM MATRIZES

Adicao
Dadas as matrizes A e B do tipo m por n, sua soma A + B ¢ a matriz
mxn computada adicionando os elementos correspondentes: (A4 + B)[z/]

= Als /1 + Blal.
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ATIVIDADES

Dadas duas matrizes A e B, com

5 -5 -2 03 1
A= B=
(6 9 OJ (2 0 7}

Calcule 2 soma de A+B

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

Entdo, a soma de A+B ¢ feita da seguinte forma:

540 -5+3 —-2+1
A+B=( ]

6+2 9+0 0+7
5 -2 -1
A+B=
;)
MULTIPLICAQAO POR UM NUMERO

Para multiplicar um numero £ qualquer por uma matriz #Xm A, basta
multiplicar cada valor a, de A por k. Assim, a matriz resultante B serd tam-
bém uma matriz #Xz, com bij = k.ay,

ATIVIDADES

Calcule 2B, sendo B a matriz:
0 3 1
B =
o)
COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

0 3 1 20 23 2.1 0 6 2
2B=2 = =
2 0 7 22 20 27 4 0 14
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Com isso, vocé pode concluir sobre a divisao de uma matriz por um
numero 4: basta multiplica-la pelo inverso desse numero (1/4). Mas cui-
dado: enquanto a multiplicagao entre um numero e uma matriz pode ser
dita “comutativa”, o mesmo nao vale para a divisao, pois nao se pode dividir
um ndmero por uma matriz.

MULTIPLICACAO DE DUAS MATRIZES

A multiplicagdo de duas matrizes é bem definida apenas se o nimero
de colunas da matriz da esquerda é o mesmo numero de linhas da matriz
da direita. Se A ¢ uma matriz mxn e B ¢ uma matriz nxp, entdo seu produto
AB ¢ a matriz m por p (m linhas e p colunas) dada por:

(4B)i, j]= A[i1]B[L, j]+ 4[i,2]B[2, j]+ ...+ A[i,n]B[n, j] para cada pariej.

ATIVIDADES
Calcule AxB sendo:
31
it
: 1 0

COMENTARIO SOBRE AS ATIVIDADES

axpof102] 2 Y [1x3+0x2+2x1 1x1+0x1+2x0]_[5 1
131 f (1)‘-1x3+3x2+1x1 Ax1+3x1+1x0 |T|g 2

E importante notar que a comutatividade nio é geralmente garantida;
isto é, dadas duas matrizes A e B, geralmente 4B #BA.

CONCLUSAO

Mesmo que vocé ja soubesse todas essas relagoes ma-tematicas, essa
aula serviu para relembra-lo de alguns detalhes que serao muito tuteis para
o decorrer de seu curso. Logaritmos, matrizes, equagoes, tudo isso forma
a base ferramental da fisica e vocé deve estar completamente familiarizado
com ela para dar prosseguimento ao seu curso sem dificuldades.
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Equagoes - equagao é uma expressao matematica; uma férmula é uma
equacgao usada com a proposta de encontrar certo valor ou resolver um
problema pratico. Qualquer que seja a operagao realizada em um dos lados
da igualdade, ela também deve ser realizada no outro lado. .‘D

Uma equagao de ordem n com uma unica variavel pode ser escrita da '

seguinte forma:

n n-1 n—2 2 _
ax"+ax"" +ax""..+a, ,x +a, x+a,=0

em que @', &,..., 7" sdo constantes e x ¢ a varidvel.
Regras de Potenciagao -

xnxm _ xn+m
n
X __ h—m
X"
1
x" =4i/x
m

Logaritmo - Se x = ¢* y =log, x e x = antilog, y
Inx = (2,302585)log,, x

Fatoragao - Algumas regras uteis:

ax+ay+az= a(x +y+ Z) fator comum em evidéncia

a’ +2ab+b? = (a + b) trinémio quadrado perfeito
>—b*=(a+b)a-b)

a+b :(a+b)< —ab+b? ) soma de dois cubos

a’—b*=(a- b)(a +ab+b’

diferenca de dois quadrados

diferenca de dois cubos

Forma de uma equacio lineat: y = zx + b em que 7 e b sdo constantes.
Em um grafico cartesiano 4 representa o valor de y quando a linha intercepta
o eixo j, e 7 corresponde a inclinacdo da reta.

Sejam dois pontos na reto especificados pelas coordenadas (x'y?) e

(x2y2)
D) _ Ny

X, =X Ax

nclinagao = m =
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Sistema de duas equagdes lineares: se um problema tiver n incognitas,
entdao devera haver um conjunto com 7 equagoes para encontrar uma solucao
unica para cada incégnita. Em um sistema de coordenadas convencional
com duas retas, sua intersecao representa a solucao.

Uma matriz é uma tabela com colunas e linhas. Se tiver m linhas e n
colunas sera chamada matriz 7Xn.

Um elemento de uma matriz 4 que esteja na 7~ésima linha e na j-¢sima
coluna ¢ o elemento az/ ou a[s].

A transposta de uma matriz A_ € a matriz Atn X m em que .

Uma matriz A ¢ dita simeétrica se A = At.

Uma mattiz guadrada tem o mesmo nimero de linhas e colunas, isto

¢, ¢ uma matriz zxi.
! =
ioi ) :
A matriz identidade Iﬂ ¢ a matriz # X 7 que tem todos os membros da

diagonal principal iguais a 1 e todos os outros fora da diagonal igual a 0.

O determinante ¢ uma fungao que associa um numero (um escalar) a
uma matriz quadrada.

Adi¢ao de matrizes A e B do tipo » por n:

(A + B)[ij] = Al /1 + Bliy].

Multiplica¢ao de um numero £ por uma matriz #X» A: RA=B com
b,= k.

Multiplicagao de duas matrizes: Seja A uma matriz zxz e B uma matriz
nxp, AB é uma matriz mxp.

PROXIMA AULA

Na proxima aula, faremos uma revisio de trigonometria ¢ de nimeros
complexos para refrescar sua memoria. Tchau.
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