Mecanica estatistica
quantica I: férmions

META
Construir o formalismo da mecénica

estatistica quéantica para férmions.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverdo ser
capazes de:

Entender a influéncia das propriedades
quénticas na construcao do formalismo da
mecanica estatistica.

Obter a distribuicdo de Fermi-Dirac.
Abordar o gas ideal de férmions.

Resolver problemas envolvendo estes

conceitos.

PRE-REQUISITOS
Aulas anteriores e calculo diferencial e

integral.




*Férmions sdo particu-
las quanticas que pos-
suem ntmero quantico

de spin semi-inteiro
_ 135
(S = 353197 " ) como,

por exemplo, o elétron

-1 icu-
(s=3). Estas particu
las possuem funcao de
onda antissimétrica
e, por isso, devem

satisfazer o principio
de exclusao de Pauli

[1].
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8.1 Introducao

Prezado aluno, na aula 5 construimos o formalismo da mecanica
estatistica para sistemas classicos. Com isso, nas aulas 6 e 7 apli-
camos este formalismo no estudo de gases. No entanto, é possivel
reformular a mecénica estatistica considerando as propriedades
quéanticas microscopicas dos componentes dos sistemas macroscopi-
cos. Por exemplo, levar em conta as propriedades de simetria da
funcao de onda [1].

Nesta aula, iremos construir de maneira simplificada o formal-
ismo de mecénica estatistica quantica para estudarmos sistemas

fermionicos®.

8.2 Distribuicao de Fermi-Dirac

Na sec. 5.4, deduzimos a distribuicao de Maxwell-Boltzmann,
achando o numero de microestados e maximizando-o. No entanto,
na mecanica classica é possivel distinguir duas particulas mesmo
que estas sejam idénticas, pois é possivel seguir a trajetoria de cada
uma das particulas e, com isso, saber diferenciar as particulas em
funcdo do tempo.

Em mecénica quéntica, o principio da incerteza Heisenberg es-
tabelece que é impossivel determinar simultaneamente posicao e
momento de um particula, provocando o desconhecimento da tra-
jetoria de maneira deterministica. Isto implica que as particulas
quanticas devem ser indistinguiveis. Uma das consequéncias da
indistinguibilidade é que a funcao de onda de duas particulas idén-
ticas deve ser simétrica ou anti-simétrica com relagdo & permu-

tacdo das particulas. Particulas com funcdo de onda simétrica sao
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boésons e as com funcdo de onda antissimétrica sdo férmions. A
antisimetria da funcao de onda dos férmions da suporte ao princi-
pio de exclusao de Pauli (PEP), o qual estabelece que dois ou mais

férmions nao podem ter o mesmo estado quantico [1].

8.2.1 Contando microestados

Vamos considerar um sistema composto de N férmions idén-
ticos e ndo interagentes, os quais estao distribuidos num espectro
de energia discreto com L valores possiveis € € {ej}JLzl. Cada
valor de energia €; possui n; férmions e g; niveis, ou seja, existem
g; estados quanticos com energia €¢;. Em outras palavras, g; ¢ a
degenerescéncia da energia €; [1].

Visando considerar as propriedades quinticas dos férmions, em
especial o PEP, temos que readaptar a contagem de microestados
feita na sec. 5.4.1. Para isso, temos que considerar que apenas
um férmion pode ocupar cada um dos niveis g;. Sendo assim, ao
invés de usarmos o fator multiplicativo g;” /n;!, como feito no caso
classico, devemos reanalisar este fator levando em conta o PEP.
Portanto, temos que recalculd-lo considerando uma combinacao
de n; férmions em g; niveis, sendo estes particulas indistinguiveis,
por consequéncia de propriedades quéanticas. Sendo assim, este
fator é alterado da seguinte forma

g g;!
nil nl(g; —ny)!
Com a eq. (5.11) sendo readaptada para férmions seguindo a al-

teracao acima, temos que o niimero de microestados é

L
W(na,...,np) = HL. (8.1)

nj!(gj — n])'
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8.2.2 Maximizando o niimero de microestados

Seguindo a prescri¢do da sec. 5.4.2, fazemos a maximizacao de

W e obtemos

9j
| = 2
K exp(a + Be;) + 17 (82)

onde continuamos com

1

= kgT

(8.3)

A probabilidade de um férmion ter energia €;, é obtida fazendo

P;j =n;/N leq. (5.7)] e, sendo assim, temos

p_ 1 9j
7 Nexp(a+e/kpT) + 1

A constante « € encontrada com a condicdo de normalizacdo da
probabilidade, Zle P; =1.
8.2.3 Energia de Fermi

Por conveniéncia, podemos identificar a grandeza u, chamada

de potencial quimico da seguinte forma

pw=—akpT.

Esta grandeza tem unidade de energia e esta relacionada com vari-
agoes energéticas ocasionadas pela variagdo do nimero de particu-
las do sistema e, em geral, depende da temperatura [2]. Em tem-

peratura nula, o potencial quimico corresponde & energia de Fermi

Agora, podemos escrever

Py = 21 (e). (8.4)
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sendo esta a distribuicdo de Fermi-Dirac, adequada para férmions

e
1

exp [(€ — p)/kT] +1

¢ a funcdo de Fermi. E interessante observar que, quando T = 0,

fle) = (8.5)

temos
1, e < e€f;
fl&)=14 1/2, e=ep; (8.6)
0, €> €p.

Por outro lado, quando T" — oo, temos
(8.7)

Também é conveniente identificarmos a seguinte temperatura

caracteristica

Op = (8.8)

chamada de temperatura de Fermi.

Através da eq. (8.4), percebemos que, para j constante, Pj o
f(&j). Afig. 8.1 mostra o comportamento da fungio de Fermi para
alguns valores de temperatura. Note que quando a temperatura é
nula, qualquer valor de energia abaixo de er é equiprovéavel e, acima
de ep, ¢ impossivel, pois a probabilidade é nula. Este resultado esta
de acordo com a eq. (8.6). Com isso, podemos fazer a seguinte
interpretagao:
em temperatura nula, a maior energia possivel que um férmion
pode ter € a energia de Fermi.

E possivel observar que com um pequeno aumento de temperatura,
como ¢ o caso de T' = 0,10F, f reduz para €; S e e aumenta para
€; 2 €r. Além disso, f tende a se tornar uniforme a medida que a

temperatura aumenta, concordando com a eq. (8.7).
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Figura 8.1: Funcdo de fermi para quatro temperaturas distintas. Os
nameros rotulando cada curva correspondem aos valores de temperatura

em unidades de OF.
8.3 Gas ideal de elétrons

Um exemplo simples para aplicarmos o formalismo de Fermi-
Dirac é o gas de elétrons livres. Considerando os elétrons confina-
dos em uma caixa ctbica muito grande de arestas a, temos que a
energia de cada elétron é

2ﬁ2
=0 g2 (8.9)

€

~ 2ma?

onde k? = j2+j2+j3, com ji, j2, 73 € N[1]. Sendo assim, o ntimero
de pontos com coordenadas inteiras e nao negativas no interior de
uma esfera de raio k, sdo o nimero de estados com energia abaixo
de e. Como o espagamento de niveis de energia é da ordem de
h?/ma? |eq. (8.9)] e a a ¢ muito grande, podemos tomar o limite

do continuo e obter a densidade de niveis, a qual esta relacionada
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com a casca desta esfera de raio k. Portanto, temos
1 - w2h?
=2= [ &®kd (e~ k). 8.10
o) =25 [ s (e 7 0w?) (8.10)

O fator 2 multiplicando a integral é consequéncia da degenerescén-

cia de spin, pois cada estado (ji,j2,73), possui a mesma energia
para elétrons com orientagoes opostas de spin (] ou 1). O fator
1/8 & por conta das coordenadas ji, jo e js serem nao negativas
e, por isso, a integragdo deve ser em apenas um octante da esfera.

Com um célculo analogo ao realizado na sec. 5.5, obtemos

8V (2m3)1/2
gle) = (hgel/Q. (8.11)
Sendo assim, podemos encontrar a densidade de probabilidade de

FD

7

para o gés ideal de elétrons

3\1/2

o) = VYR 2, (8.12)

A fig. 8.2 exibe a distribuicdo de energia p(e) para o gas de
elétrons. Note que, como o aumento de temperatura, p(e) tende a
aumentar para € > €p e, consequentemente, reduzir para € < €p,
visto que a 4rea sobre a curva deve sempre ser igual a unidade, pois
trata-se de uma densidade de probabilidade. Podemos interpretar
estas caracteristicas da seguinte forma: os elétrons mais energéti-
cos, com energia pouco abaixo de er quando T' = 0, migram para
niveis com energia pouco acima de ep por consequéncia do aque-
cimento, AT = 0,10r. Além disso, esta tendéncia de elétrons

migrarem para niveis mais excitados aumenta com a temperatura.
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Figura 8.2: Densidade de probabilidade em funcdo da energia (distribui¢do
de energia) para um gas de elétrons livres. Os nameros rotulando cada curva

correspondem aos valores de temperatura em unidades de O .

Exemplo 8.3.1. Encontre a energia de Fermi para o gas ideal de

elétrons.

Solugdo: A energia de Fermi deve ser calculada em 7' = 0. Através
das egs. (8.6) e (8.12), podemos verificar que em temperatura

nula, temos

8xV (2m*)1/2 /9 .
— N33 €7, €<EFR;

ple) = a (8.13)
0, € > €F.

Considerando a condicao de normalizacdo da densidade de
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probabilidade, temos

/ p(e = 1

0

/ de—i—/ = 1,
€R

87TV2m 2/ Age — 1,

0
871'V(2m )1/2 3/2 1
N3 3°F
Consequentemente,
A /2 3h3N
‘ro= (2m)3/287V
_ h* 3N
8(2m)32 V]

Finalmente, encontramos a energia de Fermi
h2 3NN
€ .

8.4 Conclusao

(8.14)

Considerando o principio de exclusao de Pauli, conseguimos

reformular a mecénica estatistica para férmions. Com isso, surge

a distribuicdo de Fermi-Dirac, que é diferente da de Maxwell-

Boltzmann (valida para sistemas classicos).

8.5 Resumo

A distribuicdo de Fermi-Dirac para férmions ndo interagentes

é dada por

Py =2 1(e).
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onde
fe)= :
€) = .
exp[(e — p)/kpT] + 1
é a funcao de Fermi. Para um gas ideal de elétrons temos
9m3)1/2
o) = TV T 2o,

com energia de Fermi
K2 (3N\?*/3
@:%XMJ -

8.6 Atividades

ATIV. 8.1. Mostre que ao maximizar o ntmero de microestados

da eq. (8.1) se obtém a eq. (8.2).

Comentario: Esta maximizacdo pode ser feita com o uso de mul-
tiplicadores de Lagrange. Uma consulta na ref. [1] podera

auxiliar na resolucao desta atividade.

ATIV. 8.2. Demonstre as eqgs. (8.6) e (8.7), as quais correspon-
dem aos limites de, respectivamente, temperatura nula e temper-

atura infinita da funcdo de Fermi.

Comentario: Considere o intervalo de energia antes de tomar o

limite na temperatura.

ATIV. 8.3. Calcule a integral da eq. (8.10) até obter a densidade

de niveis da eq. (8.11) para o gas ideal de elétrons.
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Comentario: Esta integral pode ser resolvida como feito na sec.
5.5. Lembre-se que o volume de um cubo é a sua aresta ao

cubo.

ATIV. 8.4. Para um gas ideal de elétrons mostre que (a) a dis-
tribuicao de velocidade para um gas ideal de elétrons é
o) = TV 2y (m;> .
Em temperatura nula, mostre que (b) a energia interna por particula
é
u=(€) = —er, (8.15)
e que (c) que a velocidade média dos elétrons é

3

<U> = Z’UF’

onde vp é a velocidade de Fermi, a qual é referente & energia de

Fermi, ou seja,
mv%
€p = .
2

(d) Note que a energia média por particula (€) e a velocidade média

(v) nao satisfazem a relacdo

Isto é esperado? Justifique sua resposta. (e) Verifique se a seguinte

relacdo é verdadeira

Comente o resultado, comparando com o do item anterior. (f)

Calcule a energia interna total e a velocidade média dos elétrons

022

de um gas de elétrons nao interagentes a 0 K com 1 elétrons

por cm?.
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Comentario: O procedimento para encontrar a distribuicao de
velocidades a partir da distribuicdo de energia esta presente
no final da sec. 5.5. Conhecendo uma densidade de probabil-
idade, é possivel calcular seus momentos, como visto na sec.
4.4. Uma consulta na ref. [1] poderd auxiliar na resolugao

desta atividade.

ATIV. 8.5. Usando o modelo de férmions livres, mostre que a
energia total de um nicleo formado por N néutrons e Z prétons é

N5/3 +Z5/3
A s 23,4 Meyv,
onde A = N + Z é o numero de massa do nicleo. (Atividade

adaptada da ref. [1].)

Comentario: Lembre-se que o volume de um nucleo é %777'814,
onde 7o = 1,4 x 1071 m. Além disso, prétons e néutrons sio
particulas de spin s = 1/2. Uma consulta na ref. [1] podera

auxiliar na resolucao desta atividade.

8.7 Proéxima aula

Na préxima aula, faremos um estudo analogo ao desta, abor-
dando a estatfstica dos bdsons. Encontraremos uma distribuicao

diferente das de Maxwell-Boltzmann e de Fermi-Dirac.
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