Aula 7

Aplicacoes da derivada

Objetivos

e Aplicar a derivada em problemas de taxas relacionadas.
e Aplicar a derivada em problemas de otimizacao.

e Aplicar a derivada em construcao de graficos de fungoes.

Esta aula serda dedicada ao estudo de varias aplicagoes praticas do
conceito de derivada, o que servird de amostra da importancia do Calculo
Diferencial na analise de questoes oriundas da Fisica, Economia, etc.

1 Taxas relacionadas

Comegaremos as aplicagoes com as chamadas Tazas Relacionadas. Nes-
ses problemas sao dadas as taxas de variacao de uma determinada quan-
tidade com respeito a uma certa variavel (usualmente o tempo) e pede-se
para determinar a taxa de variagao daquela quantidade com respeito a
outra variavel. Neste ponto, devemos relembrar que a entidade matematica
que mede taxas de variacao é exatamente a derivada. Veja aula 5.

O que foi dito acima sera perfeitamente entendido por meio dos exem-
plos que serao exibidos a seguir.

Exemplo 55. Consideremos um circulo de raio r e designemos por A a sua
drea. Suponhamos que r cresca com o tempo t. Observemos que A = mr?
e sendo r uma func¢ao do tempo t teremos que A também depende de t e
assim podemos calcular a taxa de variacao de A com relagao ao tempo t.
Para isso usaremos a regra da cadeia que nos fornece

dA_dA dr
dt  dr dt’
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Suponhamos que, em certo instante, o raio seja igual a 5cm e esteja
crescendo a uma taxa de 10cm/s. Podemos, entdo, determinar a taxa
de variacao da area A com relacao ao tempo nesse instante, por meio da
expressao acima, para obter

dA 5 dr
dt dt
e assim JA
—- =2m5 - 10em? /s = 100 cm?/s”

Exemplo 56. Um tanque cilindrico de raio igual a 10 m esta sendo abaste-
cido com 4gua a razao de 314m?/min. Encontremos a taxa de variagao
da altura da agua.

Solucgao. Seja V' o volume de dgua contida no tanque, no tempo ¢. Entao

V = 7(10)*h. Assim,

av dh

— = 1007 - —

dt Tt
av dh 314
Como i 314m?/min, teremos que 314 = 1007 - m e dai = 100n
e aproximando 7 por 3,14 obtém-se que — = 1. Portanto, a altura da

dgua estd crescendo a uma taxa de 1 m/min.

Exemplo 57. Um foguete esta subindo verticalmente com velocidade ini-
cial de 400m/s. Sua altura s, apds t segundos, ¢ dada por s = 400t — 16¢>.
Encontremos a taxa de variacao da distancia do foguete a um obser-
vador que se encontra no solo a uma distancia de 1800m do local de
lancamento, quando o foguete encontra-se subindo e estd a 2400m do
local de lancamento.

Seja u a distancia do foguete ao observador, conforme figura 7.1.

4/7 1800m

Fig. 7.1

Usando o teorema de Pitdgoras, obtém-se u? = s* + (1800)2. Portanto,

d
QUE = 2s- d—j, e assim
du ds
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Quando s = 2400, temos que u? = (2400)?+(1800)2, logo u = 3000. Desde
que s = 400t — 16t%, quando s = 2400, tem-se que 2400 = 400t — 16¢2, ou
seja, t2 —25t+150 = 0, ou ainda (t—10)(t—15) = 0. Assim, o foguete est4
a 2400 m do solo quando t = 10s. Mas, d—i = 400 — 32t. Logo, quando

t=10s, @ = 400 — 32.10 = 80. Substituindo em w - @ =5- @, obtemos
dt dt dt

d d
3000 - d_? = 2400 - 80, de onde segue que d_? = 64. Entao a distancia do
foguete ao observador cresce a uma taxa de 64m/s quando ¢t = 10s.
Exemplo 58. Um objeto se move ao longo do gréfico de y = f(x). Em
1

um certo ponto, a inclinagao da reta tangente a curva é 5ea abscissa x do

objeto esta decrescendo a uma taxa de 3 unidades por segundo. Naquele
ponto, qual a velocidade com que a ordenada y esta variando?

Como y = f(z), usando a regra da cadeia, teremos

dy , dz
a f(z) - at
, . 1 dx .
Desde que f'(z) é igual a 3 e i —3, no ponto em questao, segue-se
dy 1
—=—-(=3)=—=.
que dat 2 (=3) 2

Exemplo 59. Uma particula estd movendo-se ao longo da curva y =
2? + 2z. Em qual (ou quais) ponto (ou pontos) as coordenadas = e y da
particula se deslocam com a mesma taxa de variacao?

Temos que
dy dx dx
A, V) il
T T
d d 1
Quando w_ teremos 2x + 2 = 1, logo 2x = —1. Portanto, z = —= e
dt  dt 2
__3
y - 4 N

Exemplo 60. Dois lados de um triangulo medem 15cm e 20cm. Com
que velocidade o terceiro lado estd crescendo quando o angulo « entre os
lados dados acima mede 60° e esta crescendo a uma velocidade de 2° por
segundo?

Designemos por x a medida do terceiro lado do triangulo. Usando a
lei dos cossenos,

2% = (15)* + (20)2 = 2-15-20 - cos a
d
Portanto, 2x d_j = 600 (sen «) d—?, ou seja, x d—f = 300 sen « d_(z . Como foi

d
dito > =2 ( =) = Zrad /s. (Observemos que devemos transformar a
dt 180 90
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3
medida do angulo para radiano.) Quando a = 60°, temos que sen o = g

1 1
e cosa = 5 logo z2 = 225 + 400 — 6005 = 325,x = 5V 13. Portanto,

dx V3 T dz T
V13- — = =] =). Assim — = — .
5v13 o 300 ( 5 ) <90) ssim — \/@cm/s

2 Problemas de otimizacao

Outro tipo de problema que mostra a utilidade pratica da derivada
sao os chamados problemas de otimizacdo que consistem, grosso modo,
em determinar maximos e minimos de fungoes. Os exemplos a seguir e
os exercicios propostos darao ao estudante uma excelente idéia dos tipos
de questoes que podem ser abordadas usando técnicas de derivagao desen-
volvidas nas aulas precedentes.

Exemplo 61. Dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, deter-
minemos o de maior area.

Sejam x e y as dimensoes de um retangulo cujo perimetro P seja fixado.

Assim, 2x + 2y = P e sua area A é dada por A = xy. Explicitando y em
P —2x
e dai

funcao de x, obtemos y =

P—-2z 1

A==z

ou seja, A é uma funcdo da varidvel z que satisfaz 0 < x < P/2. De
A(z) = 3(Pz — 22%) obtém-se A'(z) = 3(P — 4z) e A”(x) = —2. Desse
modo, o tnico ponto critico da fun¢do A(z), z = %, ¢ ponto de maximo
pois A”(z) < 0. Sendo x = % segue-se que Yy = f, de onde se conclui que,
dentre todos os retangulos de perimetro fixado, o que envolve a maior area

é o quadrado.

Exemplo 62. Uma péagina impressa deve conter 60 cm? de matéria im-
pressa. As margens laterais devem medir 5cm e as margens superior e
inferior devem medir 3cm. Vamos determinar as dimensoes do material
impresso a fim de minimizar a area do papel a ser usado.

Sejam x e y, respectivamente, as dimensoes do material impresso, con-
forme esta indicado na figura 7.2.
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Fig. 7.2

Assim, xy = 60. A quantidade total de papel é dada por A = (z+10)(y +
6) = (z +10)(2 +6) =6(10 + = + 12 + 10) = 6(20 + = + 12%), em que =
¢ um nimero positivo qualquer. Como A'(x) = 6(1 — £2), o tinico ponto
critico desta funcao é x = 10, pois x assume apenas valores positivos.
Além disso, A”(x) = 1320, que é sempre positiva em virtude de z > 0.
Entao x = 10 é ponto de minimo absoluto pois é o Unico ponto critico de
A. Dai, como zy = 60 segue-se que y = 6. Portanto, as dimensoes que

produzem o minimo de papel a ser utilizado sao = 10cm e y = 6cm.

Exemplo 63. Encontremos dois niimeros nao-negativos x e y cuja soma
seja 300 e para os quais 2%y é maximo.

Por hipétese temos que = + y = 300. O produto P = 2%y pode ser
escrito em fungio apenas de x como P(x) = 2?(300 — x) = 300z% — 23,
pois y = 300 — z. Desse modo, 0 < z < 300 e como a funcao P é
continua ela atinge maximo e minimo no intervalo [0,300]. Tais extremos
sao atingidos ou em x = 0 ou em x = 300 ou no(s) ponto(s) critico(s) de P
que esteja(m) contido(s) no intervalo aberto (0,300). Determinemos o(s)
ponto(s) critico(s) de P. Temos que P'(x) = 600x — 3z*. Assim, o tinico
ponto critico de P no intervalo (0,300) é x = 200. Observemos que z = 0
também anula a primeira derivada de P. No entanto, estamos interessados
apenas naqueles pontos que estejam no intervalo aberto (0, 300). Testemos
os valores de P nos pontos 0, 200, 300.

z 0] 200 ]300
P(x) [0]4-10°] 0

Segue-se daf que o valor maximo de P é 4-10° e ¢ atingido em 2z = 200 e
o correspondente valor de y é 100.

Exemplo 64. Um retangulo é inscrito na elipse

ZEQ y2

A
400+225

com seus lados paralelos aos eixos da elipse. Veja Fig. 7.3.
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(0,15)

(20,0)

Fig. 7.3

Encontremos as dimensoes do retangulo de perimetro méaximo que pode
ser assim inscrito.

Consideremos (z,y) um ponto do primeiro quadrante e y como fungao
de x. Derivando ambos os membros da equacao da elipse com relacao a
x, tomando y como funcao de x, obtemos

x 2y dy

200 " 225dr

em que usamos a regra da cadeia para derivar y?, considerando y como
funcao de x. Portanto,

dy 9z
de 16y
Como o perimetro P é dado por P = 4z + 4y, tem-se que
dP d 16y —
_:4+4_y:4(1_ 9x>:4 by 9x.
dz dx 16y 16y

—9x
&P 9 {y_”“"( 16y)} 9 1612 + 92

Também, w1 ) =1 Tgﬁ < 0. Resolvendo
dP

dx
encontramos z? = 256, de onde segue que x = 16 e y = 9. Desde que
a segunda derivada de f é negativa, este tnico ponto critico produz o

perimetro maximo.

= 0 obtemos 16y = 9x e entao, substituindo na equacao da elipse,

Exemplo 65. Encontre um ntumero positivo  que excede seu quadrado
pelo maior valor possivel.

Devemos analisar a fungdao f(x) = z — 2? em que z é um nimero
positivo. Entao f'(x) = 1 —2x e f’(x) = —2. Portanto, o tinico ponto
critico de f é x = % . Desde que a derivada segunda é negativa, seu unico
ponto critico produz um méximo absoluto.
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Exemplo 66. Duas cidades A e B estao, respectivamente, a akm e a
bkm de uma estrada, conforme figura 7.4.

A B

a km b km

Jg g E D
Fig. 7.4

Os pontos C' e D sobre a estrada sao os que estao mais proximos de A e
B, respectivamente, e estao a uma distancia de ckm um do outro. Uma
estacao F esta localizada na estrada de modo que a soma das distancias
de A e B a FF é minima. Encontre a posicao de F.

Seja = a distancia de ' a C. Entao a soma das distancias de A e B a
E é dada pela fungao f(z) = va? + 22 + /b + (c — z)2. Portanto,

T cC—T

= VO (c— 1)

f'(x)

Fazendo f’(z) = 0 obtemos

ac
Ca+b’

Para verificar que tal valor produz um minimo global, calculemos f”(x).
Um calculo simples, porém longo, nos da
a? b?
" o
fi(x) = (a® + 12)3/2 + 0% + (c — )2]3/2

que é positivo. Entao, o ponto critico obtido é de minimo.

3 Tracado de graficos

Dada uma fungao, é interessante e instrutivo representa-la graficamente
por meio de uma curva plana constituida por pontos da forma (z, f(x)), em
que z pertence ao dominio da funcao f. Essa representacao é importante
pois, por meio dela, pode-se fazer a andlise do comportamento de f, ou
seja, quando ela cresce ou decresce, seus pontos de maximo e de minimo,
seu comportamento em +o0o e —o0, determinagao de assintotas, etc. Pode-
se dizer que o grafico de f é a sua fotografia, compreendida até mesmo
por pessoas que nunca tenham estudado Calculo.
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Para o tracado de graficos, estabeleceremos algumas passos que, muito
embora nao sejam algo dogmatico, ajudarao o aluno, principalmente o ini-
ciante, a ter sucesso neste desiderato. Desde ja, aconselhamos o estudante
a resolver o maior niimero possivel de exemplos, pois é por meio deles que
se ganha exceléncia neste assunto.

Eis os passos para tragarmos o gréfico de uma funcao y = f(x).

Passo 1. Caso zero pertenga ao dominio de f, calcule f(0), ou seja,
determine o ponto em que o grafico de f intersecta o eixo oy.

Passo 2. Determine, se possivel, os pontos nos quais o grafico de f in-
tersecta o eixo ox. Tais pontos sao chamados zeros de f. Deve-se observar
que nem sempre tal empreitada é simples ou até mesmo possivel.

r——00

Passo 3. Determine lim f(x) e hIJP f(z).

Passo 4. Caso a nao pertenca ao dominio de f, mas seja extremidade
de intervalos que compoe o dominio, calcule os limites laterais de f em a.

Passo 5. Determine, caso existam, as assintotas do grafico de f. Isto
acontece normalmente quando f possui alguma singularidade.

Passo 6. Calcule a derivada f'(x).

Passo 7. Determine os pontos criticos de f, ou seja, os valores de x
tais que f’'(z) = 0.

Passo 8. Determine os intervalos onde f cresce e onde ela decresce.
Para isto, deve-se determinar os valores de = para os quais f'(z) > 0 ou

f'(z) <0.
Passo 9. Determine f”(z).
Passo 10. Determine os pontos x tais que f”(x) = 0.

Passo 11. Determine os valores de = para os quais f”(x) > 0 ou
f"(x) < 0. Dessa maneira encontraremos as regioes de concavidade da
curva.

Exemplo 67. Consideremos o trinomio do segundo grau

f(x) = ax® + bz + ¢, onde a # 0

e tracemos seu grafico.

Seguindo o roteiro acima, temos que f(0) = ¢ e assim o gréfico de f
intersecta o eixo oy no ponto (0, c). Verifiquemos o comportamento de f
em —oo e +oo. Para isto, observemos que f(z) pode ser escrita como

T

fla) = o2 (a+§+ CQ>
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b ¢
e desde que — e — tendem a zero quando x — 00 teremos que
r T

lim f(z) =400 se a>0

r—+to0

ou
lim f(z) =400 se a <O0.

T—300

A derivada de f é f'(z) = 2ax + b. Portanto, o dnico ponto critico de

féxr= —5g7 ou seja, tal ponto é o uinico que anula a derivada de f.
a

Estudemos o sinal de f’(z). Suponhamos, inicialmente, que a > 0.

Assim, f'(x) = 2ax +b > 0 se, e somente se, r > ~5, Ou seja, f
a
, : b .
é crescente no intervalo (—2—,+oo). Analogamente, prova-se que f é
a

decrescente em (—o0, —2—) Dali, conclui-se que o 1unico ponto critico
a

~5a ¢ de minimo. Se a < 0 tem-se que tal ponto critico é de maximo.
a
Se quiséssemos usar o teste da derivada segunda, teriamos que calcular

f"(x) = 2a. Essa derivada serd positiva se a > 0 e, neste caso, o ponto
critico serd de minimo, pois f”(x) > 0, e se a < 0 o ponto critico serd de
maximo pois f”(z) < 0. O valor do maximo (ou minimo) é dado por

b b? — 4ac
/ <_2_> AT

Os possiveis perfis do grafico de f sao esbocados nas figuras 7.5 a seguir.

a>0 e b-4ac<0 a>0 e b-4ac=0 a>0 e b>-4ac>0
Fig. 7.5(a) Fig. 7.5(b) Fig. 7.5(¢c)
a<0 e b-4ac<0 a<0 e b-4ac=0 a<0 e b-4ac>0

Fig. 7.5(d) Fig. 7.5(e) Fig. 7.5(f)
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Exemplo 68. Consideremos a fungao

1
)= —
fa) =~
que, evidentemente, estda definida somente para valores de x que sejam
diferentes de zero. Claramente, f(z) > 0 se z > 0 e f(z) < 0 se
x < 0 e assim o gréafico de tal fun¢ao estara contido nos primeiro e terceiro
quadrantes. Verifiquemos o comportamento de f nas proximidades de
z = 0.

Quando x — 0% teremos que i — 400. Analogamente, se x — 0~

teremos que 1 .
T

Também,

. 1
lim — =0.
r—too I

Dessas observacoes segue-se que os eixos coordenados or e oy sao
assintotas do grafico de f.

1
A derivada de f é dada por f'(x) = —— € assim f nao possui pontos

criticos, sendo decrescente nos intervalos (—oo,0) e (0, 4+00).

Para analisarmos a concavidade de f, usamos a sua derivada segunda
que é dada por f"(z) = g e dai f é concava para cima se x > 0 e concava
para baixo se x < 0.

Do desenvolvido acima chega-se a conclusao de que o grafico de

1
f(z) = — é representado pela figura 7.6 a seguir.
x

Fig. 7.6

Exemplo 69. Consideremos a fungao

2z

o) =1

Inicialmente observemos que f(0) = 0, o que nos diz que o gréfico de f
passa pela origem (0, 0).
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Analisemos o comportamento de f no infinito, ou seja, calculemos

lirf f(z). Para isto, devemos observar que, se fizéssemos o limite do
T— =00

numerador e denominador da fung¢ao, chegariamos a uma indeterminagao
do tipo 2. Para levantarmos esta indeterminagao, escrevamos a fungao f
na seguinte forma

2 +1
que ¢ obtida dividindo-se o numerador e o denominador da funcao por x2,
que é o termo de maior poténcia entre o numerador e o denominador de
f. Segue-se entao que, quando x tende para +o0o, o numerador tende a
zero e o denominador tende a 1, e a indeterminacao desaparece. Entao
lim f(z) = lim 2 =0

z—+o0 z—+oo | + 1’2

Calculemos a derivada de f para analisarmos os pontos criticos e as
regioes de crescimento e de decrescimento de f. Utilizando as regras usuais

de derivacao, obtemos
2 — 222
, —_—
f (l’) - (1+I2)2

de onde resulta que os pontos criticos de f sao x = +1.

Se —oo < x < —1, a derivada f'(z) < 0 pois para estes valores o
numerador da derivada é negativo e o denominador é sempre positivo.
Assim, f é decrescente no intervalo (—oo, —1). Jd no intervalo —1 < z < 1
a funcao é crescente pois o numerador 2 — 2z% da funcao é positivo. No
intervalo 1 < & < 400 a funcao é decrescente, e entao x = —1 é ponto de
minimo e z = 1 é ponto de maximo.

Calculemos a derivada segunda de f. Usando as regras de derivagao e
apos as devidas simplificacoes, obtém-se

g Ax(x® = 3)
f (l’) - (1+$2)3

e constata-se que esta derivada segunda se anula nos pontos z = 0, = v/3
e x = —/3. Verifica-se facilmente que:

(i) Se x < —/3, entdo f"(z) < 0 e assim f é concava para baixo neste
intervalo.

(ii) Se —v3 < x < 0, entdao f”(z) > 0 e assim f é concava para cima
neste intervalo.

(iii) Se 0 < = < /3, entdo f"(x) < 0 e assim f é concava para baixo
neste intervalo.
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(iv) Se V3 < z, entdo f”(z) > 0 e assim f é concava para cima neste
intervalo.
Logo, t =0, x = v/3 e = —/3 sdo pontos de inflexao.

De posse destas informagoes temos que o gréafico de f é como na figura
7.7, a seguir.

Fig. 7.7

Exemplo 70. Introduzindo uma Equacao Diferencial.

Neste exemplo anteciparemos o estudo das Fquagoes Diferenciais exi-
bindo um estudo preliminar das chamadas Pontes Suspensas.

Para construir uma ponte suspensa, constroem-se duas torres e pen-
dura-se um cabo entre elas. Desse cabo prende-se um grande niimero de
cabos verticais que sao usados para segurar a ponte propriamente dita.
A ponte é praticamente horizontal e seu peso é muito grande comparado
com o peso total dos varios cabos que a sustentam. Em virtude disso,
desprezaremos o peso desses cabos no modelo que iremos estudar.

Nosso objetivo é determinar a forma do cabo principal da ponte sus-
pensa. Desde que a forma geométrica do cabo principal é simétrica com
relagdo ao seu ponto mais baixo, consideraremos o eixo vertical oy pas-
sando por este ponto, e em virtude da simetria consideraremos somente a
parte direita do cabo correspondente ao intervalo [0, x]. Veja figura 7.8

y
T(x)seno. 4 T(x)
-
ool
§ T(x) cos o
0 x
Fig. 7.8

Considerando que a ponte esteja em equilibrio, ou seja, nao haja os-
cilagdo, a resultante das forgas que agem sobre ela é nula. Seja T'(0) a
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tensao atuando sobre o cabo no ponto 0, conforme a figura. Desde que
esse é o ponto mais baixo do cabo principal, 7(0) deve ser horizontal.
Seja T'(x) a tensao atuando no ponto do cabo correspondente ao ponto de
abscissa x. Esta tensao puxa o cabo para cima e para a direita ao longo
da tangente ao cabo, fazendo um angulo v com a horizontal, de acordo
com a figura. As componentes horizontais e verticais da tensao 7'(x) sao
dadas, respectivamente, por

T(x)cosa e T(z)sena.

Admitamos que o peso da ponte seja uniformemente distribuida de modo
que, se p for a densidade de massa da ponte, tem-se que o trecho corres-
pondente ao intervalo [0, z] terd peso pz. Conseqiientemente, em virtude
de termos equilibrio da ponte, chega-se as equagoes

T(0)=T(x)cosa e pr=T(x)sena.

Relembrando o fato basico e essencial de que a derivada é representada
geometricamente pela inclinagdo da reta tangente ao grafico da fungao,
tem-se

W_
o, e
Das equacoes precedentes, obtém-se
pT
d—y:tga: sena T(x) p .
dx cosa  T(0) T(0)"
T(x)
Temos, entao, uma equacao diferencial
dy p
& = T(0)"

que é uma equagao cuja incégnita é uma fungao, no caso a fungao y = y(x),
que nos fornece o perfil do cabo principal. Ora, usando as regras de de-
rivagao previamente estudadas, tem-se que uma funcao que satisfaz tal

equacao diferencial é
P

~27(0)
em que hg é uma constante arbitraria. Na verdade, provaremos mais
adiante que todas as solugoes da equacao diferencial estudada sao dessa
forma.

$2—|—h0

Y

4 Exercicios resolvidos

1. O problema da reflexdo da luz (Descartes). Consideremos um espelho
plano, uma fonte luminosa S e um observador postado em um ponto
O, conforme figura 7.9.
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Fig. 7.9

Determinar a posicao do ponto M em que o raio luminoso, emitido
de S, devera atingir o espelho para entao seguir até o observador O,
admitindo que a luz siga a trajetéria mais curta.

Solucao. Devemos observar que a,b e [ sao dados do problema,
conforme figura 7.8, e procuraremos determinar a posi¢cao do ponto
M a partir do valor de z. Inicialmente observemos que a distancia
total percorrida pela luz, de S até O, é dada por

d(z) = SM + MO = Va2 + 2% + /12 + (I — )2,
Dai,

B x [ —x

Va2 + 2 \/62 + (I —z)?
e os pontos criticos de d sao obtidos fazendo-se d'(z) = 0, o que nos
fornece a igualdade

d'(z)

T l—x

= . 7.1
Va2 + z? b2+ (I —x)? =
Calculemos o valor de . Da igualdade anterior
2 (l—x)?
a2+ 22 b2+ (1—x)2
o que nos fornece
22 (I —x)?
PR
ou
r -
a b’
pois estamos admitindo @ > 0,b > 0 e 0 < z < [, donde
al
= . 7.2
v a+b (72)

Devemos observar que a equagao (7.1) possui um significado geométrico:
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x /7 ~ . . A . .
e ———— ¢ o cosseno do angulo de incidéncia i;
va? + 2?
l—x , . ~
é o cosseno do angulo de reflexao r.
b2+ (Il —x)?

Assim, cosi = cosr e, como os valores de i e de r estao restritos ao
intervalo (0, 5), teremos ¢ = r. Dai segue-se a lei da reflexao da luz,
descoberta por Descartes:

O angulo de incidéncia ¢é igual ao angulo de reflexao.

Para finalizar, devemos verificar que, de fato, o valor de x, obtido
em (7.2), é de minimo. Isto segue-se do teste da derivada segunda,
observando que

a? b?
(a2 + 22)3/2 + (b2 + (1 — 2)2)3/2

d"(z) = > 0.

Por conseguinte, x é ponto de minimo.

2. Inscrever, em um circulo de raio R, um triangulo isésceles cuja area
seja maxima.

Solucao. Consideremos as figuras 7.10 nas quais estao representados
circulos de raio R e triangulos isésceles inscritos AABC.

A A

£\,

B

L

B\_ b 7C
Fig. 7.10(a) Fig. 7.10(b)

Tracemos o triangulo AOBD a partir do qual temos
BO? = BD* + OD*.
Chamando OD = x e observando que BO é o raio do circulo, obtém-

se
BD = v R? — 22,

A area S = S(z) do triangulo é dada por

1 1
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em que —R < x < R e observemos que na figura 7.10(b) = assume
valores negativos. Derivando S(z), usando a regra do produto, tem-
se

S'(z) = VR =22 — M
R2 _ 12
ou ainda 2 p 2
9 _
S(r) = — LT
R2 _ 12

Assim, teremos S’(z) = 0 se, e somente se,
20+ Rt — R*=0

cuja solucao no intervalo —R < z < R é x = Verifica-se

R
R 2
facilmente que, para —R < x < bR tem-se S’(x) > 0 e, para

R
5 <@< R, tem-se S'(z) < 0edalz = 3 ¢ ponto de maximo.

Exercicios propostos

. Encontre as dimensoes do triangulo retangulo de maior area, de

modo que a soma dos comprimentos de um dos catetos com o com-
primento da hipotenusa seja uma constante c.

. Determine o cilindro circular reto de maior volume que possa ser

inscrito em uma esfera de raio R.

. Dados os pontos A = (0,3) e B = (4,5), encontre o ponto P sobre

0 eixo oz para o qual a distancia |AP| + |PB| ¢ a menor possivel.

. Em um experimento os resultados de n medidas da quantidade x

Sa0 T1, T2, ..., T,. Qual o valor de z que minimiza a expressao (r —
1)+ (x—m)?+ ..+ (v —1,)%?

. Dado o ponto P = (a,b) no primeiro quadrante, encontre a reta que

passa por P e que forma com os semi-eixos coordenados o triangulo
de menor area.

. Dentre todos os ntmeros nao negativos x,y tais que = + y = 5,

encontre aqueles tais que o produto do quadrado do primeiro pelo
cubo do segundo seja 0 maximo possivel.

. Encontre o retangulo de area méaxima que pode ser inscrito em um

circulo de raio 1.

. Esboce os graficos das fungoes abaixo.
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() S0) = 5

(b) flz) =2 —222+1
(©) fla) = 5a®l* = 3220
(@) fla) = -

(€ fo)=z+-

(f) f(z) =32 -5z +1
(8) f(2) = 5

W) ) = 2

9. Em cada um dos itens a seguir, esboce o grafico de uma funcao
continua f que satisfaga as condi¢oes dadas.

(a) f(1)=-2,f(1) =0, f"(z) > 0, para todo z € R
(b) f(2)=3,f'(2) =0, f"(x) <0, para todo x € R
(c¢) f(1) L f"(x) < 0 para x > 1, f"(z) > 0 para z < 1,

lim_f(x) = oo, lim_f(r) = —oo

(d) f(0) = 0,f"(x) < 0 para x > 0, f’(x) > 0 para = < 0,
lim f(z) =1, EIEl flx)=-1
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c
. Cateto= 3 hipotenusa:§

Célculo - aula 7

Respostas dos exercicios propostos

2c

. Altura do cilindro = —, raio do cilindro = /= R

()

1
) E(x1+x2+...+xn)

V3

b

Ly=——x+2b

a

.2ed

. Quadrado de lado v/2

UFPA
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Fig. 7.13

Fig. 7.14

Fig. 7-15
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Fig. 7-16
()
-1 0 1
Fig. 7.17
(h)
1
,,,,,,,,,,,,,,,,,, N O E
-1
Fig. 7.18
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Fig. 7.20

Fig. 7.21
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Nesta aula vocé aprendeu:
e aplicar a derivada em problemas de taxas relacionadas;
e aplicar a derivada em problemas de otimizagao;

e aplicar a derivada em construcao de graficos de fungoes.
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7 Apéndice

Maximos e minimos no ensino médio

Os problemas de méaximos e minimos requerem, em sua grande maioria,
o conhecimento de técnicas do Calculo Diferencial, conforme foi visto nessa
aula e anteriores. No entanto, alguns problemas desse tipo podem ser
introduzidos, e resolvidos a contento, no ensino médio, usando técnicas
elementares. Uma dessas é conseqiiéncia do chamado completamento do
quadrado. Vejamos como isso é feito.

Seja
y=ar’+bxr+ec, a0,

um trinomio do segundo grau (fungao quadrética) e suponhamos que
queiramos calcular o seu valor extremo (méaximo ou minimo, dependendo

do sinal de a). Assim,
=
y=alr +—-x)+c
a

e desejamos fazer com que no termo entre parénteses apare¢ca um quadrado
perfeito. Sabe-se que o quadrado da soma de dois niimeros z e w é

(z +w)? = 2% + 22w + w?

e dai vejamos o que esta faltando no termo entre parénteses para chegar-
mos a um quadrado perfeito. Observemos que

b
_.a:’
a
b b\ b\?
= r249. . Z) =
v 2a x+(2a> (2a>

(2 ()

Em virtude disso, o trinomio em estudo pode ser reescrito como

b\’ b
y:a(x+2—a> —|—C—£.

Analisemos essa tultima expressao. Suponhamos inicialmente que a > 0.

2 2 .
Como (:L‘ + %) >0 tem—se; a (w + 2—2) > 0 de modo que o valor de y sera
minimo quando a (:C + %) =0 e, como a > 0, devemos ter x + % =0,
ou seja, o valor minimo de y sera atingido no ponto

b

Lmin = —% .
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Se a < 0, o trindmio do segundo grau atingird méximo no ponto

b
2a’

xméx =
de modo que o valor extremo da funcao quadratica, maximo ou minimo,
conforme a < 0 ou a > 0, serd dado por

—b% + 4dac

yext - 4@

Designando por A = b*—4ac, o conhecido discriminante da funcao trinomio

do segundo grau, teremos

A
yext - 4a
de modo que as coordenadas do ponto pertencente ao grafico de y que

corresponde ao extremo da fungao sao

Como deve ter ficado claro para o leitor, este método funcionou porque
trabalhamos com uma funcao quadratica e pudemos usar o estratagema
de completar quadrado.

O que acontece quando nao tivermos uma fun¢ao que nao seja do tipo
acima? J& que neste apéndice estamos no ambito do ensino médio, nao
nos € possivel usar o Célculo Diferencial.

Para algumas classes de fungoes poderemos proceder conforme é feito
no exemplo a seguir, o qual estd contido no motivador artigo de Paterlinit

Exemplo 71. Um paciente ingere um remédio no instante ¢t = 0. A
concentracao do remédio no sangue do paciente no instante ¢ pode ser
representada pela funcao

20t
244

C(t) =

para t > 0.
Calcule o instante em que a concentracao ¢ maxima.

Solugao. Inicialmente observemos que y € R estd na imagem da funcao C'

se a equacao
20t

214
tiver solugao t > 0. Essa equagao é equivalente a

Y

yt? —20t +4y =0

'Roberto Ribeiro Paterlini, Técnicas de Maximos e Minimos, Revista do Professor
de Matemadtica, SBM, N2 35(1997)34-38.
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que é uma equacao do segundo grau em t, cujos coeficientes sao y, —20
e 4y. Essa equacao possui solugao quando o seu discriminante for maior
do que ou igual a zero, ou seja, 400 — 16y%> > 0, o que é equivalente a
—5 < y < 5. Da expressao de C(t) temos que y > 0 se, e somente
se, t > 0, de modo que a imagem da funcao C', para t > 0, é o intervalo
fechado [0, 5]. Entao o valor maximo de C(t), parat > 0, é igual a 5. Para
obtermos o valor do tempo ¢ para o qual isso acontece, basta resolvermos
a equagao C(t) = 5, de modo que t* — 4t + 4 = 0 cuja solugao positiva é
t = 2. Veja o grafico da funcao C(t).

Fig. 7-23

Sobre maximos e minimos em problemas de Geometria o leitor esta
fortemente convidado a ler o estimulante artigo de Figueiredo?

2Djairo Guedes de Figueiredo, Problemas de Méximo e Minimo em Geometria
Euclidiana, Matemdtica Universitaria, SBM, N2 9/10, Dezembro(1989)69-108





