Aula 9

A integral de Riemann:
nocoes iniciais

Objetivos

e Apresentar o processo de quadratura de certas figuras planas como
motivagao para o calculo de area por meio de integrais.

e Estudar as nocoes de integral definida e de integral indefinida.

e (Calcular integrais definidas usando o teorema fundamental do C&l-
culo.

Um dos problemas classicos da Geometria é o do Célculo de areas que,
além de suas aplicagoes praticas, gerou importantes questoes na Matemati-
ca, nao apenas ligados a Geometria como também a outros ramos da Mate-
matica. Essas questoes se originaram no chamado problema da quadratura
o qual consiste em, dada uma figura qualquer, determinar, usando apenas
régua e compasso, um quadrado que possua a mesma area da figura dada.
Este problema é solivel, usando métodos elementares, quando a figura é
um poligono, ou até mesmo é uma figura com lados curvilineos, como € o
caso das linulas de Hipécrates, que serao desenvolvidos a seguir, a guisa
de ilustracao e motivacao.

1 Quadraturas

A quadratura do retangulo

Para facilitar o entendimento facamos, por passos, a quadratura do
retangulo.

Consideremos um retangulo arbitrario JABC D, conforme figura 9.1.
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Fig. 9.1

Construamos, usando apenas régua e compasso, um quadrado com area
igual a do retangulo dado. Descrevamos o processo passo a passo.

Passo 1. Usando uma régua, prolongue, para a direita, o lado AD.

Passo 2. Centre o compasso em D, e com abertura até C, marque o
ponto E| isto é, DC' = DE.
Passo 3. Usando régua e compasso, determine o ponto médio F' do

segmento AF.

Passo 4. Centre o compasso em F' e, com abertura FFE = AF', construa
o semicirculo como na figura 9.1.

Passo 5. Usando régua e compasso, trace uma perpendicular ao seg-
mento AFE, passando por D, até encontrar o ponto GG pertencente ao
semicirculo construido no Passo 4.

Passo 6. Construa, com régua e compasso, o quadrado JGHID.

Afirmamos que a drea do retangulo JABC' D é igual a area do quadrado
LOGHID. De fato,

Area (DABCD) = AD-DC
= AD-DE
= (a+b)-(a—0b)
— CL2 _ bQ
= CQ

— Area (OGHID)

em que a,b e c estao representados na figura 9.1.

A quadratura do triangulo

Consideremos o triangulo AABC, como na figura 9.2(a).
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A
1 H
B D C F G
Fig. 9.2(a) Fig. 9.2(b)

Facamos, como no caso anterior, a quadratura deste triangulo.

Passo 1. Construa a perpendicular ao lado BC', passando pelo vértice
A e intersectando BC' no ponto D.

Passo 2. Determine o ponto médio E do segmento AD (altura relativa
ao lado BC).

_ Passo 3. Construa o retangulo UFGHI de modo que FG = BC e
FI = DE. Veja figura 9.2(b).

Afirmamos que a area do triangulo AABC ¢é igual a do retangulo
LOFGHI. Com efeito,

Area (AABC) =

N | —

_ BC.

— BC-DE
= FG-FI
= Area OFGHI).

Como aprendemos, com a quadratura do retangulo, a partir daqui se pode
construir a quadratura do triangulo.

Para nao nos alongarmos mais nesta introdugao, nao faremos a qua-
dratura de um poligono qualquer.

A quadratura da linula

Nos exemplos acima, as quadraturas foram efetuadas usando apenas
Matematica elementar. No entanto, quando passamos para outras figuras
curvilineas, como o circulo ou a parabola, as técnicas até entao conheci-
das revelam-se insuficientes. Foi Arquimedes o primeiro matemaético a
vislumbrar um método que contornava as dificuldades da Matemaética de
seu tempo para fazer a quadratura de figuras curvilineas. Suas idéias, que
continham o gérmen do Célculo Integral, foram inicialmente usadas para
calcular a area de um setor da parabola. No linguajar moderno, o
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procedimento de Arquimedes estd contido no primeiro exemplo desta
aula. Antes, fagamos a quadratura de uma Linula de Hipdcrates.

Ao que parece, o primeiro matematico a calcular a area exata de
uma figura delimitada por curvas foi Hipocrates de Chios, o mais famoso
matematico grego do século V a.C.

Antes de efetuarmos a quadratura da Linula, estabelecamos a seguinte

proposicao.

Proposicao 1. Segmentos circulares semelhantes estdo na mesma razao
que os quadrados de suas bases.

Tal proposicao também é atribuida a Hipdcrates de Chios.

Consideremos os segmentos circulares semelhantes conforme mostra-
dos, respectivamente, nas figuras 9.3(a) e 9.3(b).

Fig. 9.3(a) Fig. 9.3(b)

Designando suas dreas respectivas por Sy e S teremos, de acordo com
a Proposicao 1, que

S, AB’

S_2_A/B/2.

Passemos a quadratura de uma Lunula como feito por Hipdcrates de
Chios. Construamos a seguinte Lunula, conforme figura 9.4.

D

S,

E
S5

2r |r

1

Fig. 9.4
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Consideremos o segmento AB cujo ponto médio é O. Tracemos o
circulo de centro O e raio OB. Construamos o diametro do circulo per-
pendicular a AB e designemos suas extremidades por C' e D, conforme
figura 9.4. Construamos o setor circular centrado em C e de raio AC,
de acordo com a figura 9.4, e que intersecta o diametro C'D no ponto E.
Consideremos a Lunula AEBD.

Proposicao 2. A Linula AEBD ¢é quadrdvel.

Demonstracao. Designemos por S a area de cada um dos dois segmentos
circulares da circunferéncia AC'BD determinados pelos segmentos de retas

AD e DB. Por Sy denotemos a area da figura limitada pelo arco AEB e
pelos segmentos AD e DB, e por S3 a area da regiao limitada pelo arco

AFEB e pelo diametro AB. A fim de usarmos a Proposicao 1 devemos
observar que os segmentos circulares ABE e aquele sobre a circunferéncia
ACBD determinada pelo segmento AD (ou DB) sao semelhantes. Por-
tanto, designando por r o raio da circunferéncia passando pelos pontos
A,C,B e D, tem-se

Sl . (\/§T)2 . 1

53 N (27“)2 _2

o que implica

Dai, segue-se que

Area da Linula AEBD = 28, + S,
= So+ 53

Area (AABD)

2r?

2
= r2
que é exatamente a area do quadrado LJOBFC', conforme mostrado na
figura 8.4, o que conclui a demonstracao de que a Lunula em estudo é
quadravel. O

Muito embora o procedimento usado por Hipdcrates de Chios seja ex-
tremamente elegante e criativo, ele nao se aplica a outras figuras de lados
curvilineos, como ¢é o caso do circulo. Prova-se que nao se pode efetuar
a quadratura de circulos usando-se apenas régua e compasso. Para tais
tipos de figuras faz-se necessario introduzir um método que envolve um
processo de limite, cujas origens remontam a Arquimedes, por meio de
uma técnica chamada Método de Fraustao usada por ele em sua obra A
Quadratura da Pardbola”. Remetemos o leitor ao apéndice desta aula em

! Quadrature of the Parabola, Great Books of Western World, Vol. 10, pp. 527-537.
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que se mostra a quadratura da parabola de um modo semelhante ao que
fez o sabio de Siracusa.

O procedimento inaugurado por Arquimedes deu origem ao chamado
Cdlculo Integral, cuja esséncia sera ilustrada nos dois exemplos a seguir.

Exemplo 88. Consideremos a func¢ao f(x) = x, para 0 < x < 1, e supo-
nhamos que se queira calcular a area da regiao abaixo do grafico de f e
acima do eixo ox, para 0 < z < 1. Vide figuras 9.5.

Fig. 9.5(a) Fig. 9.5(b) Fig. 9.5(c) Fig. 9.5(d)

Inicialmente facamos uma aproximagao da figura por meio de retangu-
los. A partir daqui o leitor devera redobrar a atencao a fim de apreender a
esséncia do método que, muito embora esteja sendo aplicado a um caso es-
pecifico, é bastante geral. Inicialmente, subdividamos o intervalo [0, 1] em
n subintervalos de comprimentos iguais. Portanto, [0, 1] ficara subdividido

nos intervalos
0 1 1 2 n—1n
b n ) n? n VAR n ) n *

A seguir, construamos os retangulos, conforme indicado nas figuras 9.5,
da seguinte maneira:

Primeiro Retangulo. O primeiro retangulo tem como base o intervalo
0,1] e altura f(1) = 1. Dai, segue-se que sua 4rea é dada por
n n n g

51:

S -
3 =
|

Se undo Retén 1110. O Se undo retén 1110 tem como base (0] intervalo
L2 € Como altura 2 . Daf, segue-se que sua érea é dada por
n n

n’

i-ésimo Retangulo. O i-ésimo retangulo tem como base o intervalo
(=1 1] e como altura f(%) = L. Portanto, sua area é dada por
n n n n
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n-ésimo Retangulo. O n-ésimo retangulo tem como base o intervalo
[”T’l, 1] e como altura f(1) =1 = 2. Portanto, sua area ¢ dada por

1
Sp=—t=
n n n
A drea total A,, desses retangulos é
1 2 1 n
n n n n

que pode ser reescrita como

1
Ap=—=0+2+...+i+...+n).
n

Usando o fato de que

) n(n+1
teremos ( )
1 nn+1 1 1
A= — — = 14—,
n? 2 2{ +n}

Analise a figura e observe que o valor de S aproxima, por excesso, a
area procurada. A medida que aumentamos o valor de n o erro cometido
na aproximacao diminui, de modo que o valor sera exato quando fizermos
n — +o00. Conseqiientemente, designando por A a area a ser determinada,
teremos

A= lim L {1—1—1} _ 1
n 2

n—-+4oo 2

O ponto crucial a ser observado é que no processo do cédlculo da area
usamos como ingrediente basico a no¢ao de limite, que somente comegou
a ser desenvolvido com o advento do Calculo e que nao era conhecido dos
Gregos Antigos.

Adiantando um pouco a notacao: o processo final do procedimento
acima é designado por
1
1
/ rxdr = —.
0 2

Exemplo 89. Consideremos a func¢ao f(x) = z* com z restrito ao inter-
valo [—1, 1]. Seu grafico é o setor de uma parabola conforme figura 9.6(a).
Nosso problema consiste em determinar a area da regiao OAB. Em vir-
tude da simetria do grafico ¢é suficiente calcular a drea da regiao OAC' e
multiplicd-la por dois. Inicialmente calculemos a area da figura OAD, que
é a regiao abaixo do grafico de f, conforme figura 9.6(b), com x restrito
ao intervalo [0, 1].

2
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A A
A A
D R
[ 0 D
Fig. 9.6(a) Fig. 9.6(b)

Inicialmente, subdividamos o intervalo [0,1] em n subintervalos de
comprimentos iguais. Portanto, [0, 1] ficard subdividido nos intervalos

I EE e =
n nn non

A seguir, construamos os retangulos, conforme indicado nas figuras 9.7,

da seguinte maneira:

,_.

Fig. 9.7(a) Fig. 9.7(b) Fig. 9.7(c) Fig. 9.7(d)
Primeiro Retangulo. O primeiro retangulo tem como base o intervalo
[0, 1] e altura f(£) = =5. Dali, segue-se que sua drea é dada por

1 1
nz 3

S|

Sy =

Segundo Retangulo. O segundo retangulo tem como base o intervalo
1 2 2 22 7 ’ ,
[, 2] e como altura f(2) = %. Dai, segue-se que sua area é dada
por
1 22 22
SQ —_ — —2 — —3
n n n

1-ésimo Retangulo. O i-ésimo retangulo tem como base o intervalo
-2

(=1 1] e como altura f(%) = 4;. Portanto, sua drea é dada por
n n n n

1 2

n n®> n
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n-ésimo Retangulo. O n-ésimo retangulo tem como base o intervalo
2 ,
[2=%,1] e como altura f(1) = 1 = 2. Portanto, sua drea ¢ dada por

1
g —=-.L_1
n

A area total A,, desses retangulos é

1 22 2'2 2
An:Sl—l-Sg—i-...—i-Si—l—...—i-Sn:—3+—3+...—|———|—...+—.
n n n

que pode ser reescrita como
1
Ap==(P+22+. +& 4. +0?)
n

Usando o fato de que

s 2n*+3n*4n

124+224+ ... +%+... +n c

e dai )
1 203 +3n2+n 1 1 1

n? 6 372 e

Analisemos as figuras 9.7 e observemos que o valor de S aproxima,
por excesso, a area procurada. A medida que aumentamos o valor de
n, o erro cometido na aproximagcao diminui, de modo que o valor serda
exato quando fizermos n — +o0o. Conseqiientemente, designando
por A a drea da figura ODA, representada na figura 9.6(b), teremos

111\ 1
A= lim (Z+—+-—]) =2
nrt00 <3 TR 6n2) 3

A, =

Dai a area total A, do segmento da parabola é

1 2 4
Ay=2-(1-2)=2-2 =2,
P (1=3) 373

Usando a notagao como no exemplo anterior, teremos
! 1
2?dr = = .
0 3

2 Area sob uma curva: o caso geral
Seja
y=f), a<z<bh

uma funcao continua e nao-negativa no intervalo fechado [a,b]. A drea
sob a curva que é o gréfico da fungdo y = f(z), de x = a até z = b, é a
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area A da regiao plana limitada pelo grafico de y = f(z), pelo eixo ox e
as retas x = a e x = b. Para calcular essa area, seguiremos procedimentos
semelhantes aos desenvolvidos nos exemplos anteriores.

Assim, inicialmente, subdividiremos o intervalo [a, b] em n subinterva-
los [z;_1,;], de comprimentos nao necessariamente iguais, considerando
n pontos xg, T1,Ts, ..., Ty 1, Ty, tais que

a=20 <11 <Ty<...<XTp_1<xy,=0>o

Facamos
AIi:ZL’Z’—.Il‘_l, izl,...,n
e seja
A =max {Axy, Axs, ..., Az, }.
As retas x = xg,x = x1,...,0 = T,_1,x = T, dividem a regido em faixas

verticais, conforme figura 9.8.

»

a=xo X1 X2 X3... Xn1  b=Xa

Fig. 9.8

Sendo f continua, e supondo que os intervalos tenham comprimentos
pequenos, a variagdo de f em cada subintervalo [x; 1, x;] serd bastante
pequena, de modo que uma boa aproximagao de f(x), x € [x;_1, ],
serd obtida escolhendo-se & € [z;_1, ;] e fazendo-se f(&) = f(x) para
x € [x;_1,x;]. Aproximar f(z) por f(&;) implica que a érea de cada uma
das faixas representadas na figura 9.9 é aproximadamente igual a area do
retangulo cuja base é o intervalo [x;_1, z;] e cuja altura possui comprimento

f&).
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&) |

0 Xi-1 E_}i Xi

Fig. 9.9

A soma das areas destes retangulos é dada por

Z fl€) (i —mi) = Z f(&)Az;.

A medida que os comprimentos dos subintervalos [z;_1, z;] diminuem, o
erro cometido ao aproximar f(z) por f(&;) torna-se cada vez menor, de
modo que é natural definir a area A como sendo

= lim Zf& i — 1) = lim Zf& )A;,

I2]—0 < 1Pl

que é, mutatis mutandis, o que foi feito no exemplo 1, em que ||P| =

max Ax;. Seguindo as notagoes introduzidas nos exemplos 88| e 89, es-
1<i<n

b
crevemos A = / f(z)dx

3 A definicao de integral

As consideragoes anteriores nos conduzem, naturalmente, a seguinte
definicao de integral.

Dada uma fungao y = f(x) definida em um intervalo [a, b, sejam
Aa=20 < T <Tog<...<Tp1<xp=2"=

e & um ponto arbitrario do subintervalo [z;_1, x;], de comprimento Az; =
x; — ;1. O conjunto P ={a=1x9 < x1 <23 <...<x, =0} échamado
uma parti¢ao do intervalo [a, b].

Suponhamos que a soma

Z f 51 Ty — .1'171) = Z f(éz)sz
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tenha um limite finito quando
|P|| = max {x; — xo, 20 — 1, ..., 2, — xp_1} = max {Axy, Azo, ..., Ax,}

tende a zero (o numero ||P|| é chamado norma da particao P). Caso isso
acontega, esse limite é chamado integral definida de f(x) no intervalo [a, b]

e designada por
b

e diz-se entao que f ¢ integravel em [a, b].

A integral definida acima é também chamada integral de Riemann e
goza das seguintes propriedades:

Se f,g : [a,b] — R forem fungoes integraveis no intervalo [a,b] e se
A € R, entao:

(a) f+g:lab] — R & integravel e
[+ o@lae= [ sy [ ot
(b) Af:[a,b] — R ¢ integrével e
/ ) () = A / )

(c¢) Se f(x) > 0, para todo = € [a,b], entdo fabf(x)d$ > 0 e este valor
representa a area sob o grafico de f acima do eixo ox e entre as retas
x = aex = b. Esta propriedade é equivalente a: se f(x) > g(x)
para todo x € [a, b, entao

[ e [ g

Exemplo 90. Nos dois exemplos anteriores vimos que fol rdr = 5 e
fol a?dr = 3. Calculemos a integral de uma funcdo constante. Seja
f(z) = k para todo z € [a,b], em que k é uma constante. Consideremos
uma partigdo P = {a =20 <21 <2< ... <2, =0b} e & € (v;-1,7;)
para cada ¢ = 1,...,n. Teremos, entao,

Isto significa que todas as somas como a acima sao iguais a k e como o
limite de constante é a propria constante, teremos

/abk:d:z: — k(b —a).
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4 Area entre duas curvas

Sejam f(z) e g(z) duas fungoes definidas em um mesmo intervalo [a, b].
Para fixar as idéias, suponha que f(z) > g(x) para todo x € [a,b], como
mostrado na figura 9.10. Como se vé, o grafico de f(x) estd acima do
grafico de g(x).

y=-£x)
E F
C
D
y-g(x)
a b
Fig. 9.10

Suponhamos que queiramos calcular a area da regiao limitada pelos
dois graficos, ou seja, a area da regiao DC'F'E. Observemos que

(Area de abCD) + (Area de DCFE) = Area de abFE,
e portanto

A = Area de DCFE = (Area de abFE) — (Area de abCD).

Desde que

b b
Arca de abFE = / f(x)dz, (Area de abCD) = / g(x)dz,

segue-se que
b b b
A= [ s~ [ gwyis = [ 1) - g(o)d
a a a
Percebe-se, pelo que foi desenvolvido nos dois exemplos vistos antes,
mesmo sendo casos simples, que calcular a integral de Riemann usando a
definicao é algo extremamente trabalhoso pois manipular as somas par-
ciais e depois calcular seu limite é algo quase que impraticavel quando
tratamos com fungoes que nao sejam tao simples quanto f(x) = z ou
f(x) = 22. Em vista disso, devemos introduzir um resultado, chamado

teorema fundamental do Cdlculo, que nos permitira calcular grande parte
das integrais importantes que surgem no Calculo Integral.
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Para isto necessitaremos de um conceito preliminar.

Dada uma funcdo f(z) definida em um intervalo I, diz-se que uma
outra fun¢ao F'(x), definida e derivédvel no intervalo I, é uma primitiva ou
antiderivada de f(z) se

dF ,
@) = @)= (@)

para todo x € I.

Por exemplo, F(z) = % ¢ primitiva de f(x) = x, assim como Fi(z) =
% + C, qualquer que seja a constante C', também ¢é primitiva da mesma
f, donde se conclui que primitiva de uma funcao f, caso exista, pode nao
ser Unica. Isto é um caso particular do teorema a seguir.

Teorema 14. Sejam F(x) e G(x) primitivas da fungao f(x) no intervalo
I. FEntao existe uma constante C' tal que F(x) = G(x) + C, ou seja,
duas primitivas de uma mesma fun¢ao em um intervalo diferem por uma
constante.

Demonstragao. Como F(x) e G(x) sao primitivas de f(x), tem-se que
F'(z) = f(x) e G'(z) = f(z) edal F'(z) = G'(x) e assim F'(z)—G'(x) = 0,
para todo z € I. Como (F — G) = F' — G, teremos (F — G)'(z) = 0,
para todo x € I. Assim, F(x) — G(z) = C, para alguma constante C' e
dai F(z) = G(z) + C para todo x € I, o que conclui a demonstracao do
teorema. O

Exemplo 91. Consideremos a fungao f(z) = 2" para n # —1. Usando a
n+1

regra de derivagao dada na aula 5, temos que F'(z) = ) +(C é primitiva
n
de f(x).

Exemplo 92. A fungdo f(z) = 322+ 2z +4 tem F(z) = 2* +2* + 42+ C
como sua primitiva.

Nesses dois exemplos as primitivas foram obtidas por simples inspecao,
usando o que se sabia das técnicas elementares de derivagao. No en-
tanto, nem sempre as coisas sao tao simples. Basta observar a funcao
f(x) = x(z* + 10)'° e tentar calcular sua primitiva por meio de uma
simples manipulacao de derivadas. Tente também calcular uma primitiva
de f(x) = xcosx. Para fungdes como essas, e outras que aparecerao mais
adiante, precisamos de técnicas mais sofisticadas de primitivacao (calculo
de primitivas), que serao vistas na préxima li¢ao.

Seja F'(x) uma primitiva de f(z) no intervalo /. Pelo visto anterior-
mente, a primitiva geral de f(x) é dada por

F(x)+C
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em que C' é uma constante arbitraria. Esta expressao é chamada integral
indefinida de f(z) sendo designada por

/f(x)dx
/ f@) = Plz)+ C.

O simbolo f é chamado sinal de integral, * é chamada varidvel de
integragao, f(x) é chamada integrando e C' é chamada constante de inte-
gracao.

Assim

Uma observagao util, que segue da definicao de integral indefinida, é

que
o [ f@de = 1@

/f'(x)dx = f(z)+ C.

A operagao que nos permite calcular primitivas é linear. Mais precisa-
mente, temos o seguinte teorema.

Teorema 15. Suponhamos que f(x) e g(x) possuam integrais indefinidas
no mesmo intervalo I. Entao

[t @ +bg(elde =a [ faids+b [ g(a),

em que a e b sao constantes arbitrdrias.

Demonstracao. Segue-se do que observamos acima que

% / laf () + bg(2)ldz = af(z) + bg(x).

Por outro lado, pelas regras usuais de derivacao, tem-se

%[a/f(x)dx—l—b/ (x dm] —a—/f da:+b—/

af(x)+ bg(x)

Conseqiientemente,

/ laf (z) + bg(x)|dz = a / F@)dz + b / o(2)dz.

o que conclui a demonstracao. O
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Deve-se observar que esta propriedade é valida para um nimero finito
qualquer de funcoes. Mais precisamente, sejam aq, . . ., a, nimeros reais e
f1,-. ., fn funcoes definidas em um mesmo intervalo, entao

/ (i az-fz-(ar)) dx = i a; / filz)dw.

Exemplo 93. Para ilustrar o uso deste teorema, calculemos

/ (5:1:4 — 62” + %) da.
x

Usando o teorema 2 e a observagao subseqiiente, teremos

2
/(5:p4—6$2+ﬁ>d:v = 5/x4dx—6/x2dx+2/a:_2d:v

2
= 2" -2 - =+ C.
x

Observemos que o calculo de integrais definidas usando simplesmente
a definicao é algo quase que impraticavel. No entanto, para contornar
esta dificuldade existe um importante teorema, o teorema fundamental do
Cdlculo, que nos permitira calcular integrais definidas, desde que conhe-
¢amos uma primitiva da funcao a ser integrada.

Antes de abordar o teorema fundamental do Calculo, demonstremos o
teorema do valor médio para integrais.

Teorema 16. (Teorema do valor médio para integrais) Seja f :
la,b] — R uma fungdo continua. Entdo existe ¢ € [a,b] tal que

b
| #ayia = 00~ a)

Demonstragao. Desde que f é continua no intervalo fechado [a,b] ela
atinge maximo M e minimo m neste intervalo. Assim,

m < f(z) < M, para todo x € [a, b].
Uma simples integragao nos fornece
b
m(b—a) < / flz)de < M(b—a)

ou, equivalentemente,

b
mgﬁ/a f(z)de <M

e, pelo teorema do valor intermedirio, existe ¢ € [a, b] tal que

b
10 == [ S

o que conclui a demonstracao do teorema. |
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Teorema 17. (Teorema fundamental do Célculo) Seja f uma fungao
continua no intervalo fechado [a, b] e seja F'(x) uma primitiva de f. Entao

/ f@)dz = F(b) — Fla).

Deve-se observar que, definindo

tem-se

7 [ 1od= i@

isto é, a funcdo F'(x) é uma primitiva de f. De onde se conclui-se que,
usando o fato de que toda funcao continua é integréavel em intervalos
fechados e limitados, toda funcao continua possui uma primitiva dada
por

F(z) = / f(t)dt.

Facamos uma demonstracao geométrica do teorema fundamental do
Célculo usando a interpretacao da integral de Riemann como a area sob
o grafico de fungoes. Para isto consideremos o grafico da funcao continua
e positiva y = f(z) para a < z < b. Assim, a integral

/abf(x)dx

representa a area da figura limitada superiormente pelo grafico da funcao
y = f(x), lateralmente pelas retas verticais = a e x = b e inferiormente
pelo eixo ox, conforme figura 9.11.

Fig. 9.11
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Designemos por A(x) a fungao

Alz) = / F(t)dt

a qual representa a area da regiao hachurada na figura 9.12.

0 a X

Fig. 9.12

dA
Calculemos d—(x) Para tal fim, tome x e dé a ele um acréscimo Az que,
x

para simplificar os calculos, serd considerado positivo. Logo,

z+Az z
F(z + Az) — F(z) /a ft)dt — / f(t)dt
Az

Az
r+Ax
_ é / F(t)dt
= f(&)

em que & € [z, z+ Ax] é obtido via teorema do valor médio para integrais.
Por continuidade, f(§) — f(z), quando Az — 0 e assim F'(z) = f(z), o
que conclui a demonstragao do teorema fundamental do Calculo.

Exemplo 94. O complicado céalculo de

b
/ rdx

no exemplo 88 pode ser substituido de maneira simples, usando o teorema
fundamental do Calculo, observando que

¢ uma primitiva da fungao f(z) = z. Assim,

/xdx: T :__a_:_(b2_a2)
a 21, 2 2 2
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Exemplo 95. Outro exemplo que foi resolvido de maneira bastante tra-
balhosa foi o da integral
1
/ r2dx
0

e que pode, usando o teorema fundamental do Calculo, ser resolvido em
apenas uma linha se observarmos que

¢ uma primitiva da funcao f(z) = x*. Assim
1 3 1 1
/ 22dx = V—} = -
) 3],73

5 Exercicios resolvidos

1. Calcular a area da regiao R situada entre os graficos das fungoes f

e g no intervalo [0, 2] sendo f(z) = x(z —2) e g(x) = g

Solugao. Os graficos estao representados na seguinte figura

Desde que f < g no intervalo [0, 2], podemos escrever a drea A(R)
da regiao R como

A(R) = /02[9(1) — f(z)]dz = /02 (gx - 932) dz = g

2. Encontre a equacao da curva passando por (1,5) e cuja tangente em
(x,y) possui inclinacao 4.

Solugao. Relembrando que a derivada de uma funcao y = f(x)
representa a inclinagao da reta tangente ao seu grafico, tem-se que
f'(x) = 4x. Desse modo, deve-se encontrar a primitiva de 4z que,
escrita na notagao introduzida nesta aula, é dada por

f(z) = /4xda: =224+ C



208 Célculo - aula 9 UFPA

por hipétese, o gréfico da funcao passa pelo ponto (1,5), ou seja,
f(1)=5edal f(1) =2+C =5. Assim C' = 5. Logo f(z) = 22*+5.

3. Calcule /(:L‘ + 1)(z — 1)dx

Solucao.

/(a: +1)(x —1)dx =

4. Calcule/[g(:c)]3g'(x)dx

Solucao. Usando a regra da cadeia, obtemos

de modo que

Em vista disso, Z[g(z)]A‘ é uma primitiva de [g(z)]*¢’(z). Por con-

seguinte,
em que C' é a constante de integragao.

6 Exercicios propostos

1. Achar a drea sob as curvas dadas, entre os extremos indicados

=z3entrex =1ex =5

)
r)=xentrer=0ex=2;

y=zentre v = —1 ez =4;

)

= —entrex=1ex=2.
72

2. Achar a drea entre as curvas y = x e y = x°.

3. Achar a 4rea entre as curvas y = x e y = z°.

4. Achar a drea entre as curvas y = 2% e y = x°.
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5. Achar a érea entre a curva f(z) = (z —1)(x —

entre 1 < x < 3. Esboce a curva.

6. Calcule as seguintes integrais

209

2)(z — 3) e o eixo oz,
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7 Respostas dos exercicios propostos

1. (a) 156
(b) 2
(c) 205
(d) 3
2. 3
3.%
4.%
5.0
2
6 (a)%—i—x—l—C’
3 5
R A
(C)§+Z+E+C
4
(d) ?x£+C’
28
—— —+4C
(e) i

Nesta aula vocé aprendeu:
e 0 processo de quadratura de certas figuras planas;
e a noc¢ao de integral definida e integral indefinida;

e a calcular integrais definidas usando o teorema fundamental do Calculo.
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8 Apéndice

A quadratura da parabola segundo Arquimedes

A Quadratura da Pardbola, ja citada nesta aula, é uma das obras funda-
mentais de Arquimedes que prima pela elegancia e estética como também é
o gérmen do Céalculo Integral. Na Introducao da Quadratura da Parabola,
dirigida a um certo Dositheus, Arquimedes faz mencao a um problema que
preocupava os geometras de entao que haviam tentado, sem muito sucesso,
encontrar uma area retilinea igual a de um circulo ou de um segmento de
circulo, ou seja, tais geometras tentavam fazer a quadratura do circulo.
Mais adiante ele afirma ter conseguido encontrar a solugao para o calculo
da area de um segmento de parabola.

Antes de chegar ao seu método, véarios resultados s@ao demonstrados.

Enunciemos alguns deles, a guisa de ilustracao. Ele comeca com a seguinte
proposicao.
Proposicao 1. Se de um ponto P sobre uma pardbola for tracada uma
linha reta que € ou o seu eizo ou paralela ao seu eixo, como PV, e se QQ)'
for uma corda paralela a tangente a parabola em P encontrando PV em
V, entao QV = VQ'. Reciprocamente, se QV =V Q', a corda QQ' serd
paralela a tangente em P.

Veja a figura 9.13.

Fig. 9.13

Outro resultado é a proposicao 21 enunciada a seguir.

Proposicao 21. Se Qq for a base e se P for o vértice de algum segmento
parabolico, e se R for o vértice do segmento parabdlico determinado por
PQ, entao

APQq =8/ PRQ.

Estamos representando por AABC' a area do triangulo cujos vértices
sao os pontos A, B e C. Veja a figura 9.14 para uma visualizacao dessa
proposicgao.
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Fig. 9.14

Muito embora nao seja dito explicitamente, na Proposicao 21 o seg-
mento de reta (Qq é paralelo a reta tangente a parabola em P. Observe,
também, e isto é enfatizado ao final da demonstracao da Proposigao 21,
que

APQq=8A Prq.

Assim,

2N\ PQq=8/ A PRQ+8A Prq

e entao

1
APRQ + APrq = 1 A PQq

No préximo resultado Arquimedes demonstra o seguinte.

Proposicao 22. Se existir uma série de dreas A, B,C, D, ... cada uma
das quais € quatro vezes a sequinte, e se a maior, A, forigual a do triangulo
PQq inscrito em um segmento parabolico PQq e tendo a mesma base que
a do triangulo e igual altura, entdao

A+B+C+D+--- < (Area do Segmento PQq).

O leitor interessado devera consultar a obra de Arquimedes (ja citada
anteriormente) para estudar as demonstragoes das proposicgoes 1, 21 e 22,
como também de outras, assim como deverd consultar George F. Simmons?

Para verificarmos como executar o método de Arquimedes, chamado
M¢étodo de Ezxaustao, introduzido por Eudoxio, pois consiste em exaurir o
segmento parabdlico por meio de triangulos nele inscritos, consideremos o
segmento parabdlico ilustrado na figura 9.15.

2 George F. Simmons, Céalculo com Geometria Analitica, Vol. 2, pdg. 682-684, Ed.
McGraw-Hill
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g
R
P
r q
Fig. 9.15

Como visto anteriormente
1
APRQ + APrq = 1 A PQq.

Vejamos o que acontece com o segmento parabolico PR() se procedermos
como neste primeiro processo. Facamos uma ampliacao da figura 9.15.

Fig. 9.16

Assim,

1
APT’lR—F AquQ = Z_l A PRQ

e procedendo de maneira analoga conforme figura 9.17

teremos

1
APror + Argeq = ZPrq.
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Desse modo, a soma das areas de todos os triangulos construidos até agora
(que é menor do que a drea do segmento parabdlico PQq) é dada por

APQq+ APRQ + APrq+ APriR+ AR Q + APrar + Argqg =
1 1 1
APQQ—Fzﬁqu—FZAPRQ—FZAPTq:

1 1
APQQ‘FZAPQQ—’—Z(APRQ—FAPTQ) =

1 1\?
APQq—i—ZAPQq—F (—) A PQq =

4
1 /1)’
14 = -
v+ (3)
Repetindo este processo indefinidamente, teremos
1+ ! + 1y +
4 4

e relembrando que a soma de uma série geométrica infinita com razao r,
0 <|r| <1, é dada por

A PQq < (Area do segmento PQq).

Area do segmento PQq = APQq

1
1—7’

1_|_7~_|_7~2_|_...:Z:
=0

Dessa maneira

>

J

Area do segmento PQq = APQq

ol

1
4

=0
1

- APQq'l—

= % - APQq.

Vejam, entao, que a integral de Riemann jazia adormecida desde os
idos da época de Arquimedes.





