Aula 10

Calculo de primitivas ou de
antiderivadas

Objetivos

e Calcular primitivas de fungoes usando regras elementares de primi-
tivagao.

e (Calcular primitivas de funcoes pelo método da substituicao.

e Calcular primitivas de fungoes usando o método da integracao por
partes.

Esta aula sera dedicada as técnicas que nos permitirao calcular primi-
tivas que nao sejam obtidas por simples inspe¢ao. Recordemos que F'(x)
é uma primitiva ou antiderivada de uma fun¢ao f(z) em um intervalo /
se F'(z) = f(z), para todo = € I, sendo que o simbolo [ f(z)dz designa

/f(I)dI:F(ZE)+C.
1 Regras elementares para calculo de
primitivas

Por questoes de completeza estabeleceremos nao apenas novas regras
como também recordaremos outras que ja foram citadas na aula 8. Nas
regras a seguir, o simbolo C representara sempre uma constante arbitraria.

Regra 1. /O dr = C.
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Regra 2. /1d.r::v+0.

Regra 3. /a dr = ax + C, em que a é uma constante.

xr—l—l

r+1

+ C, para qualquer nuimero racional r # —1

R (Y ETREY BT ———
e . [0+ oo [ fovi + [ st
R (LR e o

1

Regra 8. /(g(:c))Tg'(:z:)d:z: = 1(g(:c))’"+1 + C, para todo nimero
r

racional r # —1.

Outras técnicas de integracao serao vistas. Antes de passarmos a elas
faremos uma seqiiéncia de exemplos, a fim de que o leitor fixe definitiva-
mente as regras ja estabelecidas.

Exemplo 96. Calculemos a integral

/x6dx

Neste caso basta aplicar diretamente a regra 4.

1
/a:Gd:c:?:f—l—C

[La

Exemplo 97. Calculemos



UFPA Calculo - aula 10 217

Observemos inicialmente que

1 1
/\S/Eda:—/x dx.

Agora, tal como no exemplo anterior, basta aplicar diretamente a regra 4,
para obter

1 O 4
de = —x5 + C.
/\/Ex 4x+

Exemplo 98. Calculemos a integral indefinida

/(2352 — 5z + 3)dx.

Aplicando as regras 5, 6 e 7, obtemos

/(2x2—5x+3)dx:2/x2dx—5/xdx+/3dx

Segue-se das regra 3 e 4 que

2 D
/(2x2 — 5z + 3)dx = §x3 - §x2 + 3z + C.

Exemplo 99. Calculemos a seguinte integral indefinida

/(38 + 4)%ds.

Observemos que

/ (3s 4+ 4)%ds = % / (3s 4 4)?3ds

Assim, podemos aplicar a regra 8 para obter

1/1 1
/(33 +4)%ds = §<§(3$ +4)3) +C = §(3s +4)* + C.

2 Método da substituicao

Para resolver uma integral que possa ser escrita na forma

| o @yis

podemos lancar mao de um processo chamado método da substituicao, que
consiste em tomar u = g(x) e, portanto, du = ¢'(x)dx, de modo que a
integral anterior pode ser reescrita como

[ o= [ sean

Assim, a variavel de integracao, que era x, foi substituida pela nova
variavel u.

Vejamos alguns problemas.
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COSVT
NG

Observemos que essa integral pode ser escrita como

/CO\S/Exdx—Q/cos(\/E)%dx.

Exemplo 100. Calculemos a integral

1
Fazendo u = \/x, obtemos du = ——= dx. Assim,

2Vx

/CO\S/Exda::Q/Cosudu:QSenu:Qsen(\/E)—l—C.

x
r+1
Facamos u = x + 1, logo du = dx. Entao

T u—1
dr = d
/ m—i—lx Vu “

_ /(us_u—

(Va)* = 2vu+C
<\/x—+1)3—2\/x—+1+0

r+1(z—2)+C

dz.

Exemplo 101. Calculemos a integral /

N

) du

I
S

|
[\
:\
+
Q

WINWINWDNDW N
w

Exemplo 102. Calculemos / Va3 — 2z + ldw.

Notemos que 22 —2x+1 = (z—1)?. Assim, fazendo v = z—1, du = dx.
Entao

/de = /mdﬂf
:/Wdu

U] W ot W ot
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3 Integracao por partes

Sejam f e g fungoes derivaveis em um certo intervalo I. Usando a regra
do produto para a derivagao

obtemos

Assim,

/f(x)g’(w)de /(f(x)g(x))’dw—/f’(x)g(l’)dx

o que nos fornece

/ f(@)d (@)dz = f(x)g(z) - / f(@)g(x)dx

que é a chamada formula de integracao por partes. Tal féormula é mais
usualmente apresentada da seguinte maneira. Chamemos u = f(x) e
dv = ¢'(x)dx, de modo que

du = f'(z)dx e v=g(x)

e assim temos a outra forma para a formula de integracao por partes

/udv:uv—/vdu.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 103. Calculemos a integral

/ x cos xdzx.

Para aplicar a féormula de integracao por partes devemos escolher con-
venientemente u e dv observando que u deve ser derivada e dv deve ser
integrada, de modo que a integral resultante se torne mais simples do que
a integral original. No presente caso, facamos

u=2x e dv=-coszdx

o que nos da
du=dr e v=-senzx

donde

/xcosa:da::xsen:v—/senxd:r:xsenx+cosas+0.
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Exemplo 104. Calculemos

/ z? cos xdzx.

Chamemos u = 22 e dv = cos xdx para obter

du = 2xdxr e /dv = /cosxdx,

e assim v = senz. Logo,
/3:2 cosxdr = r’senx — /(sen x)2xdx

e observemos que devemos integrar por partes o termo

/ xsen xdx.

u=21x ¢ dv=senxdx

Facamos

o que fornece
du=dr e v = —cosz.

Dali,
/xsenx = —2COST + /cosxdx = —xcosz +senzx + C.
Voltando & integral [ z* coszdz, teremos

/3:2 cos xdr = x’senx + 2x cosx — 2senx + C,

em que C é a constante —2C'.

Para nos certificarmos de que os célculos efetuados estao corretos,
podemos derivar a funcao

r?senz + 2z cosx — 2senx + C}

2

cujo resultado deve ser x“ cosx. De fato,

(x?senx + 2x cosx — 2senx + C,)’
2xsenx + x? cosx + 2cosx — 2xsenx — 2CoS T
= 2%cos x,

o que mostra que os calculos efetuados estao corretos. Evidentemente,
apds o estudante adquirir pratica no processo de integragao por partes,
esta verificacao final pode ser dispensada.

Deixaremos certas integrais por partes, envolvendo exponencial, loga-
ritmos, etc., para aulas futuras.
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Exemplo 105. Calculemos

/ wsen (kz)dz.

em que k é uma constante nao-nula. Facamos

u=2x e dv=sen (kx)dz,

donde L
du=dr e v= —COS( ?)
k
o que implica

k 1
/xsen (kx)dx = _%(x) +2 /cos(k:a:)da:

zcos(kx) 1
i — + zasen (kz) + C.

Observa-se que, ao calcularmos integrais indefinidas, sempre surge a
chamada constante de integracao. Em alguns casos pode-se determinar
tal constante de integracao. Vejamos um exemplo no qual isso ocorre.

Exemplo 106. Determinemos a curva que passa pelo ponto (2,3) e cuja
declividade da reta tangente a ela, em cada um de seus pontos (z,y), é

dada por _z
)

Seja y = f(x) a equagao dessa curva. Assim,

Yy =—-—
Yy

pois a derivada 1y’ mede a declividade da reta tangente em cada um de

seus pontos. Dai, yy’ = —x e observando que, usando a regra da cadeia,
d
=2y,

teremos 2yy’ = —2x. Logo

d

2
- = _9
dx[y] T

o que nos diz que y? é primitiva de —2x. Pela definicao de primitiva,
tem-se

Y = /—Qxdx =2+ C,
em que C é a constante de integragao. Assim,

>+ =C
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é a expressao algébrica de todas as curvas cuja declividade da reta tangente
, X e -
em cada um de seus pontos é ——. Desta ultima expressao tem-se que

y # 0. Além disso, como z? + y* > 0, quaisquer que sejam (z,y),y # 0,
facamos C' = R?, R > 0, e daf

y=vVR?>—122 ou y=—VvVR?— 22

Observando-se que no enunciado exige-se que o ponto (3,4) pertenca a
curva, facamos x = 3 e y = 4 para obter

324+ 42=R*=925

o que nos fornece R = 5, de modo que a curva procurada é y = v/ R? — x?
que ¢ o semicirculo de centro (0,0) e raio 5.

4 Funcoes trigonométricas inversas

Introduziremos agora a nogao de funcao trigonométrica inversa. Come-
cemos com a inversa da fungao sen. Como é bem conhecido, a funcao sen
nao ¢ injetiva e em vista disso nao existira sua inversa. No entanto, se
restringirmos seu dominio, por exemplo, ao intervalo [—7, 7], teremos que
a funcao sen, restrita a este intervalo,

sen : [~ 7] = [~1,1]

¢é injetiva e sobrejetiva, de modo que existe a sua inversa, designada por

arcsen ,
T

—=1,1 —. —.
arcsen : [—1,1] — | 2,2]
Dessa maneira

Yy = arcsenx

é equivalente a dizer que
T = seny.

Derivando ambos os membros de x = seny, observando que y é funcao de
x e usando a regra da cadeia, obtém-se

1 =1 cosy.

Restringindo os valores de y ao intervalo (-7, %), a fim de que cosy # 0,

o que restringira os valores de = ao intervalo aberto (—1, 1), obtém-se
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1
V1— 22

fornece as seguintes regras para derivacao e integracao da funcao arcsen

Como z = seny implica cosy = v/1 — 22, teremos iy = 0 que nos

d< ) 1
_— I n = ———
dp aresent V-2

/ ! +C (10.1)
——— = arcsenx .
V1—2x?

Tudo o que fizemos a fim de determinar uma funcao inversa para a
funcao sen e calcular a derivada e a primitiva dessa inversa pode ser re-
produzido para a func¢ao cos em que, nesse caso, restringimos x ao intervalo
(—1,1), o que restringe y a (0, 7). Assim,

d 1

—(arccos ) = —————
dx ( ) arccos T

1
/ ———=dx = arccosx + C.
V1—2?
Vejamos o que acontece no caso da funcao tangente. Observemos que
essa funcao, restrita ao intervalo (-7, %),
; ( 7 7r) ( +00)
==, =) = (=00, +),
8- \T22
é injetiva e sobrejetiva (além de continua, derivavel, etc.), de modo que
podemos definir sua inversa

T
g : (—o0,+00) — 55

de modo que y = arctgx se, e somente se, x = tgy. Derivando ambos os

membros desta ultima igualdade, lembrando que y é uma fungao de z, e
usando a regra da cadeia, obtemos

1 =1 -sec?y.
Como sec?y = 1 + arctg 2y = 1 + 22, teremos

1
1+ 22

d
%(arctg x) =

de onde resulta

1
/ n x2da: = (arctgz) + C.

Vejamos alguns exemplos de integrais nas quais aparecem termos da

forma vk2 — 22 ou

k2 + 22
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Exemplo 107. Calculemos a integral

1
/ N
1

a menos da constante k, é essencialmente aquela que aparece em (10.1)).
A fim de que elas se tornem exatamente iguais, facamos x = ku, de modo

que dx = kdu e dai

em que k é uma constante positiva. Observemos que a expressao

1 1
/ N | it
| =
——du
iowe
= arcsenu + C
= arcsen <£> +C
- p )

Exemplo 108. Calculemos a integral indefinida

1
[t
Procedendo como no exemplo anterior, facamos x = ku, de onde dx = kdu,
e assim
1 k
/ R / RN

1
= / du
1+ u?

1
= Earctgu +C

1
= Earctg (%) +C.

Exemplo 109. Calculemos
/ x arcsen xdux.

Facamos u = arcsen x e dv = xdx de onde

1 x?
u T U=

Vi

Portanto,

/ J x? 1 / x? d
xarcsen xdr = —arcsenx — — | ———dx
2 2 ) V1= z2
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em que esta tultima integral é resolvida por substituicao. Mais precisa-
mente, fazendo x = sen @, o que implica dx = cos #df, obtém-se

/\/%dx = [ sen?0dh = 5_Seféll +C = g arcsen x—§x\/1_7$2+0.

Portanto,

2 1 1
/xarcsen rdr = %arcsenx — Zarcsen:v + va 1—22+C.

5 Exercicios resolvidos

1
1. Calcule /—de.
T

Solucao. Basta observar que

1
/—6dx = /m_6dx
T

e aplicar a regra 4. Assim,

/—dx—— S 4.

2. Calcule a integral / —d:c

Solugao. Observemos que

/ 1 a:’%dx
T

Assim, segue da regra 4 que

1
3. Calcule a integral indefinida /(1 — x)V/zd.

Solucao. Inicialmente observemos que

/(1 — 2)zdr = /(1 — 2)zide = /(x% — x2)dax

Usando agora a regra 7 e depois a regra 4, obtém-se

/(1 — 2)Wade = /xid:p

—
8
N[
8
S
|

1 1 s
2 2
2 2
1 1
= Qr2(— — — C
x(g 5x)+
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4. Calcule/\3/1 — 22xdx.

Solugao. Essa integral pode ser reescrita como segue
1
/ V1 — 22zdr = ) /(1 - xQ)%(—2x)dx
Agora basta aplicar a regra 8.

/\/1 — 22xdr = —%(%(1 —2?)5)+C = —§(1 — 2?5 4+ C.
3

5. Calcule / sin? z cos zdz.

Solucao. A resolucao dessa integral é conseqiiéncia imediata da
regra 8.

1
/sim2 xcosxdr = /(sin x)? cos xdx = §(sin z)? + C.

6 Exercicios propostos

1. Calcule as primitivas (antiderivadas) a seguir:
1 2
(a) / ( j;;) dx
r? 4 2x
b —d
v (17"
(c) / cos 3zdx
/ senz ,
cos2
/ 1+ cos x
(e) / —(x Y

dx
O AN

i) / V3x — 1da
(i) / (222 + 3)szdx
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(k) / 5V x2da
0 [@ =Dyt

) [

(n) / (1 - 2?)zdx

(0) /(5sen x + 3cosx)dx

o [ (5-5)
(q) / zvx + 1dx
) /:v2 1

2

(s) / cos® xdw
() / sen 2rdx

(u) /\/%dx
(v) /\/%de

2. Encontre a equacdo da curva que passa pelo ponto (1,2) e cuja in-
clinacdo em cada ponto (z,y),z > 0, é dada por T3 + 2.

3. Uma particula se move em linha reta com velocidade v(t) = t* + 2.
Determine a distancia percorrida pela particula, det =1 a t = 3.
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7 Respostas dos exercicios propostos

1
1. (a) 15\/_(15+10:L‘+3x)+0

1
(b) +?+C

(0) % sin (3) + C

1

COSs 2
xz

(d)
(e)

(f) §<m—2)3+0
(2) —Q(x—il)QJrC
(h) 2vVz+3+C

(i) g Bz —1)? +C

1+ coszx

() E (22*+3)* +C
(k) 323 +C

) 2V ("~ 5) + C
(m) —2COS\/_—|—C

(n) — ( —a?)°

(o) —5cosx—|-i’>sen r+C
(B) — + 55 +C

(0) 1z @+ 12 (-2+32)+C
(r) x—;%—C’

(s) g sen42:c C

() g_ sen:ﬂx L

(u) —Z\/1—4x2+0

(V) ; arcsen (2z) 4+ C

(w) arcsen (% x)
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) 208 4oy 2
Y=z x— =
Y=3 3

3. 12 unidades de comprimento

Nesta aula vocé aprendeu:

e a calcular primitivas de funcoes usando regras elementares de primi-
tivagao.

e a calcular primitivas de funcoes pelo método da substituicao.

e a calcular primitivas de funcoes usando o método da integragao por
partes.





