Aula 11

O logaritmo natural

Objetivos

e Estudar o logaritmo natural.
e Fazer aplicacoes da derivada da funcao logaritmica.

e Fazer aplicacoes da primitiva da funcao logaritmica.

Na aula passada vimos a conhecida féormula para o calculo da primitiva
da funcao y = z", que é dada por

l.r+1
"dr = C —1.
/x =T +C, r#

Resta-nos saber o que acontece quando r» = —1, ou seja, o que devemos

fazer para encontrar a primitiva ou antiderivada de y = — = 2~ '. Esta
x

aula é dedicada a definir e a estudar as propriedades dessa importante
fungao chamada logaritmo natural (ou neperiano) e indicada por y = In z.

1 O logaritmo natural

O grafico de y = %, para t > 0, é conhecido do leitor

y

Fig. 11.1
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e esta esbocado na figura 11.1, sendo um ramo de uma hipérbole equilatera.

"1
JEL
1t

1
t

Para x > 1 a integral

representa a area sob a curva y = ; e acima do eixo ot, entre os valores

t=1et=uxz. Vejafigura 11.2.

Fig. 11.2

Para 0 < z < 1 a integral acima pode ser escrita como

T |
[ i [
lt act

e assim, neste caso, esta ultima integral representa a area sob a curva,
limitada inferiormente pelo eixo ot, entre t = 1 e t = x, precedida do sinal
negativo. Veja a figura 11.3. Se x = 1, a integral da zero.

Fig. 11.3

Podemos, entao, definir a fungao logaritmo natural da seguinte maneira.
Definicao 2. Definimos a funcao logaritmo natural,
In: (0,+00) = R

por

1
lnx:/ gdt, para t > 0.
1
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N 1
Deve-se observar que a integral / gdt existe, pois a funcao n é

1
continua para t > 0, donde se conclui que a integral que define a funcao
logaritmo esta bem definida, lembrando que qualquer funcao continua,
definida em intervalos fechados e limitados, é integravel.

Esta maneira, aparentemente nao-natural, de definir a funcao loga-
ritmo natural tornar-se-a clara a medida que formos avancando no seu
estudo.

Em virtude do teorema fundamental do Célculo, temos que In é de-
rivavel e

1
— / —
dx(lnx) = (In)'(z) = —» para > 0.

1
Portanto, o logaritmo natural é uma primitiva ou antiderivada de —,

T
somente para z > 0. Uma primitiva no caso em que = # 0 serd construida
futuramente.

Listaremos, a seguir, algumas propriedades da funcao logaritmo nat-
ural as quais comecarao a tornar claro o porqué de chamarmos tal fungao
de logaritmo.

Propriedade 1. In1 = 0, porque

11
lnlz/ —dt = 0.
1t

Propriedade 2. Se x > 1, entao Inx > 0.

Isto é claramente verdade em virtude de integrais de funcoes positi-

1
vas serem positivas e assim —dt representara a area sob o grafico
1t
de — e acima do eixo oz, para t variando de 1 até z.

Propriedade 3. Se 0 < x < 1, entao Inx < 0.

Isto se segue do fato

:)31 1
lnx:/ —dt:—/ 1dt.
1t T 13

1
1
e de que a integral / %dt representa a area sob o grafico de n e

acima do eixo ox, para t variando de x até 1.

d 1
P iedade 4. —(1 = —
ropriedade dx(n|$|) .

Isto se segue dos seguintes fatos: Se x > 0, temos que |z| = = e
assim
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Se x < 0, temos que |x| = —z e dai
d d
201 — “(In(—
—(in]a]) = = (In(~2))

Fazendo u = —x > 0, e usando a regra da cadeia, obtemos
d d du 1 1 1
—(In(—2z)) = —(1 — = (=1) = — = —.
d:c<n( z)) du<nu) der u (=1) —u

Propriedade 5 Inuv =Inu + Inv

Inicialmente, observemos que

Isto nos diz que as fungoes Inz e In(ax) possuem derivadas iguais.
Conseqlientemente,
In(ax) =Inz + K,

para alguma constante K. Dai, quando x = 1, obteremos
Ina=nhl+K=0+K =K.
Conseqiientemente,
In(az) =lna+Inz.

Fazendo a = u e x = v, obtemos a féormula pretendida.

u

Propriedade 6. In ( ) =lnu—Inv

v
Esta propriedade segue-se da anterior da seguinte maneira:

Inu =1In (E ~v> =1In (E) + Inw,
v v

donde u
In (—) =Ilnu — Inw.

v

1
Propriedade 7. In (—) =—Ilnv
v

Na propriedade anterior, fagamos u = 1 para obter

In <1> =Inl—Inv=-1nw.
v



UFPA Célculo - aula 11 235

Propriedade 8. Se r for um nimero racional e x um nimero positivo,
entao
In(z") =rlnx.

Pela regra da cadeia

9 @) = Lrar) =

o p rinz).

:%(

813

Deste modo, como as fungoes In 2" e r In x possuem derivadas iguais,
elas diferem por uma constante, ou seja, existe uma constante K tal
que

In(z") =rlnz + K.
Fazendo x = 1, obtém-se In1 = rInl1 + K e desde que In1 = 0,
concluimos que K = 0 e entao

In(z") = rinz.

Propriedade 9. A funcao Inx é crescente.

Basta observar que

d 1
%(lnx) =_> 0

desde que x > 0. A propriedade segue-se do fato de que, se a
derivada de uma funcao for positiva, entao ela sera crescente.

Propriedade 10. O grafico da fungao In é concavo para baixo.

Basta observar que

d? d d d 1 1
Ja(nz) = - (lnz) = () = —— < 0.

1
Propriedade 11. 3 <ln2<1

Observemos a figura 11.4 e conclua que a drea sob o grafico de f(z) =

1
—, entre x = 1 e x = 2, e acima do eixo ox ¢ maior do que a area
x

1
do retangulo com base [1,2] e altura 5 que é 3 que, por sua vez, é

menor que a area do retangulo de base [1,2] e altura 1, a qual é 1.

y

(=] = —
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: : 1 21 1 21
Mais precisamente, 1= < —dr < 1-1,ouseja = < —dx < 1.
2 1 T 2 1T
Portanto,

1
—<In2<1.
2 n

Propriedade 12. lim Inz = +o0

Tr——+00

Seja k um inteiro positivo qualquer. Entao, para x > 2% teremos
Inz > In(2%)

pois a funcao In é crescente. Assim,

1
Inz > In(2%) = 2kIn2 > 2k (5) = k.

Portanto, como x — 400, temos que Inx excede qualquer nimero
inteiro positivo k, o que implica que

lim lnx = +4o0.

r—+00
Propriedade 13. lim Inx = —c©
z—0t
Facamos u = — e observemos que x — 07 se, e somente se, u — +00.
Portanto
. . 1 . .
lim Inz= lim In{— | = lim (—lnu) =— lim Inu= —oc.
z—0t u——+00 U u—+00 u—+00

Propriedade 14.

9@ ol
/g@fm_IW(”+C

Isto se segue da Regra da Cadeia e do seguinte fato

4 ot = 4@
gz lo@)) ="

bastando observar que

gl(x) = i n i T = In T
[ L = [ L mlat@)hde = lgte)] + C.

Esta propriedade pode ser reescrita como: Fagamos u = g(x), o que
nos permite concluir que du = ¢'(x)dx e dai

gl(x) = @_nu = 1n X
/ﬂ@m_/u_lu+c In|g(z)| + C.
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Observemos que as propriedades do logaritmo listadas até agora nos
fazem tirar algumas conclusoes importantes que serao utilizadas na aula
12 e verificar que o seu gréfico é esbocado na figura 11.5.

Y

o

0 1 X

Fig. 11.5

Na figura 11.6 encontra-se esbogado o grafico da funcao In |z|.

y
1N\ 0 1 X
Fig. 11.6

Antes de resolvermos alguns exercicios, introduziremos uma técnica em
que usamos a derivada do logaritmo, com algumas de suas propriedades,
a fim de facilitar o calculo da derivada de fungoes que, sem essa ajuda,
tornaria o nosso trabalho bastante arduo. Tal técnica é chamada derivacao
logaritmica.

2 Derivacao logaritmica

[lustremos esse método por meio de exemplos.

Exemplo 110. Derivemos a funcao

y = (1 — 32%)*(cos 22)™.

Calculando o logaritmo de ambos os membros da expressao acima,
obtém-se
Iny = In(1 — 32%)* + In(cos 2x)*.

Dali,
Iny = 31In(1 — 32%) + 41n(cos 27)
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e derivando ambos os seus membros

/
% = 1%33;2 - (—6x) + coj?x -+ (—sen2x) - (2) = — . iggﬁ — 8tg2x.
Conseqiientemente
y = —(1 — 32%)*(cos 2z)* (1 i8§$2 + 8tg 2x> .
Exemplo 111. Calcule a derivada de
z(1 — 2%)?
TR

Usando a derivagao logaritmica, obtemos
1
Iny =Inz+2In(1 — 2?) — 3 In(1 + 2?).

y 1 1 1 1 1 4x x

—9g) — = 2) = — — -
(—27) 21+x2(x) r 1—22 1+22

y 1 — a2
e, apos algumas manipulacoes algébricas, obtém-se

, (1 =522 —4ah)(1 —2?)
(14 x2)3/2

Com a introducao da funcao logaritmo podemos considerar uma nova
técnica de integragao chamada integracdo por fragcoes parciais.

3 Integracao por fracoes parciais

A técnica de integracao por frages parciais consiste em determinar
primitivas de funcoes racionais decompondo tal tipo de fungoes em soma
de fungoes racionais mais simples e cujas primitivas sejam calculadas facil-
mente. Comecemos com um exemplo simples.

Exemplo 112. Calculemos a integral

1
/:1:2 — 1dx.

A idéia é decompor a fungao racional

na forma

xr2 —

1 A B

x2—1_1‘—1+x+1
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em que A e B sao constantes a ser determinadas. Dessa tltima igualdade
obtém-se
1A N B Al@+1)+B@x-1) (A+Blx+A-B
-1 -1 24+1  (z—-D(@+1) x?2—1 '

Dai, por uma simples comparagao, tem-se

A+B = 0
A-B =1

1
e B= —5 Portanto,

N[ —

que é um sistema linear cuja solucao é A =

1 11 1 1
2—1 2x—1 2x+1°

Integrando ambos os membros dessa tltima igualdade

1 1/ 1 1/ 1
do = — do — = d
/ﬁ—1$ Q/x—lx 2/x+1%

1 1 1
/ dx:§ln\:c—1\—§ln\x—|—1\+0.

donde

2 —1

Se quisermos simplificar esta iltima expressao, obteremos

1
/x2_1da::ln[K

em que C' = In K. Verifique a validez dessa ultima igualdade.

z— 12

z+1

Exemplo 113. Calculemos a integral
3z —1
—dx.
/ 4+ x—2 o

Usemos um procedimento semelhante aquele do exemplo anterior e
escrevamos

3r—1 A B
w24 —2 :c—1+:c—|—2
observando que 2> + x — 2 = (z — 1)(z + 2). Apd6s um calculo simples
chegamos a

e
I
ol o

eB:z.
3

-1 2 1 1
[l T,
24z -2 3) z—1 3) z+2

2 7
= §1n|m—1|+§ln|x+2|+0.

Assim
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Exemplo 114. Em alguns casos o polindmio que figura no denominador
nao pode ser decomposto em fatores de primeiro grau reais, pois as suas
raizes sao complexas. Em virtude disso, devemos usar outra estratégia.
Vejamos o que acontece com a integral

1
—dx.
/x2—|—2x+2 v

Observemos que o trinomio do segundo grau z2 + 2z + 2 nao possui raizes
reais pois o seu discriminante é negativo. Verifique isso. No entanto, ele
pode ser escrito na forma

P2 4+2=0+2r+14+1=(x+1)?+1

e a integral em estudo se apresenta como

e At
— < axr = — - ax.
2+ 2z + 2 (x+1)2+1

Neste ponto o estudante deve recordar a integral

1
/ o 1du = arctanu + C.
U

Portanto, fazendo u = z 4+ 1 tem-se du = dz e assim

1 1 1
S o o0t = ————dr = du = 1, C =
/$2+2$—}—2x /(Q;+1)2+1x /u2+1u arctan u +

1
/ du = arctanu + C' = arctan(z + 1) + C.

w2+ 1

Exemplo 115. Vejamos a integral

/ x+1

—————dx.

(x+1)2+1

O que fazer com essa integral? Observe que podemos fazer a mudanca de
variaveis u = x + 1 e obter

r+1 U 1 2u
ez = | ———du= du.
/(:c+1)2+1x /u2+1u 2/u2+1u

Nesta tultima integral o numerador do integrando ¢é exatamente a derivada
da funcao que figura no denominador, de modo que

x+1 1 2u 1
T e = = du=-In(u*+1)+C
/(x+1)2+1x 2/u2+1u 2n(u+)—|—

1
= §ln(u2+1)+0

1
= éln(x2—|—2x+2)+0.
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4 Exercicios resolvidos

1. Calcule a derivada de In(5z + 3).
Solucao. Usando a regra da cadeia

15
5t+3 br+3

d d
%(ln(fm +3)) = %(5$ +3) -

2. Calcule a derivada de VInzx.

Solugao. Usando a regra da cadeia

%(\/@) = i(lnx)%

1 1 d
= §(lna:)_§ E(lnx)
1 1
= 5(111 {[‘)_%;
B 1
2¢vInz
3. Calcule a integral
/ 2z J
.
2?2 +1
Solu¢do. Basta observar que fazendo g(x) = 2%+ 1 obtemos ¢'(z) =
2z. Dai
2 241y
/ - dx:/wdm:ln|:1:2+1]—|—C’:1n(x2+1)+C.
241 x2 41

4. Calcule a integral

/ tgxdx.
Solugao. Observemos que

sen x —senx
/tgxdm :/ dr = —/ dx.
Cos T Cos T

Fazendo g(x) = cosx tem-se ¢'(x) = —senx e assim

—se cos’
/tg:vd:r;——/ nxda;—/ xdx:—ln]cosx|+0.
cos & cos T

4 7
5. Calcule / 3$8x_ de.

Solucao. Para calcular a integral acima basta acompanhar os calculos
abaixo, justificando as passagens.

427 1 2427 1
/ A / ° dx:61n|3:178—2]+0.

352776 ) 38 -2
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6. Calcule /lnxdx, x > 0.

Solugao. Calculemos essa integral usando a técnica de integracao
por partes. Para isso, facamos

u=1Inzx e dv=dx,

1
de modo que du = — e v = .
x

/lnxdm:xlnx—/xldx:xlnx—x+0.
T

7. Calcule /ln%dx

d
Solugao. Faca u = Inx, o que nos dé du = 2% o assim
x
1 2 Inx)?
Hd:v:/udu:u—nLC': (Inz) +C.
x 2 2
d
8. Calcule a integral / 5 T
x4 =9
1 A B
Solugao. E = = :
olucao screvamos 29 @ —3)(z13) -3 + T3
1
Assim, 1 = A(z+3)+ B(zr —3) edal A = ¢ B= —5 Portanto,

/dx_l/dx+1/dx
2-9  6) x—3 6) x+3

1 1
= 61n\x—3|—6\x+3\+0

1. |z—3
= -1 C
6|z + 3’ *
9. Calcule a integral / o 2)$(x n 3)dx
A B
Solugao. ’ = + Assim, x = A(x + 3) +

(x+2)(x+3) z+2 x+3
B(z +2) edai A= —2e¢ B = 3. Logo,

/(x+2)x(x+3) - /_xi2dx+/xi3dm

= —2njz+2[/+3njz+3|+C
(r +3)*
(z +2)

In +C
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-5
10. Calcule a integral / mdaz
-5 A B C

2 (x 4+ 1) _;+ﬁ+x+1

Solucgao.

243

. Assim, x —5 = Ax(z+1) +

B(zx+1)+Cz*edail A=6, B= —5e C' = —6. Conseqiientemente,

r—95
T e =
/az?(:wl) !

/5 dm—/—dx—/

dx
x+1

= 61n|x|+——61n|x—|—1|—|—0

= 06ln x
x

‘ 5

5 Exercicios propostos

1. Encontre as derivadas das funcgoes.

2. Calcule as seguintes primitivas.

/—dm
(b) /Ig_ da

(c) /xlixdx
(d>/ sendz

1 — cos 3z

© [P

3

(1) / Iz,

/fl— "

-+ C.
1 +x+

1 : .
3. Encontre a area sob a curva y = — e acima do eixo oz, entre x = 2
x

ex =4.
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4. Calcule a integral / (QJUJETBde'

5. Resolva a equagao 2Inz = In(2x).

dx.

2
6. Calcule a integral /1 4x2x_ 5

7. Mostre que Inz < /z, para todo z > 0.
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6 Respostas dos exercicios propostos

(b) =2 lna(cx++33)
(@) v = ——

v V1+ 22
(e) Y =Inzx
(f) v = 3—33:52

§1n(:179—1)~|—C'

In(Inz)+C

22 —Inx+C

)
)
d) %ln(l—cos(?)x))—i-C
)
) %(m)uc
)

—2In(=1++x)+C

7. Sugestao: use o que vocé sabe sobre maximos e minimos.

Nesta aula vocé aprendeu:

e O que é o logaritmo natural.
e a fazer aplicacao da derivada da funcao logaritmica.

e a fazer aplicacao da primitiva da fungao logaritmica.
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7 Apéndice

Historia dos logaritmos

Os logaritmos surgiram como um instrumento para simplificar célculos
em que figuravam numeros muito grandes, principalmente aqueles oriun-
dos de medigoes astronomicas. As propriedades que simplificavam tais
calculos eram aquelas que transformavam multiplicagoes em adigoes e di-
visoes em subtragoes.

Muito embora a formalizagao dos logaritmos tenha sido realizada por
John Napier (1550-1617), um escocés proprietario de terras, que foi o
primeiro a publicar, em 1614, uma tabua de logaritmos, a sua esséncia, ao
que parece, foi levada em conta pelos antigos babilonios! que consideravam
uma tabela em um tablete datado aproximadamente de 1888 a.C., dada
por

Tabela 1

2|1

4

8

16
32
64

| UMY | W DN

O leitor que analisar de maneira acurada esta tabela verificard que ela
se estende obedecendo a uma regra geral, de modo que a tabela 2 a seguir
é uma extensao da tabela 1

Tabela 2
2 1

4 2

8 3
16 4
32 5
64 6
128 | 7
256 | 8
512 | 9
1024 | 10
2048 | 11
4096 | 12

! Learn from the Masters, Editors Frank Swetz, John Fauvel, Otto Bekken, Bengt
Johansson, Victor Katz, The Mathematical Association of America, 1995
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e assim, caso queiramos calcular o produto 32 x 64, basta observar que 32
corresponde ao 5 e 64 corresponde ao 6. Somam-se 5+ 6 = 11 e verifica-se
a linha correspondente ao 11, na qual figura 2048. Assim, 32 x 64 = 2048.

Este foi, essencialmente, o procedimento usado por Napier, que usa
progressoes aritméticas e progressoes geométricas, assuntos bem conheci-
dos dos matematicos do século XVI. Vejamos como proceder. Conside-
remos uma progressao aritmética comecando com 0 e com razao a > 0 e
uma progressao geométrica comecando com 1 e com razao r > 0 e vejamos
a tabela 3, a seguir,

Tabela 3

0
a
2a
3a
4a
5a
6a
Ta
8a
9a

o oo N o T | | 7

o e e - e B

em que se exibe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos das
duas colunas dada por 0 < 1,a < 7,2a < 7%,---na < r" para todo
n=0,1,2,--- Assim, as funcoes f e g definidas por
f(na) =7r" e g(r") =na
sao funcoes inversas uma da outra, de modo que
g(r")+ g(r™) = na+ma = (m+n)a = g(r"r™),
ou de maneira mais concisa

g(r) +g(y) = g(xy).

Também

ou
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Pode-se constatar, sem muita dificuldade, que todas as regras do logaritmo
se verificam, ou seja, g nada mais é do que a funcao logaritmo conhecida
com base r sendo a inversa de uma poténcia.

Somente na década de 1650 foi verificado por Isaac Newton (1642-
1727), em seu Waste Book (1664-1665), que a area abaixo da hipérbole
satisfaz as propriedades do logaritmo. Posteriormente, em 1668, Mercator
encontra o logaritmo como uma série dada por

1, 14 1,

log(1+x)—x—§x —l—gx — 4 +---

Evidentemente que o uso dos logaritmos como instrumento de calculo

esta completamente ultrapassado, dado o advento das calculadoras, com-

putadores, etc. No entanto, sua relevancia perdura em virtude da funcao

logaritmica, que se presta, em parceria com a funcao exponencial, a di-

versas aplicagoes praticas importantes. Isto ficara evidente, por exemplo,
em varias aulas sobre equacoes diferenciais.





