Aula 12

A funcao exponencial e a
funcao logaritmica

Objetivos
e Estudar a fungao exponencial.

e (Calcular a derivada e a integral da fungao exponencial.

Como vimos na aula 11, a fungao logaritmica In : (0,00) — R é injetiva
e sobrejetiva. Portanto, existe a sua funcdo inversa In™' : R — (0, 00).
Esta aula é dedicada ao estudo dessa fungao, chamada funcao exponencial.

1 A funcao exponencial

Comecemos com a seguinte defini¢ao.

Definigao 3. Definimos a fun¢ao exponencial exp : R — (0,00) como
sendo a inversa da fungao logaritmo natural In : (0,00) — R.

Como as fungoes logaritmo e exponencial sao inversas uma da outra, os
seus graficos sao simétricos com relagao a primeira bissetriz y = x, como
mostra a figura 12.1.

Listaremos as propriedades da funcao exponencial que sao, essencial-
mente, decorrentes das propriedades da funcao logaritmica.

Propriedade 1. expx > 0 para todo x € R.

Isto se segue da prépria definicao de exponencial pois, ja que In :
(0,00) — R, a imagem da exponencial é exatamente o dominio do
logaritmo que ¢é o intervalo (0, 00).
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Y
exp x y=x
/ k
0 X
Fig. 12.1

Propriedade 2. In(exp x) = x para todo = € R.
Esse fato é decorréncia da prépria definicao de funcao inversa e do
fato de exp ser a inversa de In.

Propriedade 3. exp(Inx) = z para todo = > 0.

Justifica-se essa propriedade como no caso anterior.

Propriedade 4. exp : R — (0, 00) é uma funcao crescente.

Deve-se mostrar que se u < v entdo expu < expv. Suponhamos
que u < v. Como u = In(expu) e v = In(expv), tem-se In(expu) <
In(expv) e como In é crescente concluimos que exp u < exp v.

d
Propriedade 5. d—(exp x) = expx ou exp’(r) = exp .
x

Inicialmente, observemos que se y = exp x entao Iny = x. Derivando
ambos os membros desta ultima igualdade com relagao a x, obser-
vando que y é uma funcao de x, obtemos

d
%(lny) =1

e dai

donde concluimos que
y =exp'(z) =y =expuz.

Propriedade 6. Se f(z) for uma funcao derivével, entao a funcao y =
exp f(z) é derivavel e y = f'(z) exp f(x).
Essa propriedade segue-se imediatamente da regra da cadeia.

A guisa de exemplo, a derivada da func¢do y = exp(cosx) é dada por
y' = (cosz) exp(cosz) = —senx exp(cos z).
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Propriedade 7. / exprdr =expz + C.

Esta propriedade é decorréncia do fato de que exp’xz = expx, ou
seja, exp ¢ uma primitiva dela mesma.

Propriedade 8. exp0 =1

Como a fungao exp e a func¢ao In sao inversas uma da outra, tem-se
l=explnl =exp0
Propriedade 9. exp(u+v) =expu-expuv.
E suficiente observar que
Inexp(u+v) =u+v=Inexpu+ Inexpv = In(expu - expv)
e como In é uma funcao injetiva, obtemos
exp(u +v) = expu - expv

exp u

Propriedade 10. exp(u —v) =
exp v

Observemos que
exp(u — v)expv = expl(u —v) + v] = expu

e agora dividindo-se ambos os membros da igualdade acima por exp v
obteremos a igualdade acima.

1

exp v

Propriedade 11. exp(—v) =

Esta propriedade é imediata a partir da anterior.

Propriedade 12. lirf expr = 400
Observemos que, tomando y = 2%, em que k € N, teremos Iny =
In 2%, donde Iny = kIn2 e desde que In2 > 0 tem-se que Iny — +oo
se k — +o00. Conseqiientemente y = expxr — 400 se £ — +00.

Propriedade 13. lim expx =0
Neste caso tomemos y = 27% para k € N. Dai, Iny = In27% de onde
Iny = —kIn2 e como —kIn2 — —oo deveremos ter Iny — —oco e
entao y = expx — 0.
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2 A funcao exp e o nuimero e

A partir de agora o fato de chamarmos a funcao exp de exponencial
comegcard a ser esclarecido.

Definicao 4. Definimos o nimero e como sendo aquele que satisfaz

Ine=1

O numero e estd bem definido, pois a fungao In : (0,4+00) — R é
injetora e sobrejetora. Portanto, dado o nimero 1 € R, existe um tinico
nimero positivo, que designaremos por e, tal que Ine = 1.

Propriedade 14. expx = e” para todo x € R.

Comecemos observando que a propriedade é véalida para x = 1. De
fato,
e =exp(lne) = exp 1.

Por inducao, mostraremos que a propriedade se verifica para todo
n € N. Para n = 1 isto foi exatamente o que acabou de ser demons-
trado. Suponhamos que

e" =expn, paran € N.
Assim exp(n+1) =exp n-expl =e"-e! = " 0 que mostra que
a propriedade é véalida para n + 1 e, conseqiientemente, valida para
todon € N

Se n for inteiro positivo, teremos
exp(0) = 1 = exp(n + (—n)) = exp(n) - exp(—n)

e assim

1
exp(—n) = po— ==

m -, o

Suponhamos que r = — em que m e n sao nimeros inteiros e n # 0.
n

Dai,

m 1 1
expr:exp<5):exp 54_..._1_; =

S/

m—Vezes

oo () o () =

em que usamos o fato de que exp (%) — en. Mostremos este fato:
1

Seja y = exp (%), ou seja, Iny = - o que implica nlny = 1 e dai

Iny” = 1 = Ine e pela injetividade da funcao In tem-se y" = e e
~ 1

entao y = exp (1) =en.

n

3=
3=
I3

cen =e
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Desse modo temos
expr =e€’,

para todo r € Q. Assim, é natural definir a poténcia e, para qualquer
nimero real z, como feito a seguir.

Definicao 5. Dado qualquer nimero x € R, define-se

e’ =expuz.

De agora em diante trabalharemos com a funcao exponencial apresen-
tando-a mais na forma y = e* do que na forma y = exp x.

Cabem algumas observagoes sobre o niimero e, que é a base do sistema
de logaritmos naturais.

O nuimero e é um nimero irracional, ou seja, ele nao pode ser escrito na
-~ D .
forma de uma fragao =, em que p, ¢ € Z, com q # 0, e seu valor aproximado

é 2,71828182845.... Na verdade, e é um numero transcendente, isto é, ele
nao ¢ raiz de nenhum polinomio da forma

P(z) = ap2™ + ap 12"t + -+ ayx + ag, a, #0

em que os coeficientes ag, ay, ..., a, sejam inteiros. Os numeros que nao
sao transcendentes sao chamados algébricos.

Deve-se ressaltar que todo ntimero racional ]2, p,q € Z, com q # 0, é
q

algébrico. Basta observar que P ¢ raiz do polinomio de grau 1
q

P(z) = qz — p.

No entanto, existem nimeros irracionais que sao algébricos, como é o caso
de V2, que é raiz do polinomio P(x) = x* — 2. Para mais informagoes
sobre tais classes de ntimeros, o leitor pode consultar D.G. de Figueiredo®

Uma maneira de calcular e¢* é por meio de uma entidade matemaética
chamada série numérica que é, grosso modo, uma soma com uma in-
finidade de parcelas. Detalhes sobre estas séries serao vistas nas aulas
referentes a Andlise. Apenas como uma informagao adicional observemos
que e pode ser escrita como

sendo que uma boa aproximacao para e€”, qualquer que seja x € R, é dada

por

T x? "

e e

1' 2' m, n:1,2,...

'Djairo G. de Figueiredo, Niimeros Irracionais e Transcendentes, colecio Iniciacao
Cientifica, Sociedade Brasileira de Matemaética, 2002.
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de sorte que quanto maior o valor de n melhor serd a aproximacao obtida.

Deve-se enfatizar que as funcoes exponencial e logaritmica sao aplica-
veis em varios problemas oriundos nao s6 da Matematica como também
do mundo fisico.

Uma classe desses problemas esté relacionada com os chamados cresci-
mento ou decaimento exponencial. Tornemos isso mais preciso.

Suponhamos que y = y(t) represente o valor de uma certa quanti-
dade, no tempo ¢, cujo crescimento ou decrescimento seja expresso pela
igualdade

dy

i
em que k é uma certa constante nao-nula. Tal expressao traduz o fato de
que a taxa de variagao (derivada) da quantidade y é proporcional ao valor
de y em cada instante .

ky,

Facamos ¢(t) = e calculemos sua derivada, usando a regra do

ekt
quociente:
dg ekt% — ykeM  eFtly — ykekt

o2kt o2kt
qualquer que seja t em um certo intervalo, normalmente (0, +oc). Por-
tanto, ¢g(t) deve ser constante, de modo que

para alguma constante C' e para todo t > 0, ou seja,

y(t) = CeM.

Suponhamos que no fendmeno que estejamos a estudar, conheca-se o valor
de y em ¢t = 0, digamos y(0) = yo. Assim, podemos determinar o valor de
C:

Yo = y(0) = Ce*? = C

e entao
y(t) = yoe™.

Se k > 0, diz-se que y cresce exponencialmente e, se £k < 0, diz-se
que y decresce exponencialmente. Esse tipo de problema sera estudado
detalhadamente nas aulas referentes as equacoes diferenciais.

Nos exercicios resolvidos mostraremos varias propriedades importantes
das fungoes exponencial e logaritmica e que o leitor deve estudar com
cuidado.

Um problema importante em Biologia, que ja foi citado an passant, é
o do crescimento populacional de bactérias. Designemos por N = N(t) o
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nimero de bactérias em uma certa colonia de um experimento cientifico.
Um modelo razoavel para descrever tal fenomeno, caso nao haja inibigao
ao crescimento das bactérias, é o descrito pela relagao

dN
— =kN
dt ’

dN
em que o ¢é a derivada de N, que representa a taxa de crescimento po-

pulacional, e £ é uma constante positiva, sendo que esta ultima relagao é o
que chamamos de equagao diferencial, a qual expressa o fato de que a taxa
de crescimento da cultura de bactérias, em cada instante ¢, é proporcional
a quantidade de bactérias neste mesmo instante.

Reescrevamos tal equacao diferencial na forma

N'(t) _
N(t)
e observemos que pr In(N(t)) = ]]\\[[/((f)) , OU seja,
d
p In(N(t)) =k

o que nos diz que In N (t) é uma primitiva da fungao constante k, isto é,
InN(t) = /kdt—i—C
Portanto,

InN(t) =kt +C

e usando o fato conhecido de que as fungoes logaritmica e exponencial sao
inversas uma da outra, teremos

N(t) — ek:t-i—c — C. ekt
e chamando e® = A, obtemos

N(t) = AeM

dN
que é a chamada solugao geral da equacao diferencial T kN, e diz

entao que a populacao de bactérias possui crescimento exponencial.

Admitindo que saibamos calcular o nimero de bactérias no inicio do
experimento, isto é, n(0) = Ny é um valor conhecido, obteremos N (0) =
Ae? = A= N,. Dai,

N(t) = Nye*.

Vejamos uma situacao concreta.
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Suponhamos que em um experimento cientifico um pesquisador dispoe
de uma colonia de bactérias para ser observada. Admitamos que no dia
1 de abril existam 1 milhao de bactérias e no dia 1 de maio elas tenham
crescido e atingido a marca de 7,5 milhoes. Observemos que a funcao que
rege tal fenomeno é N () = Nye*. Considerando ¢ = 0 no dia 1 de abril,
teremos

N(0) = 1000000 = N,
e dai
N(t) = 10%eM.

Como calcular k7 Ora, N(30) = 75-10°, e dai N(30) = 10%e*3°, donde se
conclui que

In7,5
30

k:

=0,0672.

Assim
N(t) o~ 106 . 6070672t.

Quando a colonia de bactérias atingiria a formiddvel marca de 10° elemen-

tos? Simples:
109 o 106 . 60’0672t

e dai
In 1000
0,0672

Essa marca sera alcancada no dia 11 de julho.

1%

t

= 102, 8 dias.

3 A funcao exponencial de base a

Observe que, muito embora a funcao e tenha sido introduzida no

. /1 - V3 . -
ensino médio, expressoes como mV¥ ou /2", entre outras, ainda nao
foram rigorosamente definidas. Ora, como ja sabemos calcular e*, para
qualquer valor real de x, a defini¢ao seguinte devera soar bastante natural.

Definicao 6. Dado qualquer ntimero real a > 0,a # 1, define-se a fungao
exponencial de base a por

am — emlna.

Essa funcao, como era de esperar, herda todas as propriedades da
funcao exp x = e”. Facamos alguns casos, a guisa de exemplo.

CLO — exlna — 60 — 1,

CLl — el-lna — elna =a,

pois, como ja foi observado, as fungoes exponencial e logaritmica sao in-
versas uma da outra.
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a*t =a" - a.
Esta propriedade segue-se dos célculos a seguir:

zlna+ylna zlna zlna T

a*ty = elrty)na — =e e =a"-ad.

=e
Estabeleceremos, em seguida, um teorema que nos fornecera uma pro-
priedade basica da fungao a”.

Teorema 18. Seja a um nimero positivo e sejam x e y numeros reais
arbitrarios. Entao
(a®)¥ = a™.
Demonstracao. Usando a definicao de exponencial, tem-se

(ex)y — eylne” — V% — e:cy’

e assim a propriedade é vélida para a = e. Portanto,

(ax)y — <6$1na)y — ezylna — a™.

o que completa a demonstracao. O

Vejamos outras propriedades da funcao a®. Comecemos com a sua
derivada.

d
Propriedade 15. —(a”) = a”lna.

dx
De fato, considerando que a® = e*"? podemos usar a regra da
cadeta, para obter
d d

T rlna T
—(a") = —(xlna)e =a”Ina.
o-(a") = —(zlna)
Decorre dai que, se a > 1, entao a® é crescente e, se 0 < a < 1, tal
funcao é decrescente.

Propriedade 16. Se a > 1, entao lir}rl a® = 4o00.

Com efeito, a® = €*"? e sendo a > 1, segue-se que Ina > 0 e
assim xlna — +o00 se x — 400, o que implica que €% — 400,
mostrando a propriedade.

Propriedade 17. Se 0 < a < 1, entao lim a® = 0.

T—-+00

Realmente, a® = e ¢ como 0 < a < 1 tem-se que Ina < 0 e daf

xlna — —oo se x — +o00, donde se conclui que e*™¢ — 0.

De maneira analoga mostram-se as duas propriedades seguintes.

Propriedade 18. Se a > 1, entao lim = 0.

r——00
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Propriedade 19. Se 0 < a <1 entao lim = +oo.

T——0Q
Destas propriedades, segue-se que a funcao exponencial a”, definida
em x € R, é injetora e sobrejetora tendo como imagem o intervalo
(0, +00), de modo que seus graficos, conforme sejam 0 < a < 1 ou
a > 1 estao esbogados nas figuras 12.2(a) e 12.2(b) dadas a seguir.

a’ com 0<a-<l a* com a-1

Y Y

\ /

S~ g

0 X 0 by

Fig. 12.2(a) Fig. 12.2(b)

Observemos que

(ax)/ —Ina- e:tlna

(CLZ)// — (ln a)2 . e:plna >0

que foram usadas para tracar os graficos representados nas figuras 12.2(a)
e 12.2(b).

4 A funcao logaritmica de base a

Até agora estudamos a funcao logaritmica In, definida como sendo a
inversa da funcao exponencial de base e. Introduziremos agora outras
funcoes logaritmicas que sao definidas como inversas de fungoes exponen-
ciais de outras bases.

Definigao 7. Seja a > 0, a # 1. Define-se a fun¢ao logaritmica de base a,
log, : (0,4+00) — R, como sendo a inversa da fungao

R — (0,+00)

T a®,

Portanto, temos que y = log, = se, e somente se, x = a¥. Dali, segue-se
que Ina? = Inz se, e somente se, ylna = Inx, donde

Inz
Y= na
na
o que nos fornece
Inx
log, x = —

Ina
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Resulta, também, da definicao que

a'%® =z e log,(a") = z.
Como exercicio, prove as seguintes propriedades:

(i) log,1=0;
(ii) log,a = 1;

)
)
(iii) log,(uv) = log, u + log, v;
(iv) log, (%) = log, u — log, v;
(v) log, (3) = —log, v;

)

(vi) log,(u") = rlog, u

Estas propriedades decorrem daquelas mostradas para o logaritmo na-
tural.

5 Exercicios resolvidos

1. Mostre que
x

e’ = lim (1+—) .
n—-+4oo n
Solugao. Escreva
x

= (1+7)

t
de onde

In f(t) =tln (1—1—%) = {ln(l—k%)—lnl] .

z
t

Fixado z teremos que ¢ — +o0o implica ¥ — 0 e observe que

In(l14+2x/t) —In1l

t

¢é o quociente de Newton da funcao In no ponto 1 em que o acréscimo
h = % tende a zero quando t — +o00. Assim,

In(1 —Inl
lim In f(t) =z lim n(l+ zit) 2. In'(1) = .
t——+o0 t——+o00 7

Desse modo,
Inf(t) -z se t — 400
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e assim
eMFO e se t — 400,
ou seja,
f(t) — € se t — 400
Conseqlientemente,

t
e’ = lim (14—%) )

t——+o0

Fazendo x = 1 temos uma maneira de calcular aproximacoes para o

numero e:
1\
e = lim (1 + —> .
t——+o00 t

/ a®dx

em que a é um numero real positivo e diferente de 1.

2. Calcule a integral

Solucao. Sabemos que

d
%(am) =a"lna

e dai 41
a® = —(—a").
das<lna )
Segue-se que l—ax é uma primitiva de a”. Portanto,
na

1
/af”dx = l—ax + C.

na

3. Calcule a integral / rlnzdz.

Solugao. Usaremos a férmula de integragao por partes, introduzida

na aula 10, ou seja,
/udv = uv — /vdu.
72

1
Chamemos © = Inx e dv = xzdx para obter du = —dr e v = ol
x
donde
1

2 21 1
/xlnxdx:%lnx—/%gdx:§x21n$—1$+0.
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Calcule a integral / In zdx.

Solugdo. Fagamos u = Inx e dv = dx e usemos a férmula da inte-

. 1
gragao por partes. Assim, du = de e v = x, o que nos fornece

/lnxdm:xlnx—/lxdm:xlnx—m+0.
x

Encontre a equacao da reta tangente ao grafico da funcao y = Inx
no ponto (1,0).

Solugao. A inclinagao da reta tangente ao grafico da fungao y = Inx

em um ponto de abscissa z > 0 é dada por d_y = —. Fazendo z = 1,
A

= 1 e dal a reta tangente solicitada no

z=1

‘ ( T > x+1
lim )
z—+oo \ T + 1

Solucao. Observemos que

. " z+1 ' T+ 1-1 z+1
lim = lm {—
z—+oo \ T + 1 T—-+00 T+ 1

Lo dy
teremos a inclinagao ——
dz

problema é y = x — 1.

Calcule o limite

Exercicios propostos

2

. Calcule / 1 dz.

rlnz
. Mostre que
. TN\™ _
lim (1——) =e "
n—-400 n
Encontre todas as fungdes f(x) que satisfazem a igualdade f'(z) =

f(@).
Encontre a drea da regiao plana limitada pelos graficos das fungoes

=22y = % e pela reta vertical x = 5

Mostre que a reta tangente ao gréafico de y = Inx, passando pelo
ponto de abscissa e passa pela origem.
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6. Encontre a area da regiao limitada pelo eixo ox, a reta z = e e o
grafico de y = Inx.

Fig. 12.3

7. Calcule a derivada de cada uma das fungoes abaixo:
(a) 28" (b) 10°° (c) 10°z1°.

8. Calcule as derivadas das funcoes abaixo:

(a) y=¢

(b) y =evx
(c) y=e3
(d) y: COSI
(e) y = el
) y=%

(g> y = 3S€Hac
(h) y: OCCCOS$
(i) y=a*
(G) y=¢e*

9. Esboce o grifico da funcao y = el®.
10. Esboce o grafico da funcio y = e*** em que k é uma constante.
11. Esboce o gréafico da funcéo y = el®**,

12. Determine a reta normal ao grafico da funcao y = ¢** quando z = 1.

13. Mostre que as fungoes y;(z) = €%, ya(z) = €** e y3(z) = Ae” + Be*
satisfazem a igualdade

y" — 3y + 2y = 0.
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Respostas dos exercicios propostos

. In2
€T n
Sugestao: Verifique inicialmente que e* = lim (1 + —) . A seguir,
n——oo n
X n
no limite lim (1 — —> = e ¥, faca a mudanca de variavel u = —n.
n—-+00 n
f(z) = Ae® em que A é uma constante.

In2 — 1
24

1
A equacao da reta procurada é y = —x
e

(a) 8 +8%zlnz (b) 2-102In(10) (c) 10°2%Inz + 10 - 1072?

(a) y = 5¢e

(b) o' = 2\6/5

(c) ¥ = %65

(d) ¢ = —e“"senx
av-{ 2%
(f) y' = —636(9;3_ 2

(g) ¥ =In3(3°"" cosx)

(h) ¢ =10"“*"(cosz — zsenz)In 10
® 1
(i) ¥y =% ¢€” <1nm + —)
x

G) ¥ =e*2"Inx
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Fig. 12.4

10.

0
Fig. 12.5
11.
ek
0
Fig. 12.6
12 ! (x—1)+
= ——(x — e
Y 2e

13. Basta mostrar que a funcao y; e suas primeira e segunda derivadas
satisfazem o} — 3y} + 2y; = 0 fazendo substituigao de yi, y; e yf
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nessa férmula. O mesmo deve ser feito para ys e ys.

Nesta aula vocé aprendeu:

e a definicao e as propriedades da funcao exponencial.

e a calcular a derivada e a integral da fungao exponencial.

265
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8 Apéndice

Como construir uma tabua de logaritmos

Este Apéndice é baseado, parcialmente, em um artigo do Prof. Geraldo
Avila?

Como vimos na Defini¢cao 7/desta aula, dado um ntimero positivo a # 1,
o logaritmo de um numero positivo x, na base a, é dado por

Inx
log, x = —
Ina

e a fungao log, : (0,+00) — R é a inversa da fungao exponencial

R — (0,+400)

r — a*.

Antes do advento e popularizacao das calculadoras eletronicas, os valo-
res dos logaritmos vinham listados em tabelas incluidas nos textos utiliza-
dos no Curso Cientifico, um dos precursores do atual ensino médio. Veja o
livro de Bezerra®, bastante popular hé algumas décadas, que contém uma
tabua de logaritmos.

Como, entao, tais tabuas eram construidas?

Os logaritmos que mais se popularizaram foram os decimais, que sao
aqueles calculados na base 10. Tais logaritmos, foram introduzidos por
Henry Briggs (1561-1631), e por isso sao também chamados logaritmos de
Briggs, tiveram sua tabua publicada pela primeira vez em 1617 e, depois,
em uma versao mais ampliada, em 1624.

Comecemos lembrando o que vem a ser o logaritmo de um nimero na
base 10:

O logaritmo de um ntimero N na base 10, designado por
log,y N, é o expoente r a que se deve elevar 10 a fim de obter
N, isto é, N = 10".

De agora em diante designaremos o logaritmo na base 10 simplesmente
por log. Observemos, inicialmente, que qualquer niimero positivo pode ser
escrito na forma de uma poténcia de 10 vezes um ntimero « pertencente
ao intervalo [0, 10). Por exemplo,

17749 = 1,7749 x 10*
0,00031 = 3,1x107*

2Geraldo Avila, Como se Constréi uma Téabua de Logaritmos, Revista do Professor
de Matemadtica 26(1994)1-7.

3Manoel Jairo Bezerra, Curso de Matemética, Companhia Editora Nacional, Sdo
Paulo, 1970.
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Portanto, é suficiente conhecer os logaritmos dos nimeros do intervalo
(1,10). Tais logaritmos sao chamados mantissas. Se quisermos calcular
log 17749, basta saber o valor de log 1, 7749 pois

log 17749 = log(1, 7749 x 10%) = log 1, 7749 + log 10* = log 1, 7749 + 4.

Briggs procedeu da seguinte maneira. Inicialmente ele extraiu a raiz
quadrada de 10, seguida das extragoes sucessivas das raizes quadradas dos
resultados obtidos em cada extracao. Isto é equivalente a calcular

10z, 101, 10s, 10%, ...
Assim, )
102 = 3,1622 = log3,1622 = 0, 5;
101 = 1,7783 = log1,7783 = 0,25;
108 = 1,3352 = log1,3352 =0, 125.

Prosseguindo desta maneira ele obtinha uma tabela na qual estava incluida
a seguinte tabelinha:

x log x
1012 = 3,16228 | 0,50000
1014 =1,77828 | 0,25000
108 =1,33352 | 0,12500
101716 =1,15478 | 0,06250
10132 = 1,07461 | 0,03125
101764 =1,03663 | 0,01563
101712 = 1,01815 | 0,00781
101/ =1,00904 | 0,00391






