Aula 13

Aplicacoes da integral

Objetivos

e Utilizar a integral definida para calcular area, comprimento de arcos,
volume de solidos de revolucao e trabalho mecanico.

Iniciamos a aula 9, dedicada a integracao, motivando o conceito de in-
tegral definida, a chamada integral de Riemann, por intermédio do célculo
de areas. Mais precisamente, se tivéssemos que calcular a area da regiao
R esbocada na figura 13.1, a seguir,

Fig. 13.1

limitada lateralmente pelas retas verticais © = a e x = b, inferiormente
pelo segmento [a, b], contido no eixo ox e superiormente pelo grafico da
fungao y = f(x), fatidvamos tal regidao em finissimos retangulos e, & me-
dida que suas bases se tornassem cada vez menores a area total desses
retangulos ficariam cada vez mais proxima da area de R. Veja figura 13.2.
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Fig. 13.2

Esse procedimento, extremamente til, se aplica nao somente em proble-
mas geométricos mas também em problemas fisicos. Esta aula e a seguinte
serao dedicadas a essas aplicagoes. Comecemos relembrando o estudo das
areas.

1 Calculo de areas

Nesta secao estudaremo o cédlculo de area de regidoes do plano que
sao associadas a graficos de funcoes. Analisaremos duas situacoes: areas
abaixo de graficos de fungoes e areas entre gréaficos de fungoes.

Area abaixo de grafico

Suponhamos que se queira calcular a area da regiao R descrita ante-
riormente, muitas vezes chamada de drea abaixo do grdfico da fungao, e
que a funcdo y = f(x) seja positiva, para todo = € [a,b]. Subdividindo o
intervalo [a, b] em subintervalos da forma

Aa=Tg< T <Xy < ---<x,=b

(lembremos das partigoes introduzidas na aula 9) e escolhendo pontos
arbitrarios & pertencentes aos intervalos [z;_1,x;], temos que a drea de
cada retangulo R;, como na figura 13.3,
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e

\4

Fig. 13.3

é dada por

em que Ax; = x; — r;_1, de modo que a soma total das areas de todos os
retangulos R; é
N

> f(&)A;.

i=1

Essa é uma aproximagao da area R que se quer calcular. Designemos por

P={a=zy<z1<12<...<20 =0}

| P|| = max Az;.

1<i<n

Observemos que

[Pll—0

N
lim Zf(&)Axi

fornece a drea de R que é exatamente a integral definida de y = f(z) no
intervalo [a, b]. Assim, designando a drea de R por A(R), teremos

A(R) = / f(w)de. (13.1)

De posse da expressao em (13.1) estudaremos varios casos.

Exemplo 116. Calculemos a area da regiao R compreendida entre as
retas x = 1, z = 2, 0 eixo oz e o grafico da funcao y = 2%. Essa regiao é
mostrada na figura 13.4.
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Fig. 13.4

A area da regiao procurada é
2

A(R):/IZxQda:: {%311:2

Exemplo 117. Calculemos a area da regiao compreendida entre o eixo
oz e o grafico da fungao f : [0,7] — R definida por f(z) = senx.

Queremos calcular a area da regiao mostrada na figura 13.5.

y =senx
0 o
Fig. 13.5
A area dessa regiao é dada por
™
/ senz dr = [cosz]; = —cosT + cos 0 = 2.
0

Area entre graficos

Suponhamos que se queira calcular a area da regiao R limitada pelos
graficos das fungoes y = f(z) e y = g(x), para a < z < b, em que
f(z) > g(x) > 0, para todo = € [a, b], conforme figura 13.6.
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Fig. 13.6

b b
Assim, a drea A(R) de R é calculada por A(R) = / f(x)dx—/ g(x)dz,

ou seja,

AR = [ 17(e) - gla)lds (13.2)

No presente exemplo, supusemos que ambas as fungoes assumiam ape-
nas valores positivos. No entanto, a expressao em (13.2) continua vélida
mesmo no caso em que as fungoes atinjam valores negativos. Consideremos
a situagao como a esbogada na figura 13.7.

o

a b
R,
g

Fig. 13.7

Neste caso, a regido R = Ry U Ry e A(R) = A(Ry) + A(Ry). A area
A(Ry) é calculada por

b
AR = [ fayis

enquanto ,
A(Ry) = —/ g(x)dx

em que a presenca do sinal — na expressao acima se deve ao fato de que
g(x) é negativa em |a, b]. Portanto

aw) = [ e+ (= [ o) = [ 176 - ooar
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Mesmo que tenhamos a ocorréncia de graficos como os representados na
figura 13.8, a expressao em (13.2)) continua valida.

y 3

Fig. 13.8

Nesse caso temos R = R{URyUR3. Assim, A(R) = A(Ry)+A(Rs)+A(R3).
Logo

Ay = [ (@) = gl + [ o)~ fde+ [ 1) ~ gl

Exemplo 118. Calculemos a area da regiao R sob a reta y = x+2, acima
da pardbola y = 22 e entre o eixo oy e a reta x = 2, conforme figura 13.9.

A

v

Fig. 13.9

Nesse caso,

2 2 372
10

A(R) = 29— adr = | = yor— L ==,

(R) /0(9(:+ 22)da [2+x 3]0 =

Exemplo 119. Encontremos a area da regiao limitada pela retas y =
2x — 4 e pela parabola y? = 4x.

Vejamos a figura 13.10.
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Fig. 13.10

e observemos que na relacao y? = 4z y nao é funcao de x, mas z ¢é funcao
de y. Assim, podemos escrever

2
Y Y
= — ==+2
x 1 e x 2+

de modo que os valores de y correspondentes aos pontos de intersecao da
reta e da parabola sao determinados pelas raizes da equacgao

y* —2y —8=0,

o que nos fornece as solugoes y = —2 e y = 4. Dessa maneira,

4 y y2 y2 yz 4

2 Integrais improprias

Para termos uma idéia inicial do que iremos desenvolver, comecemos
com um exemplo.

1
Exemplo 120. Consideremos a funcio f(z) = — cujo grafico estd esbo-
x

¢ado na figura 13.11, a seguir.
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Fig. 13.11

Sabe-se que, caso queiramos determinar a area da regiao abaixo do grafico
de tal funcao, entre os valores 0 < a < b < 400, conforme mostrado na

b
figura 13.12(a), basta calcularmos a integral / f(z)dz.

A A

\ 4
A

Fig. 13.12(a) Fig. 13.12(b)

Sejamos um pouco mais ambiciosos e suponhamos que queiramos calcular
a area de toda a regiao abaixo da curva, acima do eixo ox e para a <
x < 400, conforme mostra a figura 13.12(b). Observemos que a regiao

nao é limitada para valores de x > a. Para realizarmos tal objetivo,
b

calcularemos a integral [ f(z)dz e depois faremos b tender para +oo.

O resultado obtido nesse limite ¢ chamado integral tmpropria de primeira
+oo

espécie e serd designada por (x)dx. Assim,

i f(x)de = bkinoo ) de = —bk?oo {;L = — lim {— — —} =

Isso mostra que podemos trabalhar com regioes nao-limitadas, mas que

possuem areas finitas. Quando isto acontece dizemos que a integral im-
+00

propria (x)dx converge.
a

Vejamos um outro exemplo.
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Exemplo 121. Consideremos a funcao f(x) = —= , para valores positivos
T

de z, cujo grafico esta esbogado na figura 13.13.

A

\4

Fig. 13.13

A area da regiao abaixo do seu grafico, acima do eixo ox, entre os pontos

b
1
0<a<b<+ooédadapor/ —dx.
o VT

7

A

\4

Fig. 13.14

No entanto, caso desejemos calcular a drea da regiao limitada pelos graficos
de f(x) = T e pelas retas y = 0, + = 0 e x = b, devemos nos valer,
x

mutatis mutandis, das mesmas idéias desenvolvidas no exemplo anterior.
No caso em tela, procedamos da seguinte maneira: calcularemos a integral

b
/ Tdac e depois faremos a — 07 e assim teremos a integral imprépria
x
a

b
1
de sequnda espécie/ —dx.
o VT
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\4

Fig. 13.15

Portanto,

b 1 b 1
7%=t [ e =l v = 2 i [V - 8] = o

b
e, como no exemplo precedente, diz-se que a integral impropria / Tda:
0 VT

é convergente.

Mais formalmente, seja y = f(x) uma fun¢ao continua em cada in-
tervalo da forma [a, M], em que a € R é um ndimero fixado e M > a.
Em virtude da continuidade de f em cada intervalo [a, M| tem-se que

M
/ f(z)dx existe. Suponhamos que

M
Mli{rkloo /a f(l’)dl’

exista. Define-se entao tal limite como sendo a integral impropria de
primeira espécie da funcao f em [a, +00) e escreve-se

" )z = lm / I

a M —+o00

Se esse for o caso, diz-se que a integral impropria é convergente. Caso
contrario, diz-se que a integral impropria é divergente. No exemplo 120 a
integral imprépria converge.

Pode-se também definir integrais improprias da forma

/_boo fz)dx = Mlin_loo/]\:f(x)dx
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na qual a funcdo f é continua em cada intervalo da forma [M,b] em que
b é um numero real fixado e M < b.

Temos integrais da forma

+o0 M

f(x)de = lim f(x)dx
00 M= oo JN

N — —oo

em que M e N sao numeros reais satisfazendo N < M e a funcao f é
integravel em cada intervalo [N, M]. A expressao

M

deve ser entendida como segue

M M
[ st g ([ s)
N — —o0

Exemplo 122. Calculemos a integral impropia

+00 4
—d
/_oo i

Esta integral é igual a area mostrada na figura 13.16.

1

J’*———4
T 4+x2

0

A\ 4

Fig. 13.16

Pelo que ja foi dito temos

“+o0 M
4 4
/ dr = lim / ——dx
oo A+ 22 M= too Jy 1422

N — —oo

1 1
= lim —2arctan [ =N | +2 arctan | = M
M — +oo 2 2

N — —oo

= lim lim —2 arctan 1 N ) 4+ 2 arctan 1 M
N——oco \ M—+oco 2 2

= 2.
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Consideremos uma outra situacao. Seja f uma funcao continua em
cada intervalo da forma [a + €,b] em que a < b sdo nimeros reais fixados
e € > 0 é qualquer ntmero real tal que a + € < b. Assim, a integral

b

f(z)dz

existe. Caso o limite

lim ’ f(z)dz

e—0t a+te

exista, diremos que ela é uma integral impropria de sequnda espécie e
escreve-se
b b
f(z)dz = lim f(z)dx
a e—=0% Jote
E claro que se f for continua em [a,b] a integral imprépria coincide com
a integral de Riemann usual.

Evidentemente outras situagoes poderao ocorrer. Suponhamos, por
exemplo, que uma certa fungdo y = f(z) seja continua em qualquer inter-
valo da forma [a,b — €] em que a < b sdo nimeros reais fixados e € > 0 é
qualquer real tal que a < b —e. A integral

b—e

f(z)dx

a
sempre existe, qualquer que seja o valor de € como acima. Se

b—e

lim f(z)dz

e—0t a
existir, ele serd também chamado de integral impropria de segunda espécie

e designada por / f(z)dz para a qual sdo vilidas todas as observagoes
feitas anteriormente para a outra integral impropria.

Deve-se observar que a hipétese de que f seja continua foi imposta a fim
de garantirmos a integrabilidade de f nos intervalos fechados e limitados.
No entanto, tal hipotese pode ser substituida por integrabilidade.

3 Comprimento de arco

Inicialmente observemos que as aplicagoes da integral consistem em
aproximar entidades, digamos, curvilineas, por outras que sejam lineares.
Tratemos, no presente caso, do comprimento de curvas. Suponhamos que
tenhamos o problema de calcular o comprimento da curva representada
pelo grafico da fungao derivavel y = f(z), no intervalo [a, b], como descrita
na figura 13.17, a seguir.
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a-Xo X1 X2 ... Xn1 b-xu

Fig. 13.17

O comprimento do arco do ponto Py ao ponto P, é aproximado pelo
comprimento da poligonal FyP; ... P, cujo comprimento sera designado
por L,. Assim,

Ly = PP+ PP+ Py 1P,

As componentes do ponto P;_; sdo dadas por Py_1 = (xg_1, f(2r-1))
e os de P, = (xy, f(z1)), de modo que

Pi1 Py =/ (xr — 2i1)? + (f () — flaror))?

Usando o teorema do valor médio, vide aula 6, a funcao f, no intervalo
()1, xx], encontra-se & € (xg_1,x) tal que

fle) = flar-1) = f/(&) (2 — 21-1)

e designando por Az = xp — x5_1, teremos

PPy = /(Azp)? + [£/(&)]12(Axx)2 = /1 + [f'(&)]2Azy,

de modo que

L= VIF@PAn.

Fazendo a norma da particao
P={rxg=a<z1 <2< ...771 <2, =0}

tender a zero, obtém-se

= lim Z\/ [f (&) P Axy = / V1+[f'(2)]?d.

[Pll—0

e, portanto, temos
b
= / V14 [f(x)]2d.

Essa ¢é a formula para o calculo do comprimento do arco descrito por uma
curva representada pelo grafico da funcao y = f(x) entre z = a e x = b.



282 Célculo - aula 13 UFPA

Exemplo 123. Encontremos o comprimento da curva dada pela equagao
3
f(x) = 222 para z entre 0 e 1.
Observemos que f é derivdvel e f'(z) = 3. Assim, o comprimento L
requerido é

zﬁiéxﬁ:}¢wzlu1+@hm=[41+@ﬂ1=§[ﬁ-4]

4 Volume de sdélidos de revolugao

Seja y = f(2) uma fungao continua e positiva definida em um intervalo
fechado [a, b], conforme figura 13.18.

Fig. 13-18

Fagamos uma revolugao completa da regiao R definida por
R={(z,y);a<a<be0<y< flx)}
Veja figura 13.19. Esse sélido é chamado de sdlido de revolugao.

A

Fig. 13-19
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Nosso objetivo é determinar o volume desse sélido, por meio de uma inte-
gragao. Intuitivamente, o processo consiste em fatiar o referido sélido em
fatias finissimas de tal maneira que elas se aproximem de um cilindro. Para
isto consideraremos uma particao P = {a = xg < 1 < 29 < -+ < x, = b}
em que a fatia determinada por [xy_1, x|, conforme figura 13-20,

Fig. 13-20

possui volume aproximadamente igual a

T [F(&)) Axy,

em que & é um ponto do intervalo [x;_1,x|. Desse modo, o volume total
aproximado é

n

> w[f (&) Ay,

k=1

Fazendo, como nos casos anteriores, o maior comprimento Az; tender a
zero, obtém-se o volume V' do sélido de revolugao como sendo

V= w/ab [f(x)]? dz.

Exemplo 124. Calculemos o volume do sélido obtido pela rotagao, em
torno do eixo x, de todos os pares (z,y) taisque 0 <z <4e0 <y < /x.

O sélido em questao esta mostrado na figura 13.21.
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Fig. 13.21

O volume desse sélido é dado por

5 Trabalho mecanico

Desde os cursos elementares de Fisica que conhecemos o conceito de
trabalho mecanico realizado por uma forga constante. Mais precisamente,
suponhamos que se tenha uma forca constante F' deslocando um certo
corpo ao longo de uma trajetéria retilinea, desde o ponto A até o ponto
B, conforme mostra a figura 13.22, e seja d a distancia entre tais pontos.

F

\

d

Fig. 13.22

Define-se o trabalho mecdinico da forca F', designado por WX (F), para
deslocar o corpo do ponto A ao ponto B como sendo

WEF)=F-d.

No entanto, nem sempre acontece de as forcas envolvidas nos fenomenos
fisicos serem constantes. E o que ocorre com as forcas gravitacionais,
elétricas, magnéticas, etc. Em virtude disso, faz-se necessario definir pre-
cisamente o trabalho mecanico quando as forgas envolvidas forem variaveis.
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Restringiremos a nossa anélise ao caso em que a trajetéria é retilinea pois,
caso contrario, teremos de lidar com integrais de linha, o que foge ao es-
copo destas aulas.

Suponhamos que estejamos a deslocar um corpo ao longo de um eixo,
por meio de uma for¢a F'(x), em que z designa a posi¢ao do corpo com
relacao a origem O do eixo que estamos a considerar, que desloca o corpo
desde o ponto a até o ponto b, de acordo com o mostrado na figura 13.23.

F(x)

0 a x b

Y
Y

Fig. 13.23

Como a forga F'(z) depende da posi¢ao = em que o corpo se encontra,
nao podemos usar a definicdo supracitada para calcular o trabalho rea-
lizado por F'(x) no percurso de a até b. No entanto, podemos nos valer
de uma aproximacao que nos levara ao conceito de integral. Com efeito,
subdividamos o percurso total [a, b] em pequenos percursos [z;_1, ;] dados
por

A=To<T1 <Xy <3< < Tp1<x,=02"

e al o leitor ja deve ter percebido que construimos uma particao do inter-
valo [a,b]. Evidentemente, mesmo que cada subintervalo [z; 1, x;] tenha
comprimento bem pequeno, a forga F'(x) terd uma varia¢ao nesse percurso.
Contudo, se escolhermos um ponto qualquer & € [x;_1, ;] e fizermos

WQ_I(F(&)) = F(fz)(% - xi—1) = F(&)Aﬂﬁi

teremos uma aproximacao para o trabalho realizado pela for¢ca F no in-
tervalo [z;_1,x;]. Ora, caso queiramos uma aproximacao para o trabalho
total no percurso [a, b], devemos somar todas as parcelas como as acima,

para obter
n

n
S OWE(F(&) =D F(&)Ax:,
i=1 i=1

Essa expressao é exatamente uma soma de Riemann da funcao F' com
respeito a particdo P = {a =29 <21 <13 <23 < -+ < xp_1 < T, = b}.
Designando por ||P| a norma desta partigao, para obter o valor exato do
trabalho no intervalo [a, b], devemos tomar o limite da soma de Riemann
quando a norma da particao tender a zero. Mas isto é precisamente a
integral de Riemann da func¢do F' no intervalo [a,b]. Entdo o trabalho
realizado pela forca F' no percurso dado, designado por W2(F), é dado
por

Wh(F) = /b F(z)dz.

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 125. (Trabalho realizado para deformar uma mola) Pela Lei
de Hooke a forga necessaria para deformar uma mola é da forma F(z) =
—kz, em que k é a constante da mola e x a deformacao. Portanto, caso
queiramos deformar a mola de uma posi¢ao a até uma posicao b, o trabalho
a ser realizado é

Wh(F) = /abF(a:)da: = /ab —kadr = —k {xﬂ b = —k g - “;] :

a

6 Exercicios resolvidos

1. Calcule o comprimento da circunferéncia % + y? = R2.

Solugao. Em virtude da simetria da circunferéncia, é suficiente cal-
cular o comprimento da parte da circunferéncia contida no primeiro
quadrante, e multiplica-lo por 4.

RV

o
N

Fig. 13.24

A referida parte da circunferéncia é dada pela funcao
f(ﬂ?) = VRZ_QSZ»

com 0 < x < R. Portanto, o comprimento L da circunferéncia é

L= 4/0R\/1 + [f'(z)])d.

Desde que f'(x) = —z(R2 — %)™ 2 teremos

R
1
L=4R —dx.
/0 VR? — x?
Fazendo a mudanca de variavel x = R cos obtemos

0

1
_ _ n/2 _

L=4R / T R(—sen6) df = 4R [0]7/* = 27 R.
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Calcule o comprimento da curva y?> =823, dex =1 a4 x = 3.

Solugao. Observemos que y = W23 e Y = 3v2z'? e assim o
comprimento L da curva é

3 3
L:/ \/1+(y’)2dx:/ V14 18z dx.
1 1

Usando a mudanga de variavel u = 1 4 18z, obtém-se
3 1 31

L= / VI+I8ade = o [\/(1 n 18x)3]1 = [55\/55 —19v/19] .
1

Calcule o volume do soélido obtido pela rotagao, em torno do eixo x,
de todos os pares (z,y) taisque 1 <z <4el <y <2

Solugao. O sélido desse exercicio pode ser visualizado na figura a
seguir.

Fig. 13.25

O seu volume é obtido como segue
4 4
V:W/ (\/5)2da:—7r/ ldz = 5.
1 1

Uma particula se desloca ao longo do eixo ox sob a acao de uma

forga paralela ao deslocamento e de médulo igual a —. Calcule o
x

trabalho realizado pela forca para deslocar a particula de z = 1 até
r =4.

Solugao. O trabalho realizado pela forca é dado por

r

dr = [2y/z]] = 2J.

5=
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Exercicios propostos

. Nos exercicios a seguir, calcular a area da regiao R entre os gréaficos

das fungoes f e g para valores de x no intervalo [a,b]. Faca um
esboco da regiao R.

(@) f(x)=2—2% g(x)=0, a=-1,b=1.

(b) flx)=2*+2% glx)=2>+1, a=—-1, b=1.
(¢) f(z)=2?% g(x)=2+4+2, a=-1, b=2.

(d) flz)=|z -1, g(x)=22> -4z +1, a=0, b=2.

. Nas observagoes feitas sobre calculos de areas consideravam-se fun-

¢oes da forma y = f(z) e calculavam-se areas de regides limitadas
pelo grafico de f e o eixo x. Este era o problema, e algumas de suas
variagoes, que consideramos até agora. Contudo, existem situagoes
nas quais se tem z como funcao de y e, nestes casos, calculam-se
areas de regioes limitadas pelos graficos das funcgoes e o eixo oy.
Veja figura 13.26.

Fig. 13.26
Nessa situacao, a area da regiao R; é dada por
d
A(Ry) = / 9(y)dy.

De posse dessas observacoes. Determine a area da regiao limitada
entre as curvas esbogando os seus graficos.

(a) z=y>—y z=0.
17 1
(b)xz—y—i—zex:g
(c) x=9°—4y* +3yex=—y.
1
(d)x:—§y+26x: 41—y
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3. Ache a 4rea da regidao entre as curvas y = 22 e y = 9z integrando

(a) com relacao a z;

(b) com relagao a y.

4. Mostre que a integral
1
1
0 T
5. Investigue a convergéncia da integral

+o0 1
/ —dx, a>0
a xp

com respeito aos possiveis valores de p.

¢é divergente.

6. Investigue a convergéncia da integral

b1
/—daz, b>0
o 2P

com respeito aos possiveis valores de p.

7. Investigue a convergéncia da integral impropria

—+oco
/ ze *dz.
1

8. Investigue a convergéncia da integral impropria

+oo )
/ ze ¥ dx.
1

9. Calcule a integral imprépria

2
1
/ dz.
1 vlnz

10. Mostre que a integral
2
1
/0 VT — 1|'
é convergente.

11. Calcule a integral imprépria

1
1
| =
~14/|7]
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8 Respostas dos exercicios propostos

10
1 —
(a) 5
Fig. 13.27
(b) 2
g) =x*+1
2
1

Fig. 13.28

| ©
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gx)=x+2
flx)=x2 4o :
1 P
Fig. 13.29
5)
4 2
(@

g(x) =2x%4x+ 1

Fig.13.30
1
2 -
OF
x=0 Ty
1
/
Fig. 13.31
255
(b) — —4In2
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Fig.13.32

—
o
~—
Lo W~

-2 0

Fig. 13.33

—~
o,
~—
Q| >
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x=\V4-y

Fig. 13.34
(a) /09(9x — %) de = -
o [ ()=

5. Diverge para p < 1 e converge para p > 1.

Rl

6. Converge para p < 1 e diverge para p > 1.

2
7. Converge para — .
e

1
8. Converge para —.
2e
9. +o00
11. 4

Nesta aula vocé aprendeu a:

e utilizar a integral definida para calcular area, comprimento de arcos,
volume de sélidos de revolucao e trabalho mecanico.
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9 Apéndice

Métodos numéricos para calculo de integrais

Calcular integrais definidas torna-se matéria simples desde que conhe-
¢amos uma primitiva da funcao a ser integrada dada por funcoes ele-
mentares. Além disso, sabe-se que toda funcao continua definida em um
certo intervalo possui primitiva. Mais precisamente, dada uma fungao
continua f : I — R, em que I é um intervalo de R, a fungao

F(a) = / " ftyt,

em que a é um ponto qualquer de I e x € I é uma primitiva de f em I.
No entanto, nem sempre temos primitivas dadas como uma combinacao de
fungdes elementares. O exemplo tipico é o da fungao f(x) = e~**. Como,

b
~ _ 2 . . . . . ,
entao, calcular / e ¥ dzx? Para atingir este objetivo, existem métodos
a

numeéricos que, mesmo nao exibindo o valor exato da integral, nos fornecem
aproximacoes tao acuradas quanto se queira. Exibamos alguns métodos.

Método do retangulo (usando extremidades de intervalos)

Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel. Consideremos uma partigao
P={rxy=a<zi <w9<- - <Tp_1<zp}.
Sabemos que essa particao P induz uma aproximagao da integral de

b
Riemann / f(x)dx por intermédio da chamada soma de Riemann

Zf(fi)(xz‘ — Ti-1)

em que &; € (x;_1, ;). Suponhamos que cada subintervalo [z;_1, ;] possua

comprimento igual a b’T“ de modo que xy = a,x1 = a + b*Ta,:cg =a+

208 e =a+ (n—1)22% x, = a+n"* = b. Escolhamos & = a =
_ b—a __ - b—a __ .

9, =a+>*=ux1,...,§ =a+(n—1)=% = x,_;. Conseqiientemente,

n

b —Qa
/f(m)dx%b [f(w0) + f(21) + -+ flzn)].

Caso tivéssemos tomado as extremidades esquerdas dos subintervalos,
terfamos a aproximagao

n

b —a
/ fla)de = ’ [f(@1) + fa2) + - + flan)].-
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Como ja foi observado, quanto maior for o valor de n € N melhor
serao as aproximacoes dadas nas expressoes acima. As interpretacoes
geométricas desses fatos ja foram fornecidas na aula 9.

Método do ponto médio

Consideraremos uma particao como no caso anterior e escolheremos
como & o ponto médio do intervalo [x;_1,z;] em que estamos também

considerando todos os intervalos com comprimentos iguais a 2=2. Assim,

n
_ Tt
gi - D)

cao
b
/a fx)de = b;“ [f(%;xl) +f(1‘1;“"2) +...+f(%12+%>]

Veja a figura

para i =1,...,n, de modo que teremos a seguinte aproxima-

a g x & x5 & x X G b

Fig. 13.35

Método do Trapézio
Nesse caso consideraremos a particao como nos dois casos anteriores

e aproximamos a integral por meio de trapézios como os mostrados na
figura 13.36.

/\

a X ) X3 Xp-1 b

Fig. 13.36
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Observemos que a area de cada trapézio é dada por

{f(l‘il) + f(ilfi)} b—a

2 n

e assim temos a aproximacgao

flan)

/ f(x)dz = Z’_T“ {M F A+ f )+

2
Temos também o método de Simpson, que nao sera abordado aqui.

Vejamos um exemplo simples para ilustrar os métodos numéricos des-
critos. Consideremos a funcao f : [0,1] — R, f(z) = 22, cuja integral é
calculada, pelo teorema fundamental do célculo e é dada por

! 1
/ r?dr = = =0,3333....
0 3

Facamos a subdivisao do intervalo [0, 1] de modo que tenhamos a partigao

1 2
P:{$0:0<$1:§<$2:§<Z‘3:1}

1

cujos subintervalos possuem comprimentos iguais a 3

Usando o método do retangulo e tomando as extremidades esquerdas,
conforme figura 13.37, teremos a aproximagao

1 1 1\? 2\ ? 5
2dr 2 = |0 - = = — (), 1852.
[ra=glor(s) +(5) |=m=0

Fig. 13.37
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Usando ainda o método do retangulo, mas agora tomando as extremi-
dades direitas tal como na figura 13.38, teremos

1 1| /1\? 2\ 2 14
2dr = - | = - 1
[ae=g|(z) < (3) +

= —=0,5185
27 ’

Fig. 13.38

que é uma aproximagao (por excesso).

Usando a regra do trapézio, como é mostrado na figura seguinte, tere-
mos a aproximagao

/Ola;%zg:%% [@jt (%): (;)Z@

que é uma aproximagao (por excesso).

= D 3510
7

Fig. 13.39
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Agora, usando o método do ponto médio, conforme figura 13.40, temos

! LN /1y 5\’ 35
2d ~ _ _ — = — =(0,3241.
/Ox 73 (6) +<2> +(6) 108

que é, neste caso, a melhor das aproximagoes.

Fig. 13.40

Experimente particoes mais refinadas: divida o intervalo em quatro
partes iguais, cinco partes iguais, etc. Use uma calculadora ou programas
matematicos como o Maple.





