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Integrais Improprias
AULA

META

Apresentar os conceitos e pro-
priedades de integrais com extremos
de integracoes infinitos e integrais

de fungoes com descontinuidade.

OBJETIVOS
Calcular areas de regides nao limi-

tadas.

PRE-REQUISITOS

Conceitos de fungoes reais, funcoes

continuas e o Teorema Fundamental

do Calculo.




Integrais Improéprias
1.1 Introducao

Caros alunos, estamos iniciando o curso de Calculo II. Neste curso,
faremos uso de bastantes conceitos e resultados vistos no curso de
Calculo I. Esta primeira aula tem por objetivo estender o Teorema
Fundamental do Célculo (TFC) e definir as Integrais Improprias.
b

No TFC, os limites de integragdo, a e b em / f(x)dzx, sao
numeros reais e f uma funcao continua no intervailo [a,b]. Pode
acontecer que, ao aplicarmos estes conceitos, seja preciso ou con-
veniente considerar os casos em que a = —o0, b = 400, ou f seja
descontinua em um ou mais pontos do intervalo. Nestas condigoes,
é preciso ampliar conceito de integral e as técnicas de integragao,
de modo a incluir estes casos adicionais. Estas integrais, em que
a = —00, b= +00 ou f é descontinua em [a, b], sdo chamadas Inte-
grais Impréprias. Nem sempre uma integral deste tipo representa
um namero real, isto é, nem sempre uma integral imprépria ex-
iste. Quando ela existe, seu valor é calculado levando-se em conta

a generalizagdo do conceito de integral definida.

1.2 Integrais Improéprias com Extremos de
Integracao Infinitos

Exemplo 1.2.1. Consideremos o problema de encontrar area da

regiao limitada pela curva y = e® | pelo eixo—y e pela reta x =

b > 0 como mostra a Figura 1.1 abaixo.

Se A unidades de area for a area da regiao, entao

b
A:/ e Tdr = -0 =1—et=1- =
0
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Figura 1.1: Area

Se deixarmos b crescer sem limitacoes, entao
b 1
lim [ e *de=lim(1——)=1. (1.1)

b—oo Jo b—oo eb

Segue da equagao (1.1) que nao importa quao grande seja o
valor de b, a 4rea da regiao sera sempre menor do que 1 unidades
de area.

A equacao (1.1) estabelece que se b > 0 para todo € > 0 existe

um N > 0 tal que

b
se b> N entdo |/ e dr—1| <e.
0

o0
Em lugar de (1.1) escrevemos / e “dr = 1. Em geral temos
0

as seguintes definigoes:

Definicao 1.1. (i) Se f for continua para todo x > a, entao

00 b
/ f(x)dx = lim f(x)dx

b—oo Jq

se esse limite existir;

(ii) Se f for continua para todo x < b, entao

/b f(z)dz = GEIPOO bf(:c)da:

a




Integrais Improéprias

se esse limite existir;
(i) Se f for continua para todos valores de x e ¢ for um ntmero
real qualquer, entao

0 0
/ f(z)dx = lim f(z)dx 4+ lim / f(x

a——o0 [, b—+o0

se esse limite existir;
Na defini¢cao acima, se o limite existir, diremos que a integral

improépria é convergente, caso caso contrério, diremos que é diver-

gente.

2
d
Exemplo 1.2.2. Calcule a integral, se ela convergir: / e
—00o (4 - x)Q
(Ver Figura 1.2)

Figura 1.2: Area com extremo inferior indefinido.

Resolucgao:
/2 dx — lim 2 dx
—00 (4 - l‘)Q B A== Jq (4 - x)Q
1 12
= 1

aHHEloo [4 — :U} a
1 1 1
—  lim (=— ——
a—1>I—noo( 4 — a) 2

ERee)
Exemplo 1.2.3. Estude a convergéncia da integral: / re “dux.
0

[ -t
@ oa.‘:}
>
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Resolugao:

—+oc0o a
ze Fdr = lim ze Tdx
0 a—+00 Jg

Para calcular essa integral, usaremos integracao por partes com

u==z, dv=e"% du=dxrev=—e % Assim,
+oo
— . — - a
ze ¥dr = lim [—xe — x]o
0 a—-+o0
= lim (—ae™®—e"+1)
a——400
. a
= — lim — —-0+1.
a—+oo @

Aplicando a regra de L’Hospital temos que

. a .
lim — = lim —=0
a—-+oo @ a—+oo e

—+o0
/ ze Fdr = 1.
0

1.3 Integrais Impréprias com descontinuidades

e portanto

Exemplo 1.3.1. Suponha que queremos obter a area da regiao
do plano limitada pela curva cuja equagao é y = ﬁ, pelo eixo-x,
pelo eixo-y e pela reta = 4. Conforme ilustrado na Figura 1.3
abaixo:

Se for possivel ter um nimero que represente a medida da area

dessa regiao, ele seré obtido pela integral

/ 2
0 VT
Entretanto, o integrando é descontinuo no extremo inferior zero.

1
Além disso, lim —= = +00, assim dizemos que o integrando tem

T——+00 \/E




G )
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Figura 1.3: Area com descontinuidade no extremo inferior de inte-

gragao

uma descontinuidade infinita no extremo inferior. Essa integral é

impropria e sua existéncia pode ser determinada da seguinte forma:

t—0t+ t—>0+ t~>0+

hm/ = lim (2/z])) = lim (4 — 2Vt) =4
. B
logo 4 ser4 a medida da area da regiao dada.

Mais geralmente temos a seguinte definicao:

Definigcao 1.2. (i) Se f for continua para todo x do intervalo

semi-aberto a esquerda (a,b], e se lim f(z) = +oo, entao

r—a

/f o = tim [ f(x)da

t—at J¢

se esse limite existir;
(ii) Se f for continua para todo x do intervalo semi-aberto a direita

[a,b), e se hH})— f(x) = +o0, entao

/f x—maVU

se esse limite existir;

(iii) Se f for continua para todos valores de = no intervalo [a, b]
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exceto ¢, onde a < ¢ < bese lim |f(x)| = 400, entdo
r—C

s—cT

t b
/ f(z)dz = hm f(z)dz + hm f( )dx

se esse limite existir;

2
d
Exemplo 1.3.2. Calcule a integral, se ela for convergente: / ﬁ
o \&T—

Resolugao:

O integrando tem uma descontinuidade infinita em 1, ou seja,
i

lim ——— = 400, portanto, pela definicdo que acabamos de

r—1 (.7} — 1)2

estabelecer, temos

/Qd—x —dim [P et [T
o (=12 =1 Jy (z—1)2 s—1t Jg (x—1)2
— li o t li R Y I/
Jim ( o+ lim (=——)I§
= lim(——— —1)+ lim ( - 1)
t—1— - s—1 -

Como nenhum desses limites existe, a integral impropria é diver-

gente.

Se no exemplo anterior nao tivéssemos notado a descontinuidade

do integrando em 1, teriamos

2 x
/0 (:ccil)2 =(—xi1)|3=—2.

Esse resultado é obviamente incorreto, uma vez que ———— nunca
x

é negativo.
1
Exemplo 1.3.3. Calcule a integral, se ela existir: / z In xdz.
0
Resolugao:
O integrando tem uma descontinuidade no extremo inferior. Por-

tanto, escrevemos

1 1
/ z In xdxr = lim z In xdx
0

t—07t Jy
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Para calcular essa integral, usaremos integracao por partes com

2 .
u=Inx, dv=xdx, du= %dw e v = % . Assim,

1 1
1 1
/ zlnxzdr = lim zln xdr = lim (222 Inx— ~z)|!

0 t—0t J4 t—0+ 2 4

1 1 1 1

= 1 Zin(1) — = — —¢2 =

ti%Jr(an( ) 1 2t In(t) + 4t)
1

1,
= i)

Note que lim #*In(t) é uma indeterminagéo to tipo 0.(—oc). Para

t—0F

calcular esse limite, usaremos L’Hospital,

In(t
lim ¢3In(t) = lim nl( ) = lim —5 = lim —— =0.
t—0t t—0t = t—0t+ -3 t—0t 2

1 1
/ zln xdex = ——.
0 4

1.4 Convergéncia e Divergéncia de Integrais

=
~
[N}

Logo,

Improéprias: Critério de Comparacao

Algumas vezes é impossivel encontrar o valor exato de uma in-
tegral improépria, mais ainda assim é importante saber se ela é
convergente ou divergente. Em tais casos o critério de comparagao
é util.

Observamos, inicialmente, que se f for integréavel em [a, t], para

todo t > a, e se f(xz) > 0 em [0, +00), entdo a fungao

F@%if}wﬁ,x>a

sera crescente em [0, +00). De fato, se 1 e x2 sdo dois valores reais

quaisquer, com 0 < x; < x3 entao

F@ﬂ—F@Q:/wf@ﬁ—/mfmﬁ:/mf@ﬁz&
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xX
Segue que, lim / f(t)dt ou sera finito ou 4o0; seré finito e
Xr—>00 a

xT
existir M > a tal que / f(t)dt < M para todo = > a.
a

Critério da Comparagao: Sejam f e g duas fungoes integraveis
em [a, t], para todo t > a, e tais que, para todo = > a, 0 < f(z) <
g(z). Entao
+00 +oo
a) / g(x)dx converge = / f(z)dz converge.
a a

+00 +oo
b) / f(x)dx diverge = / g(z)dzx diverge.
a a

Demostragao:

+oo +o0
a) lim / g(x)dx é finito, pois por hipodtese, / g(x)dx é
t—4oc0 J, a

convergente. De 0 < f(z) < g(z), para todo = > a, resulta
t t +oco
/ f(z)dz < / g(z)dr < / g(z)dx.
a a a

t
Sendo F(t) = f(f f(z)dz crescente e limitada, resulta que hIﬂ / f(x)dx

+oo
sera finito e, portanto, / f(x)dx serd convergente.
a

b) analoga. 0

+oo

Exemplo 1.4.1. Verifique que / e %sen?zdx & convergente.
0

Resolucgao:

Note que,
0< e Tsen’z < e ®, paratodo z >0
e mais

+o00 t
/ e Ydr = lim e ¥dr = lim (e7'+1)=1,
0

t—00 0 t—00
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“+o0o
logo, / e “dx é convergente. Segue do critério de comparagao
0

+00 +o0
que / e %senzdx & convergente e, além disso, / e Tsen®zdr <
0 0

1.

73

T g
A1 3™

+oo
Exemplo 1.4.2. Verifique que a integral improépria /
1

é divergente.

Resolugao:
Note quem
z3 1 x?
w43 143
x? 1
Para todo x > 1, 5 = -, €, portanto,
I+5 4
3
x 1
> —>0.
+3 7 4z

too 1
De / de = +o00, segue, pelo critério de comparacao, que
0 €T

+00 .%‘3
dx & divergente.
/1 x4 +3 &

1.5 Resumo

b
Nesta aula, vocé aprendeu calcular a / f(z)dz onde a = —oc0 €
a
b = 4+o00; ou f é descontinua em um ou mais pontos do intervalo
[a,b]. Esta ferramenta sera bastante ttil nas proximas aulas, onde

estudaremos convergéncias de séries numeéricas.

1.6 Atividades

01. Estude a convergéncia das integrais a seguir:

(a) /+OO xe “dx (c) /+OO ze " dx (e) /1+OO ln—xd:c

oo oo T
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+oc0 1 +o0 1 +o0

(b) / L @ / € (f) / zdo
1 €z 1 € -0

02. Calcule as seguintes integrais, se existirem:

(a) /;%dm (c) /Ollnxdw (e) /_214_1x2d1‘

cCoOS T

(b) /Olidx (d) /13\/% () /OZ v

03. Suponha f integréavel em [a,t), para todo t > a. Prove que se
+oo +00

/ |f(x)|dx é convergente, entao / f(x)dx também é con-
0 0

vergente. (Sugestao: use que 0 < |f(z)| + f(z) < 2|f(x)| e que

f(@) = f(@)] + f(2) = [f()])

+oo
04. Usando o exercicio 03., prove que a integral / e sendzdx
0

é convergente.

sen T

+oo
05. A integral / dx & convergente ou divergente? Justi-
1

T
fique sua resposta.

1.7 Comentario das Atividades

A atividade 01. é para vocé (aluno) praticar os conceitos vistos na
Secao 1.2. Se vocé conseguiu resolver todos os {tens desta ativi-
dade, entao vocé aprendeu a calcular integrais improéprias com ex-
tremos de integragdo infinitos.

A atividade 02. é referente a Segao 1.3. Conseguiu resolver to-

dos os itens desta atividade? Que bom!!! Vocé aprendeu a calcular




Integrais Improéprias

integrais improprias com descontinuidades.
Nas atividades 03., 04. e 05. devem usar os resultados vistos na
Secao 1.4. Tais resultados sao muito tteis no calculo de integrais

improprias.
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