Sequéncias de
Numeros Reais

META
Estudar seqiiéncias de nimeros

reais.

OBJETIVOS
Estudar a convergéncia de seqiién-

clas numeéricas infinita.

PRE-REQUISITOS

Fungoes Reais, Limites, Derivadas,

Integrais de fungdes reais e a Aula
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Seqiiéncias de Numeros Reais

2.1 Introdugao

Nesta aula estudaremos as seqiiéncias numéricas infinitas. Tais
seqliéncias pode ser pensadas como uma lista de niimeros escritos

em uma ordem definida:
X1, T2, T3, **°, Tp, "

O principal objetivo desta aula, é estudar a convergéncia de tais
seqiiéncias, em outras palavras, queremos calcular o limite dessas

seqiiéncias quando n tende ao infinito.

2.2 Seqiiéncias e Subseqiiéncias

Definigao 2.3. Uma seqiiéncia de nimeros reais é uma fungao
z : N — R para a qual denotamos o valor de x em n por z,, em

vez de z(n).

Geralmente usamos a notagao (zy)nen para representar a se-

qiéncia r : N — R. As vezes a notaremos também por

(1,22, .oy Tpy .. .).

Dizemos que z,, é o termo de ordem n ou que x, é o n-ésimo termo
da seqiiéncia.
Quando quisermos explicitar que a imagem da seqiiéncia (2, )peN

esta contida em A C R escrevemos (zp)neny C A.

Exemplo 2.2.1. Seja a € R e tomemos x,, = a para todo n € N.

A seqiiéncia (zp,)nen € constante.

Exemplo 2.2.2. Seja a seqiiéncia (2, )neny = 2™. Temos

1'0220, 1'1:21, :(:2:22,...
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n
Exemplo 2.2.3. Seja a seqiiéncia (Sp)neny = <Z k‘) Temos
k=1 neN

s1=1,8=1+2,s3=14+2+3,...

n

1
Exemplo 2.2.4. Seja a seqiiéncia (s, )nen = (Z E) . Temos
neN

k=1
1 1 1
S1 y S2 +27 S3 +2+3’

Exemplo 2.2.5. Considere a seqiiéncia

(Sn)nen = (it’“) L t£0et#1.
k=0

neN

Vamos verificar que

1— tn+1
-
Solucgao:
Note que
sp=1+t+t2 4.t (2.1)

Multiplicando ambos os membros de (2.1) por ¢, obtemos
tsn =t 4+t + 1+ . " " (2.2)
Subtraindo membro a membro (2.1) e (2.2), teremos
sp(l—1)=1—¢"

Logo
1— tn+1
-

Observe que s, é a soma dos termos da Progressdo Geométrica

1,6, 2,13, ...t
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Definigao 2.4. Dizemos que (yx)ren € uma subseqiiéncia de () pen
se existe uma seqiiéncia (ng)geny C N com ng < ngyq, Vk € N, tal

que yi = Tp, para todo k € N.

Exemplo 2.2.6. Sejam a,r € N. Considere a seqiiéncia (x,,)neny =
a+ (n—1)r, n > 1. Note que a seqiiéncia (zp)nen € uma Pro-
gressdo Aritmética de primeiro termo a e razdo r. A Progressao
Aritmética (yi)ren de termo inicial a e razao 2r é uma subseqiién-

cia de (zp)nen. De fato, tomando ny = 2k — 1 (k € N) obtemos:

Tp, =0+ —Dr=a+ 2k —-2)r=a+ (k—1)(2r) = y.

2.3 Seqiiéncias Convergentes

Intuitivamente, uma seqiiéncia (x,)pen € convergente para x se
seus termos se aproximam de xz quando n cresce. Esta idéia nao
estd todo errada. Porém, ela pode induzir a uma idéia equivocada
de convergéncia. Somos tentados a dizer que (zp),en converge
para x quando a disténcia entre x, e x diminui & medida que n
cresce. Nao é bem assim. Veja a figura 2.4.

Ela Foge um pouco do assunto "seqiiéncias de ntimeros reais"mais
ilustra bem o que queremos dizer por "se aproximar". Imagine que,
partindo do ponto A, percorremos no sentido anti-horério o cam-
inho desenhado como indicado pelas setas. Ninguém duvida, e
com razao, de que estaremos assim nos aproximando do ponto O.
Porém, a idéia de que a nossa distancia ao ponto O decresce com
o tempo mostra-se errada. Convenga-se disto percebendo que pas-
samos primeiro pelo ponto B antes de chegar a C' e, entretanto, o
segmento BO é menor que o segmento CO. De fato, a distancia a

O cresce quando percorremos o segmento BC. Podemos perceber
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Figura 2.4: Espiral da Convergéncia

que existem muitos trechos do caminho sobre os quais a distancia
a O é crescente com o tempo, de modo que nao existe nenhum
ponto a partir do qual a disténcia a O passe a ser decrescente com
o tempo.

Continuemos analisando a Figura 2.4 em busca da boa defini¢ao
de convergéncia. Observamos que nossa distancia a O fica tao
pequena quando quisermos, bastando para isto que continuemos
andando por um tempo suficientemente longo. Por exemplo, nossa
distancia a O serd menor que 1 depois que passamos pelo ponto
D. Ou seja, em certo instante entramos na bola de raio 1 entrada
em O e dela nao saimos mais. Da mesma forma, a partir de outro
instante (futuro) entramos na bola de raio 1/2, centrada em O, e
ai ficamos.De modo geral, dado qualquer niimero positivo €, existe
um instante a partir do qual nossa distancia a O sera menos que e.
Af estéd a defini¢ao. Para seqiiéncias reais ela é expressa da seguinte

maneira;:

Definigao 2.5. Um seqiiéncia (z,)nen € dita convergente se existe
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z € R de modo que
Ve>0, INeN talque n>M = |z, —z| <e.

Neste caso, escrevemos xz,, — x e dizemos que x é limite da
seqiiéncia (zp,)nen OU que z, converge para (ou tende a) z quando
n tende a mais infinito (n — 400). Se (z,)neny ndo converge,

entao dizemos que ela é divergente.

Existem seqiiéncias divergentes que possuem limite! Isto é ape-
nas um jogo de palavras. A defini¢do seguinte diz que certas se-
qliéncias tém limites que nao sao nameros reais. Nao diremos que

tais seqiiéncias sao convergentes.

Definigao 2.6. Seja (,)nen uma seqiiéncia. Dizemos que
tende a mais infinito quando n tende a mais infinito ou que mais

infinito é limite da seqiiéncia e escrevemos

T, — +oo ou lim x, =+
n—- 400

se,
VM eR, AN €N talque n>M = x, > M.
Definicao 2.7. Seja (z,)neny uma seqiiéncia. Dizemos que x,

tende a menos infinito quando n tende a mais infinito ou que menos

infinito é limite da seqiiéncia e escrevemos

T, — —o0o0 ou lim z, = —00
n—--+4o00

se,

VM eR, AN €N talque n>M — =z, < M.

Observamos que as defini¢0es acima sao exatamente as mesmas

ja vistas quando tratamos com limite de uma fungdo f(z) quando
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x — 400; deste modo, tudo aquilo que dissemos sobre os limites

da forma lim f(x) aplica-se aqui.
r—>+00

Exemplo 2.3.1. Seja € R e considere a seqiiéncia dada por
x, = x paratodon € N. Temos que z,, — . De fato, |x,—z| =0

para todo n € N. Portanto, podemos escrever
Ve >0, AN €N talque n> N = |z, —z| < e.

Exemplo 2.3.2. Considere a seqiiéncia dada por x, = % para
todo n € N. Vamos mostrar que z,, — 0. Dado € > 0, tomemos
N € N tal que N > % Temosent500<%<e. Massen € Ne

n > N, entao z,, = % < % = zy. Logo podemos escrever
Ve>0, INeN talque n > N = |z, — 0| < e.

O leitor talvez conhega a notagdo lim =z, = x para z, —
r—>+00

x. Vamos refletir sobre ela. Por enquanto, fagamos de conta que

nao conhecemos a definigdo de limite. Suponhamos que ao abrir

um livro de Célculo, pela primeira vez, encontremos as seguintes

inscricoes:

z, —0 e x, — 1.

Nao ficariamos chocados. Porém, se estivesse escrito

lim z,=0 e lim xz, =1.
Tr——>—+00 Tr—>+00
Seriamos levados a concluir que 0 = 1. Ora, é o sinal 7 =7 que

nos leva a esta confusdo. Se nao tivermos a unicidade do limite,

entao a notacao lim =z, = = é fortemente enganosa.

T——+00
Teorema 2.1. Sejam (x,,),en uma seqiiéncia e x,y € R tais que

Tn — T e x, — y. Entao z = y.
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Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que x # y. Seja € =

lz—y|
2

> 0. Como z, — x, existe NV € N tal que
n>N= |z, —z|<e

Também temos x,, — y. Logo existe N’ € N tal que

n>N = |z, —y| <e

Seja n o maior dos nimeros N e N'. Para tal n as duas conclusoes

anteriores sao validas. Temos entao
|z —y| > |z —zp| + |20 —y| <et+e=2e= |z —y|

Concluimos que |z —y| < |z — y|, o que é um absurdo. |

Exemplo 2.3.3. (Teorema do Confronto) Suponha que exista um

natural nq tal que, para todo n > ny, a, < b, < ¢,. Prove que se

lim a,=L= lim ¢,
n—---+00 n—--+400
com L € R, entao
lim b, = L.
n—---+o0o
Demonstragao: Como lim a,=L= lim ¢, dadoe>0
n—s—4o0o n—--—+00

existe N € N que podemos supor maior que ni, tal que se n >

N =

L—e<a,<L+e e L—e<c,<L+e

Tendo em vista a hipotese,

n>nyg—L—-¢e<a,<b,<c,<L+e

e, portanto,

n>nyg=—L—e<b, <L+,
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ou seja,

lim b, =0L.

n—->-+00

Exemplo 2.3.4. Suponha 0 < ¢t < 1. Mostre que

n
D I p——
n—:uoo

k=0

Demonstragao: Temos pelo Exemplo 2.2.5 que

1— ¢t

Zf’“ T

. Logo

L. 1 —¢ntt 1
nh—1>noozt :nh—r>noo 1-—1¢ :l—t‘

A proxima proposigdo nos fornece um critério para testarmos

a convergéncia de uma seqiiéncia dada.

Proposicao 1. Uma seqiiéncia (zy,)nen tende a x se, e somente

se, toda subseqiiéncia de (xy,)nen tende a .

Demonstragao: Suponhamos que exista z € R tal que z,, —
x. Seja (yr)ken uma subseqiiéncia de (zy, )nen, isto &, yx, = x5, para
alguma seqiiéncia (ny)ren estritamente crescente. Mostremos que
yr — . Seja € > 0. Como x,, — =z, existe N € N tal que se
n > N, entao |z, —z| < €. Como (ny)ken € estritamente crescente,

existe K € N tal que se k > K, entao ny > N. Segue que
k> K= |y, — x| <e.

Portanto (yi)rken converge para x. A reciproca é imediata (basta

observar que (zp)nen € uma subseqiiéncia de si mesma). [ ]

G
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Exemplo 2.3.5. A seqiiéncia (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,...) é diver-
gente. De fato, se ela fosse convergente, entdo pela proposicao
anterior todas as suas subseqiiéncias seriam convergente para o
mesmo limite. Porém, (1,1,1,1,1,...) ¢ (0,0,0,0,0,...) sdo duas
de suas subseqiiéncias sendo que a primeira converge para 1 e a

segunda para 0.

Como corolario da proposicao anterior, obtemos que se x,
tende a z, entao x,42008 tende a x. Nao ha nada de especial
com o namero 2008. Mais geralmente, fixado p € N, temos que
se x, tende a x, entao x,4, tende a x. E facil perceber que a
reciproca também é valida, ou seja, se para algum p € N temos
que Ty, tende a x, entao x, tende a . A importancia deste fato
é o seguinte: Se conhecemos alguma propriedade que garanta a
convergéncia de uma seqiiéncia e soubermos que tal propriedade
s6 ¢é valida a partir do p—ésimo termo entdo, ainda sim, pode-
mos concluir que a seqiiéncia é convergente. Vejamos um exemplo

esclarecedor.

Exemplo 2.3.6. Sabemos que seqiiéncias constantes sao conver-
gentes. Considere a seqiiéncia (ndo constante) dada por z, =

|1000/n ], sendo |z| a funcao Parte Inteira de z, definida abaixo:
lz]=m se meZ e m<zx<m+1.

E facil ver que z,, = 0 para todo n > 1000. Ou seja, (5 )nen €
constante a partir do seu milésimo-primeiro termo. Concluimos
que ela é convergente.

Teorema 2.2. Toda seqiiéncia convergente é limitada.

Demonstragao: Seja (z,)neny uma seqiiéncia convergente para

xr € R. Tomemos ¢ = 1 na definigdo de seqiiéncia convergente,
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concluimos que existe N € N tal que se n > N, entdo |z, — x| < 1,

isto é, xy, € (x — 1,2 + 1). Tomando
a=min{xy,...,xn,x— 1} e b=mazx{z,...,2N,x+ 1}

temos imediatamente que z,, € [a,b] para todo n € N. Portanto

(Tn)nen € limitada. [ |

2.4 Seqiiéncias Monoétonas e Seqiiéncia Lim-

itadas

A reciproca do Teorema 2.2 é falsa como mostra o Exemplo 2.3.5.
Porém, existem algumas reciprocas parciais que veremos nesta
secao.

Seja (zn)neny uma seqiiéncia. Dizemos que tal seqiiéncia é cres-

cente se, quaisquer que sejam m,n € N,
m<n=— Ty < Tn.

Se &y, <z, for trocado por x,, > x,, entdo diremos que a seqiién-
cia é decrescente.

Uma seqiiéncia é dita monétona se for crescente ou decrescente.

Dizemos que a seqiiéncia (zp)nen € limitada inferiormente se
existir um numero real « tal que, para =, > «, Vn € N.

Dizemos que a seqiiéncia (zy,)nen € limitada superiormente se
existir um numero real § tal que, para x, < 3, V¥n € N.

Uma seqiiéncia é dita limitada se for limitada inferiormente e
superiormente.

O teorema que enunciaremos, e provaremos a seguir, sera muito

importante para o que segue.
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Teorema 2.3. Se (z,)nen € crescente e limitada superiormente,
entdo x, — sup{z,; n € N}. Da mesma forma, se (,)nen €

decrescente e limitada inferiormente, entao z,, — inf{xz,; n € N}.

Demonstragao: Vamos provar apenas a primeira parte do teo-
rema ji que a segunda se demonstra de modo analogo. Seja s =
sup{x,; n € N}. Dado € > 0, tome N € Ntal que z —e < zy < s.
Logo, para n > N, temos z — € < zxy < x, < 5. Concluimos dai
que |z, — s| <e. |

O teorema que acabamos de provar conta-nos que para uma
seqliéncia crescente s6 hé duas possibilidades: convergente ou di-
vergente para +o00. Sera convergente se for limitada superiormente

e divergira para +oo se nao for limitada superiormente.
~ 1
Exemplo 2.4.1. A seqiiéncia de termo geral s, = Z = é con-
k=1
vergente ou divergente? Justifique.
Solucao: Observamos, inicialmente, que a seqiiéncia é crescente.

De fato, qualquer que sejam os naturais m e n, com 1 < m < n,

tem-se

n
1
Como Z 72 > 0, resulta que s, > Sp,.
k=m+1
Vamos provar a seguir que a seqiiéncia é limitada superior-

mente.

Temos (Veja Figura 2.5)

1 1 1 "1
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Figura 2.5: Soma Inferior

oA . n P
Como a seqiiéncia de termo geral fl ;15 é crescente e
n

1 —1
lim —dr= lim (—+1)=1

n—-+oo Jq x2 n—+oo N

resulta

sp <2, Vn > 1.

Segue que a seqiiéncia é convergente, pois é crescente e limitada

superiormente por 2.
n

Exemplo 2.4.2. A seqiiéncia de termo geral s,, = Z z é conver-

k=1
gente ou divergente? Justifique.

Solugao:
Para todo n > 1, (Veja Figura 2.6)

11 1 ntlg
Sp=1+-4+-+...+—=2> —dzx
2 3 n 1 T

Como
n+1

lim —dr= lim Inn+1=+4c
n—-4o0o 1 x n—-+o0o

resulta

lim s, = +o0.
n—---+00
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Figura 2.6: Soma Superior

Exemplo 2.4.3. Investigue seqiiéncia de termo geral x,, definida

pela relacao de recorréncia:
1
1 =1, Ty = §(xn +6), Yn > 1.

Solucao: Observamos, inicialmente, que a seqiiéncia é crescente.
De fato, usaremos indugao finita:
1)sen=1entdo 1 =2 < 4 = xy;

2) suponhamos que xp_1 < zg, Vk > 2;

3) provemos que zp < Tpi1, Vk > 2 : Temos que zp_1 < .
Somando 6 dew ambos os lados da tltima desigualdade, obtemos
Tp_1+6 < xp+6. Agora, multiplicando, ambos os lados da tltima
desigualdade, por %, concluimos que (zx_1 + 6) < (z + 6), ou
seja,

Tp < Tke1, Vk > 2.

Vamos provar agora, usando induc¢ao finita, que a seqiiéncia é
limitada superiormente:
1) se n =1 entéo x; = 2 < 6;
2) suponhamos que z;_1 < 6, Vk > 2;

3) Provemos que x < 6, Vk > 2 : Temos que x;_1 < 6. Somando 6
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de ambos os lados da tltima desigualdade, obtemos xj_14+6 < 12.

Agora, multiplicando, ambos os lados da tltima desigualdade, por

%, concluimos que %(:L‘k_l + 6) < 6, ou seja,
2 < 6, Vk > 2.

Portanto, a seqiiéncia (x,)nen € crescente e limitada superior-
mente, logo é convergente, digamos que para L. Aplicando o limite,

quando n tende a infinito, de ambos os lados de x,+1 = %(a:n +6),

temos:
1i = i 1( +6)
Sz = lim o (r,
. 1 .
- hrriooan = 5(6 + hrrioo Tp)

1

Finalizamos esta Aula com o seguinte:

Teorema 2.4. (Bolzano-Weierstrass) Toda seqiiéncia limitada pos-

sui uma subseqiiéncia convergente.

Demonstracao: Sejam (z,)ney uma seqiiéncia limitada. Con-

sidere o seguinte conjunto:
N={neN; z, >z, Ym>n}.

Existem duas possibilidades: IV é infinito ou N é finito.

1) N é infinito: Escrevamos N = {nj,ng,ng,...} com ny < ng <
n3 < .... Assim, se ¢ < j entao n; < n; e, como n; € N, obte-
mos que Tp, > Tnp,. Concluimos que a subseqiiéncia (xy, )ren €
decrescente. Sendo ela limitada obtemos, finalmente, que ela é
convergente.

2) N é finito: Como N é finito, existe ny € N\ NV cota superior
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de N. Ora, n; ¢ N logo, existe na > ny (e, portanto, ny ¢ N) tal
que Zn, < Tp,. Mas ng ¢ N segue que existe ng > ny (e, portanto,
n3 ¢ N) tal que z,, < x,,. Por indugao, definimos uma subse-
qiiéncia (zn, )ken que é crescente e, portanto, convergente (pois

ela ¢ limitada). [ |

2.5 Resumo

Vimos que uma seqiiéncia é uma funcao que associa a cada nimero
natural um e s6 um nimero real. Deste modo, estudar seqiiéncia
de niimeros reais é estudar um caso particular de fungao real cujo
dominio é o conjunto dos nimeros naturais.

O limite de uma seqiiéncia é o limite do termo geral da se-
qiiéncia, para n tendendo ao infinito. Quando este limite existe e
é finito, dizemos que a seqiiéncia é convergente e converge para o
seu limite. Vimos, também, nesta aula, alguns principais resulta-
dos que nos auxiliam a estudar a convergéncia de uma seqiiéncia
qualquer.

Na proxima aula, estudaremos um seqiiéncia especial denomi-

nada série numeérica.

2.6 Atividades

01. Liste os dez primeiros termos da seqiiéncia:

(a) z, =1—(0,2)" (c)x1=1, xp=2xp_1+1
_9\n _ n—ln
(0) 0 = 2 (@ =

02. Encontre o termo geral da seqiiéncia:



Livro de Calculo 11

03. Determine se a seqiiéncia converge ou diverge. Se ela conver-

gir, encontre seu limite:
n3 4+ 3n+1

(a) 2n = 4n3 42

"1
(e) / —,onde v € R
1z

(b) zn=vn+1-+n (f)xnznsen%

(c) 2 = %sen % (8) 2 = zn: (%)

(@ 2= oy =3 (3 551)

k=1

04. Suponha que, para todo n > 1, |z, — z| < %, onde z é um

ntmero real fixo. Calcule lim =z, e justifique.
(o0}

n—-+

05. Uma seqiiéncia x,, é dada por

21 = V2, Tnp1 = V2 + Tp.

(a) Mostre que z,, é crescente e limitada superiormente por 3.
Aplique o Teorema 2.3 para mostrar que a seqiiéncia é convergente.

(b) Calcule lin}r Ty

2.7 Comentario das Atividades

Se vocé (aluno) conseguiu resolver as Atividades 01. e 02., entao

entendeu a defini¢ao de seqiiéncias de niimeros reais. Viu que uma
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seqiiéncia nada mais é que uma funcao que associa a cada niimero
natural (denominado indice) um e s6 um namero real.

Na Atividade 03. vocé utilizou (ou utilizara) as propriedades
de limites (vistas no Célculo I) para testar a convergéncia das
seqiiéncia dadas.

A Atividade 04. vocé utilizou (ou deve utilizar) a seguinte

propriedade de moédulo de niimeros reais:
ly—z| <ae —a<y—zx<aszr—a<y<zta, Va,z,y €R, a > 0.

Apos utilizar essa propriedade, basta aplicar o limite para n ten-
dendo ao infinito, de ambos os lados da desigualdade resultante.
Conseguiu resolver a Atividade 05.? Otimo!!! Vocé aprendeu
que toda seqiiéncia mondtona e limitada é convergente.
Lembrem-se sempre que ha tutores a distancia e presenciais
para ajuda-los na resolugao dessas atividades. Estudar em grupo
com seus colegas, pode tornar a resolucao dessas atividades mais

facil e interessante.
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