Curvas Polares

META
Estudar as curvas planas em coor-

denadas polares (Curvas Polares).

OBJETIVOS
Estudar movimentos de particulas
no plano.  Célculos com curvas

planas em coordenadas polares.

PRE-REQUISITOS

Curvas Paramétricas (Aula 06).
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7.1 Introducao

Até agora temos usado as coordenadas cartesianas para representar
um ponto no plano, por um par ordenado de nimeros, chamados
coordenadas, que sao distancias dirigidas a partir de dois eixos
perpendiculares. Nesta aula descreveremos um sistema de coor-
denadas introduzido por Newton, denominado sistema de coorde-
nadas polares. Tal sistema de coordenadas é muito 1til no estudo
de curvas no plano.

Escreveremos as curvas no plano em coordenadas polares. Além
disso, faremos os célculos relativos as tangentes, ao comprimento
de arco e as areas delimitadas por curvas no plano, utilizando co-

ordenadas polares.

7.2 Coordenadas Polares

Escolhemos um ponto no plano conhecido como poélo (ou origem) e

o denominamos O. Entao, desenhamos um raio (semi-reta) comegando

de O, chamado eixo polar. Esse eixo é geralmente desenhado hor-
izontalmente para a direita e corresponde ao eixo x positivo nas
coordenadas cartesianas.

Se P for qualquer ponto no plano, seja r a distancia de O a P
e seja 0 o angulo entre o eixo polar e a reta OP como na Figura
7.18. Dai o ponto P é representado pelo par ordenado (r,0) e r,6
sao denominados coordenadas polares de P.

Usamos a convengao de que um angulo é positivo se for medido
no sentido anti-horario a partir do eixo polar e negativo se for
medido no sentido horario. Se P = O, entao r = 0, e concordamos

que (0, ) representa o polo para quaisquer valor de 6.
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Figura 7.18: Sistema de Coordenadas Polares.

Exemplo 7.2.1. Plote os pontos cujas coordenadas polares sao

(@) (L,%F) () (2,3m) (o) (2,57 () (=3,%)

Solucao: Os pontos sao plotados na Figura 7.19.

Figura 7.19: Figura referente ao Exemplo 7.2.1

No sistema de coordenadas cartesianas cada ponto tem ape-
nas uma representacao, mais no sistema de coordenadas polares
cada ponto tem muitas representagoes. De fato, como uma ro-
tagdo completa no sentido anti-horéario é dada por um angulo 27,
o ponto representado pelas coordenadas polares (r,#) é também

representado por
(r,0+42nm) e (=r, 04+ (2n+ 1)7)

onde n é qualquer inteiro.

A relacao entre as coordenadas polares e cartesianas pode ser
vista a partir da Figura 7.20, na qual o po6lo corresponde & origem
e o eixo polar coincide com o eixo x positivo. Se o ponto P tiver

coordenadas cartesianas (z,y) e coordenadas polares (r,#), entao,
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P(r,8)=P(x,y)

Figura 7.20: Coordenadas Cartesianas < Coordenadas Polares.

a partir da figura, temos:

cosf = = senf = 7
r r
e assim,
x = rcosf y = rsend. (7.1)

As Equagoes (7.1) nos permitem encontrar as coordenadas carte-
sianas de um ponto quando as coordenadas polares sao dadas. Para

encontrar r e # onde x e y s@o conhecidos, usaremos as equagoes
2 _ .2 2 Yy

rt=a"+y tgh = =. (7.2)
X

que podem ser deduzidas a partir das Equagoes (7.1).

Exemplo 7.2.2. Converta o ponto (3, §) de coordenadas polares
para cartesianas.

Solugao: Como r =3 e 0 = 7, as Equagoes (7.1) fornecem

m:r0039:3cosg:3~020

yzrsen@steng:3-1:3

Portanto, o ponto é (0,3) nas coordenadas cartesianas.
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Exemplo 7.2.3. Represente o ponto com coordenadas cartesianas

(1,—1) em termos de coordenadas polares.

Solugao: Se escolhermos r positivo, entao a Equagao (7.2) fornece

r=val+y? = V12 (12 =2

tg@zy:—l
x

Como o ponto (1, —1) estdao no quarto quadrante, podemos escol-
her § = —7 ou 0 = %’r. Entdo uma resposta possivel é (v/2, —T);

4
e outra & (v/2, IT).

Exercicios:

01. Plote o ponto cujas coordenadas polares sao dadas. Entao en-
contre dois outros pares de coordenadas polares desse ponto, um
com r > 0 e outro com r < 0. Encontre as coordenadas cartesianas

do ponto.

o (1) o (23)
@) @ (7)

063 0 (=+-5)

02. As coordenadas cartesianas de um ponto sdo dadas. Encontre
as coordenadas polares do ponto. Plote-os.

(a) (1, 1) (b) (2\/§, —2)

(©) (-1,-v3) (d) (-2,-3)
03. Esboce a regiao do plano que consiste em pontos cujas coor-

denadas polares satisfazem as condigoes dadas.

(a) 1<r<2
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04. (a) Encontre uma férmula para a distancia entre os pontos
com coordenadas polares (1, 61) e (2, 62).

(b) Encontre a distancia entre os pontos com coordenadas polares

6 (= %)

Observagao 7.3. Conseguiu fazer todos esses exercicios??? SIM!!!
Otimo, vocé ja pode continuar seus estudos relativos & essa aula.
Se vocé sentiu dificuldades em resolver esses exercicios, volte a

estudar as coordenadas polares, antes de prosseguir nesta aula.

7.3 Curvas Polares

Uma curva polar é representada por uma equagao r = f(6), ou
mais geralmente, F'(r,0) = 0 e seu grafico consiste em todos os
pontos P que tém pelo menos uma representagao (r, ) cujas coor-

denadas satisfazem a equagao.

Exemplo 7.3.1. A circunferéncia de raio 3 e centro na origem é
representada pela equacao polar r = 3. De fato, temos que 2 +

y? =12, logo 2% + > = 9.

Exemplo 7.3.2. A curva com equacdo polar r = 2cosfl é uma
circunferéncia com centro em (1,0) e raio 1. De fato, na Figura
7.22 encontramos os valores de r para alguns valores convenientes
de @ e plotamos os pontos correspondentes (r,6). Entao juntamos

esses pontos para esbogar a curva.
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Figura 7.21: Circunferéncia de equagao r = 3.

Vamos agora converter a equacao dada em uma equagao carte-

siana, usando as Equagoes (7.1) e (7.2). A partir de x = rcos#,

temos 0089 = = assim a equa 5.0 T = 20089 torna-se r—-=« ue
M M
r 2 T

fornece

2

2e=r’=z+y®> ou 224+¢y*—-22=0

Completando o quadrado, obtemos
(x—1)°+y’ =1

que é uma equagao do circulo com centro em (1,0) e raio 1.

Figura 7.22: Circunferéncia de equagao r = 2cos 6.

Exemplo 7.3.3. A curva polar » = 14+senf é denominada cardibide
porque tem o formato parecido com o de um coragao. Plotando a

cardidide através do Software Winplot, obtemos a Figura 7.23:
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Figura 7.23: Cardidide

Exemplo 7.3.4. A curva polar r = c0s20 é denominada rosa
de quatro pétalas (ou 4—rosécea). Plotando a curva através do

Software Winplot, obtemos a Figura 7.24:

Figura 7.24: 4—rosacea.

7.4 Tangentes as Curvas Polares

Para encontrar a reta tangente a uma curva polar r = f(6), va-
mos considerar 6 como um pardmetro e escrever suas equagoes

paramétricas como

x = rcos = f(6)cosb y = rsenf = f(0)send

(114}
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Entao, usando o método para encontrar inclinagoes de curvas paramétri-

cas(Equagao (6.2)), e a Regra do Produto temos:

dy % B desen0+rcos(9 (7.1)
de — dz ‘"0059 — rsent '

Localizamos as tangentes horizontais achando os pontos onde Z—g =
0e fl—z # 0. Do mesmo modo, localizamos as tangentes verticais
nos pontos onde g #0e de =0.

Exemplo 7.4.1. (a) Para a cardidide r = 1 4 cos#, calcule a in-
clinagao da reta tangente quando ¢ = &

(b) Encontre os pontos na cardidide onde a reta tangente é hori-
zontal ou vertical.

Solugao: Usando a Equagao (7.1) com r = 1 + cosf, obtemos

dy dg sent +rcosth  —senb senb + (1 + cosb)cost
dx & cosh —rsen)  —send cost — (1 + cos)send

—sen?0 + cosf + cos?0  2co0s*0 + cost — 1
—2senf cosl) — senfl  —senb(2cosf + 1)

(a) A inclinagao da tangente no ponto onde 6 = & ¢&

2
3 3
dy 26036+c03__1 2(%) +§_1
de - 2 1 1 (93
' senfGeosg 1)y (27+1)
1, V3
2t 5

(b) Observe que

dy 9 T om
70 cos“0 + cosf 0 quando 6 30 ™ 3
dx 27 47
70 senf(2cosd + 1) =0 quando 6 =0, 5 ™ 3

Portanto existem tangentes horizontais nos pontos (3, %), (3, 2F)

e tangentes verticais em (2,0), (3, %), (3,%F). Quando 6 = 7, &
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e % sao 0 e, dessa forma, devemos ser cuidadosos. Usando a Regra
de L’Hospital, temos

i dy . 2c05%0 + cost) — 1
lim ——= = lim
0—m— —senb(2cosf + 1)
. —2cosllsenf) — senf
= lim =
0—n— —cosf(2cosl + 1) — senb(—2senh)

Da mesma forma, prova-se que

Figura 7.25: Cardidide

7.5 Areas e Comprimentos em Coordenadas

Polares

Seja R a regido ilustrada na Figura 7.26, limitada pela curva polar
r = f(0) e pelos raios § = a e § = b, onde f é uma fun¢ao continua
e positiva onde 0 < b —a < 27.

Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais, cada qual

com comprimento Af = b*Ta. Sejama =0y <0y <---<6,=0
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Figura 7.26: Area entre curvas polares.

os pontos dessa divisdo. Os raios § = 6;, i =1,--- ,n, dividem a
figura em n setores, o i—ésimo deles estando compreendido entre
os raios 0 = 0;,_1 e 0 = 0; possui area aproximadamente igual a
area do setor de um circulo com angulo central Af e raio f(60))
para algum 67 em [0;_1,0;], ou seja, a area do i—ésimo setor é

dada por f(67) - f(G;;)Ae = f(02;)2 Af. (Veja Figura 7.27)

0

Figura 7.27: Particdo da regiao em setores de um circulo.

Portanto, a area procurada é a soma de todas essas areas (soma

de Riemann), isto é,

A= 2": f(§)2A0.
i=1
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Tomando seu limite quando n — oo, obtemos a integral

a- [ Liropras (7.1)

A formula (7.1) é freqiientemente escrita como

b1
A= / §r2d0 (7.2)

entendendo que r = f(0).

Exemplo 7.5.1. Calcule a area da cardidide r = 1 + cosf.
Solucao: A curva cardidide esta plotada na Figura 7.25. Para

calcular a area, usaremos a férmula 7.2:
2 1 1 2
A= / S+ cosf)?df = 2/ (1 + 2cos6 + cos*0)dh = —.
0 0

Exemplo 7.5.2. Calcule a area limitada por uma pétala da 4-

rosécea 1 = c0s20.

Solucao: Note a partir da Figura 7.28 que a regiao limitada por
s

uma pétala da 4-rosécea ¢ varrida pelo raio que gira de 6 = 7 até

0 = —7%. Desta forma, a férmula (7.2) fornece

1 ™ uy
L = 2/4 c0s220dH = /4 c0s220d0
_m 0

s

4
- /er L1+ cost0)do = 1[0+ sendo)f —
= ) 5 COS = 5 48€n 0= 3

Quando uma curva é dada em coordenadas polares, por exem-
plo, r = f(#), obtemos facilmente suas equagoes paramétricas em

termos do angulo como parametro, ou seja:

x = rcos = f(0)cosb
y =rsenf = f(0)send

(118,
\F I-.._.J‘:.‘/ .
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Figura 7.28: 4—rosécea

Segue que

2 2
(%) + (%) = [f'(0)cost — f(9)86n0]2 + [f(9)senf + f(0)cos€]2
= f1(0)°+ f(0)*.

Logo, o comprimento de arco da curva com equagao polar r =

£(0), a<0<bé

= [ NGOESLOE

ou
b dr\?
I = 2, (9 , .
/a . +(d0> do (7.3)

Exemplo 7.5.3. Calcule o comprimento da curva polar r = 62, 0 <
0 < 2.

Solugao: A curva é mostrada na Figura 7.29. Seu comprimento
total é dado pelo intervalo de parametro 0 < 6§ < 27, assim a

formula 7.3 fornece

=2
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27 27 27
L= V02 + (20)2d6 = / V5602dH = \/5/ 0df = 2v/572.
0 0

0

Figura 7.29: Figura referente ao Exemplo 7.5.3

7.6 Resumo

Nesta aula, introduzimos as coordenadas polares. Além disso, tra-
balhamos com as curvas planas em coordenadas polares. Aprende-
mos a fazer calculos com curvas polares. Em particular, resolvemos

problemas envolvendo tangentes, areas, arco e superficie de area.

7.7 Atividades

01. Encontre a equacao cartesiana para a curva descrita pela
equacgao polar dada:

(a) r=2 (b) r=3sen 0

(¢c)rcos =1 (d) 7 =2 senb + 2 cosb

02. Encontre a equagao polar para a curva descrita pela equagao

cartesiana dada:
(a) 2 =3 (b) 2>+ 4> =9

(c) z = —y? (d)z+y=9
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03. Esboce a curva com equacao dada:

(a)a:—% (b) > —3r+2=0

04. Esboce a curva com equagao dada, calcule a area limitada por
ela e encontre os pontos na curva onde a reta tangente é horizontal

ou vertical:

(a) 7 =3 cosb (b) r = cos 6 + sen 0
(c)r=sen @ (d) r=—-3cos 0

(e) r =2 cos 46 (f) r = sen 56
(g)r=1+send (h) r = cos 20

05. Encontre a area da regiao que é limitada pelas curvas dadas
que esta no setor especificado.

(a)TZ\/g,OSHSZ;

T 2
— <6< —.
37 — 3

(b) r = sen 0,
06. Encontre a area da regiao dentro de um laco da curva.
(a) r = sen 26,

(b) =1+ 2sen 0.

07. Encontre a area da regiao que estd dentro da curva r =

2 + sen 0 e fora da curva r = 3sen 6.

08. Encontre a area da regiao que esta dentro das curvas r = sen 6

er =cos 6.

09. Calcule o comprimento da curva polar:
(a) r = 3sen 6, OSQSg;

(byr=46, 0<6<2nr.
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7.8 Comentario das Atividades

Essas atividades, sao referentes aos assuntos discutidos no decorrer
desta aula e tém o objetivo de vocé (aluno) exercitar os conceitos
aprendidos.

Lembre-se, sempre, que existem tutores para ajuda-los na res-

olugao dessas atividades.
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